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Radiacion del cuerpo negro

e Todo cuerpo a temperaturas por encima del cero abso-
luto emite radiacion electromagnética. Esto es debido al
movimiento de iones o electrones del cuerpo que al ser
particulas cargadas cumplen las ecuaciones de Maxwell y,
por lo tanto, emiten campos eléctricos y magnéticos. Par-
alelamente, todo cuerpo puede absorber radiacién elec-
tromagnética, tipicamente aquella cuya longitud de onda
es igual o similar a las longitudes tipicas de vibracion
de la red subyacente o del recorrido libre medio de las
particulas cargadas del cuerpo. En cualquier caso el es-
pectro de emision o de absorcién de la radiacion depende
esencialmente de la estructura del cuerpo: un vidrio ab-
sorbe el espectro ultravioleta e infrarojo pero no el es-
pectro visible, el carbon absorbe casi la totalidad de la
radiacion incidente (el ~ 97%).

e Se define como cuerpo negro a aquel que absorbe la to-
talidad de las radiaciones electromagnética que inciden
sobre él. Ademas, si es capaz de absorber las radiaciones
de todas las frecuencias, es capaz de emitir en todas ellas,
asi que es un perfecto emisor de radiaciones.

e Una realizacion ideal de cuerpo negro es una caja con
un agujero por el que toda radiacion incidente queda ab-
sorbida. El espectro de emision de un cuerpo negro es
el de la radiacion que se equilibra a la temperatura de la
caja T y que sale por el agujero.

e Curiosamente las estrellas se comportan de forma aprox-



imada a un cuerpo negro pues son capaces de absorber
toda la radiacién incidente y su espectro de emision tiene
propiedades parecidas a las del cuerpo negro. Ademas
como veremos, el espectro de la radiacion de fondo del
universo coincide con la de un cuerpo negro.

Termodinamica del cuerpo negro

e Primero hemos de considerar un modelo de radiaciéon que
se basa en los siguientes puntos:

— La radiacién electromagnética se compone de un con-
junto de cuasiparticulas llamadas fotones.

— Los fotones se comportan (en primera aproximacion)
como particulas independientes.

— Cada fotdén se caracteriza por tener una frecuencia v y
un nivel energético cuantizado, esto es que sélo puede
tomar valores: E = nhr donde n es un nimero natural
y h es la llamada constante de Planck.

e Para obtener la termodinamica de un cuerpo negro hemos
de considerar que:

1. La radiacién electromagnética se encuentra en equilib-
rio en el interior de la caja que, se supone es adiabatica.
2. El niimero de fotones de cierta frecuencia o el niimero

total de fotones NO son variables termodinamicas.

e Vamos a seguir el razonamiento seguido por Planck (On
the Law of Distribution of Energy in the Normal Spec-



trum, Max Planck, Annalen der Physik vol. 4, p. 553
(1901)).

e Supongamos que inicialmente consideramos que nuestro
sistema esta compuesto de N, fotones de frecuencia dada
y con energia total U,. Puesto que consideramos que las
energias de los fotones solo pueden tener valores enteros
de hv, U, se debe poder escribir como:

U, = Pe (1)
donde ¢ = hrv y P es un numero natural.

e Las variables macroscopicas termodinamicas son, en este
momento, (U,, N,) y la entropia de este sistema termodinamico
se haya utilizando la expresion de Boltzmann:

S,(U,,N,) = kg InQ(U,, N,) 2)

donde Q(U,, N,) es el nimero de microestados compatibles
con las macrovariables (U,, N,).

e Q(U,, N,) es equivalente a responder a la siguiente pre-
gunta: ;De cuantas formas se pueden repartir P cuantos
de energia entre N, particulas? cuya solucion es:

Q(Uya Nz/) o (Nu _ 1)'P' (3)
e La entropia se escribe:
,(U,,N,) = Kpgl
Su(Ur, o) BTN, —1)1P!
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donde hemos usado la aproximaciéon de Stirling y u, =
U,/N,.

e Consideramos que los fonones de cada frecuencia se com-
portan como un sistema ideal y no interaccionan entre
si. Entonces la entropia total de un sistema en el que las
densidades de energia u, vienen dadas es:

S(UvNa{uV}):kBZNy {<1+%)1n<1+&) —@ln@}

€ € €

donde

U=) Nu, N=)>» N, (5)

e Si relajamos la condicion de fijar el conjunto de u, obten-
dremos la entropia del cuerpo negro. Para ello buscamos
el conjunto de u, que maximalizan S(U, N, {u,}) bajo la
condiciéon U =) N,u,. Para ello escribimos:

S(U.NAw}) =k Y Nys(u,) + kpNyys(uy,) (6)
V£
Uy Uy Uy . Uy
s(u,) = <1+?) In (1—|—?) —?ln? (7)
y
Nyuy, =U — Z N,u, (8)
V?él/o

donde hemos elegido una frecuencia arbitraria v, para
poner su densidad de energia en funcién de las restantes.

e La condicion de maximo es:
dS(U, N, {u,})
ou,,

=0 V v#uy (9)



Lo que implica que:

Tw)=Tw)=T Y v#uy (10)
donde L s(u) -
T(v) Ouy,
e Esto es: hy
Uy = B _ | (12)

donde § = 1/kgT y T es la temperatura de equilibrio del
cuerpo negro.

e NOTAR: Un conjunto de particulas clasicas cumple que
cada grado de libertad tiene, en promedio, una energia
igual a KgT/2. La radiacién electromagnética tiene dos
grados de libertad (dos polarizaciones) y, clasicamente,
u, = kgT. En la expresion de Planck recuperamos el re-
sultado clasico en dos limites: T'— oo o h — 0.

e Finalmente, la entropia del cuerpo negro se puede escribir
como:

U —Bhv
S(U,N):T—kBEVjN,,mu—eﬁ ) (13)
o lo que es lo mismo

F=kgT» N,In(1—e ™) (14)

e Nos queda por obtener el valor de N, para completar la
descripcion termodinamica del cuerpo negro.



Calculo del nimero de modos por unidad de frecuencia

Para calcular N, hemos de entender primero como se com-
porta la radiacion electromagnética estacionaria en una
caja cerrada. Para ello tenemos que recordar que los cam-
pos eléctricos en el interior de una caja aislada deben de
cumplir la ecuacién de Maxwell:

1 02E

AE = (15)

donde ¢ es la velocidad de la luz, E = (E1, B9, E3) y se
deben de cumplir las condiciones de contorno:

V-E = 0 fuera de las paredes
E

-1y, = 0 en las paredes (16)

La primera condicién de contorno indica que no existe
carga eléctrica fuera de las paredes. La segunda condicion
exige que no existe campo eléctrico paralelo a las caras
de la caja pues, si existiese, habrian corrientes eléctricas
que por construcciéon suponemos que no existen.

La solucion que cumple todas esas condiciones de con-
torno es:

FE = Efo) cos ki sin koy sin k32 sin wt
E, = Eéo) sin k12 cos koy sin k3z sin wt
FEy = Eéo) sin k1x sin koy cos k3z sin wt

donde

—

EV. k=0 (17)



esto es, los campos electricos son perpendiculares al mo-
mento k£ de la onda electromagnética y

n;m

ki =

Vi=1,2,3 (18)

y n; > 0 nimeros naturales.

Ademas, para que se cumpla la ecuacion de Maxwell susti-
tuimos las soluciones y obtenemos la condicién:

w2
B+ R+ k= (19)

Combinando las dos ultimas expresiones y sabiendo que
w = 27v obtenemos que:
C 12 2 211/2
V=g [n{ + n3 + nj] (20)
Esto es, hay muchas combinaciones de n’s que pueden dar
lugar a la misma v.

Si suponemos que los fotones estan igualmente distribui-
dos en TODOS los estados accesibles, el nimero de fo-
tones para una frecuencia dada, N,, sera proporcional al
nimero de combinaciones de n’s que dan lugar a la misma
frecuencia.

Definimos N(v) como el niimero de estados (n,n2,n3) que
dan lugar a frecuencias menores o iguales que v. Esto es,

que sus valores esten dentro del primer octante de una
esfera de radio R(v) = 2Lv/c:

- 4 1 8t L33
N(v) = §7TR(V)3 '3 2= e

(21)



At - - - -
vl n"nx|+nyj—nzk

E - e

donde hemos considerado que hay dos polarizaciones por
estado. Notar que esta aproximacion es valida para v
suficientemente grandes.

e El ntimero de estados N, esta relacionado con N(v):

dN(V)AI/ = wv2AV (22)

dv c3

y, en el limite continuo podemos realizar en las expre-
siones anteriores la siguiente substitucion:

Z N, — —87T3V / dvi? (23)
14 C O

N, =

Propiedades termodinamicas de un cuerpo negro

e Conocido N, podemos obtener la expresién de la energia
libre de Helmholtz:

F=—-AVT* (24)
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donde

8wkt [ .
A= c3h3B /o dx 2% In [1—e"] (25)
e Potencial Quimico:
OF(T,V,N
M = ( ’ ! ) = O

ON

El potencial quimico de la radiacién es idénticamente nulo
a cualquier temperatura porque el niimero de fotones no
se conserva, sino que se emiten y absorben continuamente
por las paredes de la cavidad ajustandose a la temper-
atura y el volumen de ésta.

® Presion de radiacion:

OF
P=——=AT" 26
oV (26)
e Entropia:
OF
= ——— = 4AVT? 2
S o7 Vv (27)
e Energia interna:
U=F+TS=3AVT* =3PV (28)

Este resultado es la llamada Ley de Stefan-Boltzmann.
Originalmente establece que la potencia energética irra-
diada por unidad de superficie por un cuerpo negro es
proporcional a 7. Stefan la dedujo experimentalmente
en 1879 y Boltzmann le di6 un marco tedrico en 1884.

e Intensidad de la radiacion:

87V hu?
IL,dv = N,yu, = 3 1dz/ (29)

10



‘r\r’isihle
UV/ Infra-red

h wavelength

. 2000 K
1 — — Peak Wavelength

Intensity curve
/\ for each
temperature

Fower radiated at ea

4 5
Wavelength & (gm)

Esta expresion tambien puede ponerse en términos de la
longitud de onda de la radiacién si sabemos que

AV =c (30)
Asi:
c
J,\d)\ = L,dV = ]§A2d>\
1
_ 87V hce _ I\ (31)

/\5 eksTx — ]

El maximo de la distribucién cumple la ecuacién:

ZU]CB
= ——T 32
=" (32)
donde r ~ 3 es solucién de la ecuacién implicita:
ze® =3 (e’ —1) (33)
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Esta es la llamada Ley de Wien y que permite relacionar
frecuencia de emisién dominante de un cuerpo (color)
con su temperatura (superficial) aunque no puedan ser
consideradas como cuerpos negros. Asi los cuerpos con
temperatura baja (como las personas) radian fundamen-
talmente en el infrarrojo, los que estan a temperaturas
moderadamente altas (como una herradura en la fragua),
en el rojo, y los que estin a temperaturas elevadas (como
las llamas de gas), en el azul.

Ademas esta propiedad funciona con las estrellas:

Nombre Const. T. esp. | Temp. (K) Color
Antares Escorpion M 3300 Rojo Intenso
Aldebaran Tauro K 3800 Rojo
Sol G 5700 Amarillo
Procyon | Canis Minor F 6570 Amarillo Intenso
Sirius Canis Major A 9250 Blanca
Rigel Orion B 11200 Blanca

La radiacion cosmica de fondo

En 1961 A. Penzias y R. Wilson, probando un detector
de microondas muy sensible, detectaron una radiaciéon in-
esperada, siempre con la misma intensidad y distribucion
espectral independientemente de la orientacién del detec-
tor. La radiacion medida era siempre la misma de dia y
de noche durante todo el ano. Este hecho demostraba
que la radiacién era independiente de la rotacion y del
movimiento orbital de la Tierra y, por consiguiente, que
debia tener origen fuera del sistema solar e, incluso, fuera
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de la galaxia. La distribucién espectral es muy semejante
a la de un cuerpo negro a una temperatura de aproxi-
madamente 2.7 K. Se entiende en la actualidad que esta
radiacion se extiende por todo el Universo y es un residuo
de la radiacién electromagnética que se produjo poco de-
spués del Big Bang, cuando el Universo estaba a una tem-
peratura extremadamente alta. Debido a la expansion del
Universo y su correspondiente enfriamiento, la radiacion
original se desplazé hacia el rojo o, lo que es equivalente,
hacia temperaturas inferiores.

Hasta hace poco tiempo era dificil medir con precision
el espectro de la radiaciéon césmica de fondo, en partic-
ular las frecuencias elevadas, debido a la difusién de la
radiaciéon por la atmodsfera, impedimentos que es posi-
ble superar con instrumentos a bordo de satélites. Los
obtenidos por el Cosmic Background Explorer, COBE,
lanzado en 1989, se ajustaron a un espectro de cuerpo
negro de Planck a 2,276 + 0,005 K, mostrando una con-
cordancia excelente.

Cosmic MicROWAVE BACKGROUND SPECTRUM FRoM COBE

THEORY AND OBSERVATION AGREE
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En realidad, la radiacion césmica de fondo no es exacta-
mente isotropa, sino que presenta una pequena asimetria
en la direccion del cimulo de galaxias Virgo que se atribuye
al efecto Doppler debido al movimiento de nuestra galaxia
en esa direccién con una velocidad de 3 x 10° m/s, y que
se ha eliminado en la figura central.

En la dltima se ha suprimido ademas la Via Lactea. Las
fluctuaciones que se observan son sélo de una parte en 10°
de los 2,7 K de media. Los resultados se basan en 2 aos
de mediciones.
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