Termodinamica

Leccion 7

® Definicion de Sistemas ideales.

e Entropia de un gas ideal.

e Propiedades de un gas ideal. Gas perfecto

e Correcciones al gas ideal: ecuacién de van der Waals

e (Gases reales



1. Definicién de sistemas ideales.

e Un sistema ideal es todo sistema arbitrario compuesto de
N elementos que NO interaccionan entre si.

e Ejemplos:

— Gas ideal: un conjunto de particulas moviendose in-
dependientemente unas de otras en un recipiente. El
comportamiento del Helio a temperatura ambiente se
puede aproximar al de un gas ideal pues la interaccién
entre particulas es muy pequena comparada con su
energia cinética.

— En general todo sistema a temperaturas suficiente-
mente altas (energia cinética muy grande comparada

con su energia potencial) se comporta como un gas
ideal.

— Un sistema de N osciladores armonicos acoplados es
equivalente a un sistema de N objetos extendidos (lla-
mados modos normales de vibracién) que no intera-
cionan entre si y que representan (cada uno de ellos)
movimientos oscilatorios regulares de todo el sistema.
Cuando se estudia el sistema cuantico equivalente cada
modo normal cuantizado se denomina fonén y el com-
portamiento del sistema es equivalente al de un gas
ideal de fonones

— Un superconductor de baja temperatura se comporta
como un gas ideal de parejas de Cooper.



2. Entropia de un gas ideal.

e Sea un sistema de N particulas clasicas moviendose libre-
mente en un recipiente de volumen V. La entropia del
sistema viene dada por:

S(U,V,N) = kglnQ(U, N, V) (1)

puesto que las particulas no interaccionan entre si, el
numero de microestados total del sistema se puede es-
cribir:
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donde
— N! aparece pues suponemos que las particulas son in-
distinguibles.
— Sea una configuracion fija de energias (Fy,..., Ey). El

numero de microestados asociados a esa configuracion
es el correspondiente a N sistemas independientes de

una sola particula, cada una de ella con su energia F;.
Esto es: Q(FEy, V,1)Q(E,, V,1)...Q(E,, V,1).

— Se suman sobre todas las energias FEi,... Ey compati-
bles con U = E; + E> + ... Ey para una U dada.

e NOTA MATEMATICA: LA DELTA DE DIRAC

— La delta de Dirac, §(z), es un objeto matematico que



cumple:
/R dr f(x)d(z) = £(0) (3)

para cualquier funcién f definida en R. Notar en par-
ticular que [, dzd(z) =1

— La delta de Dirac NO es una funcion pues solo esta
definida cuando es integrada. Es lo que se llama dis-
tribucién. Sin embargo si se puede construir como
limite de una serie de funciones, por ejemplo:
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si 0(n) — 0 cuando n — oo.

— Otras representaciones de la delta de Dirac son:

dq
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e Utilizando una representacion de la delta de Dirac pode-
mos reescribir la anterior expresion:
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e Observamos que para conocer la entropia de un gas ideal
lo tinico que se necesita conocer es el nimero de microes-
tados compatibles con una energia dada y con el volumen
dado para una sola particula.



e Sabemos que una particula puede estar situada en cualquier
lugar de la caja (puesto que todos ellos se suponen equiv-
alentes). Luego hay V microestados de posicién compat-
ibles con el volumen V e independientes de la energia de
la particula, asi:

Q(B,V,1) = Vh(E) (7)

donde h(F) es el nimero de microestados compatibles con
la energia E (unicamente).

e De esta forma, podemos escribir Q(U,V, N):
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y, cuando N — oo se puede demostrar que:
VN
Q(U,V,N) = meNf ) (10)

donde f(u) esta relacionada con la integral sobre ¢ de g(q).

® Asi, la estructura general de la entropia para un sistema
ideal viene dado por:

S(U,V,N) = Nkg[1 + Inv + f(u)] (11)



3. Propiedades de un gas ideal. Gas Perfecto.

e A partir de la expresion de la entropia podemos deducir
TODAS las propiedades termodinamicas de un gas ideal.
En primer lugar, podemos calcular las ecuaciones de es-
tado:

e Ecuacion de estado térmica:

P 9S(U,V,N) Nkg
T 9V v
e NOTAR: La ecuacién de estado del gas ideal no depende
del niimero de microestados de energia compatibles con U
(de f). Esto es, NO depende de la estructura energética
interna de la particula.

PV = kzNT (12)
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e Ecuacion de estado calorica:

l_@S(U,V,N) _ df (u)
T oU B

e NOTAR: La energia interna de un gas ideal v SOLO de-
pende de la temperatura y no del volimen especifico.

(13)
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Ademas esa dependencia puede variar de un gas ideal

a otro.

e Compresibilidad isoterma:

10V 1
"= Vap|, T P
e Coeficiente de expansién térmica:
1oV 1
“Tvor|, T
e Relacién entre calores especificos:
TV o?
P 0= N = kp

(14)

(15)

(16)

Notar que la diferencia entre los dos calores especificos
es INDEPENDIENTE del valor f(u) y, por lo tanto de la

estructura interna de las particulas.

e Se define Gas perfecto como aquel gas ideal sin grados de
libertad internos, esto es, la energia de la particula es la

energia cinética:
2
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En este caso podemos calcular Q(£,V,1):

p2
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donde A > 0 es una constante (hacer el calculo). Es sen-

cillo ver que Q(U,V, N) es de la forma
1 3kpN

QU,V,N) = C(V, N)U*N/?
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= U = SNksT (19)



e y la forma de la entropia es, para el gas perfecto:

s = 50+ kpIn(vu®/?) (20)

4. Correcciones al gas ideal: ecuacion de van der Waals.

e Cualquier gas a temperaturas suficientemente altas (y/o
densidades suficientemente bajas) para que su energia
cinética sea mucho mayor que la energia potencial de in-
teraccion entre las particulas, se comporta como un gas
ideal. Es razonable pensar que para temperaturas no tan
altas (o densidades no tan bajas) el sistema comenzara a
manifestar pequenas desviaciones al comportamiento de
gas ideal. van der Waals fue el primero que tuvo en cuenta
dos efectos importantes responsables de las primeras cor-
recciones al comportamiento de gas ideal:

— El tamano finito de las particulas

— La fuerza atractiva entre las particulas

e (1) Efectos del tamano finito de las particulas: La ecuacién
de estado de un gas ideal implica que, si incrementamos la
presion a temperatura constante, el volumen del sistema
disminuira tanto como queramos lo que no es razonable.
Asi, por ejemplo, si suponemos que el sistema esta com-
puesto de esferas rigidas, sabemos que existe un volumen
minimo del sistema V,,;, que corresponde al de maximo
empaquetamiento. Para un sistema genérico podemos
suponer la existencia de dicho volumen minimo, propor-
cional al nimero de particulas y que lo escribimos de la



forma:
Viwin = Nb (21)

donde b es un parametro fenomenolégico positivo. La
ecuacion de estado del gas ideal corregida e incluyendo
este efecto se escribe:

P(V — Nb) = NkgT (22)
Ahora cuando P tiende a infinito a 7" constante V — Nb.

(2) Efecto de la fuerza atractiva entre particulas: Si ten-

emos en cuenta ese efecto, las particulas al atraerse miatuamente
entre si tienen que colisionar menos con las paredes del
recipiente y, por lo tanto la presion ejercida tiene que ser
menor que si no tenemos en cuenta este hecho. Esto es,

la anterior ecuacion la corregimos:

NkgT N2
P=y—w ¢ <v> (23)

La correcciéon es cuadratica en la densidad de particulas
porque, para densidades muy bajas hemos de recuperar
el comportamiento de gas ideal.

Asi pues la ecuacion de estado de van der Waals se puede
escribir: a
(P + ﬁ)(v —b) = kT (24)

donde a y b son dos parametros fenomenolégicos que de-
penden de la substancia estudiada:

NOTAR: La contrucciéon de la ecuacion de van der Waals
se ha realizado de forma argumentativa y macroscopica,



Fluid « (12 atm mol ~2) £ (1 mol—1)

Water, H,O 5-464 0-0305

Sulphur dioxide, 8O, 6-714 0-0564
Ethylene, C;H, 4471 0-0571
Acetylene, C;H, 4-390 0-0514
Carbon dioxide, CO, 3-592 0-0427
Ethane, C;Hg 5-489 0-0638
Xenon, Xe 4:194 00611
Methane, CH, 2-253 0-0428
Nitrogen, Ny 1-390 0-0391
Argon, Ar 1-345 0-0322
Oxygen, O, 1-370 0-0318
Carbon monoxide, CO 1-485 0-0399
Hydrogen, Hy 0-2444 0-0266
Helium, *He 0-03412 0-0237

van der Waals theory — —

siguiendo los razonamientos histéricos que, en su mo-
mento, se introdujeron para intentar explicar los com-
portamientos gaseosos diferentes a los de gas ideal. Ac-
tualmente se puede demostrar que la ecuacion de estado
de van der Waals corresponde a un sistema de particulas
interaccionando con un potencial de Kac, Uhlenbeck y
Hemmer:
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(b)

en el limite de k — 0.

e Isotermas de la ecuacion de van der Waals: La ecuacion
de estado de van der Waals tiene como limite la ecuacion
de estado de gas ideal cuando la temperatura es muy alta
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o la densidad muy baja. Sin embargo a bajas temperat-
uras sus isotermas presentan un comportamiento peculiar
comparado al observado en los sistemas reales:
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Figure 4.13: Isotherms for methane predicted by TPX, the van der Waals equa-
tion, and the ideal gas equation. The temperatures are 179.1, 190.5, and 202.0

e Notar que una condicion de estabilidad termodinamica es
que la compresibilidad isoterma es SIEMPRE positiva:

10V
=—=—| >0 25
" TVap|, (25)
Observamos en la figura que una parte de la isoterma
predicha por la ecuacién de estado de van der Waals im-

plica que el sistema es inestable:

e La solucién a este comportamiento patolégico de una ecuacion
de estado que, por otra parte, ajustaba con precisién el
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Unstable

comportamiento de muchos gases reales, la di6 Maxwell
en lo que se llamé6 construccion de Maxwell:

— Compresibilidad isoterma positiva implica que la en-
ergia libre de Hemlholtz cumple:

O*F

—| >0 (26)
ov2|,
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— Maxwell propone que se recobre la convexidad de la
energia libre trazando una tangente que excluya los
puntos de inestabilidad (y algunos mas que se consid-
eran metaestables).

— Esa construccion es equivalente a buscar una recta que
divida el ”loop” de la ecuacion de van der Waals en
dos trozos de igual area.

— Actualmente se sabe que la construccién de Maxwell
es correcta: J. L. Lebowitz and O. Penrose, Rigorous
Treatment of the Van de Waals Maxwell Theory of
the Liquid-Vapor Transition, J. Mat. Phys. 7. 98113
(1966).

e El punto critico de la ecuacién de van der Waals: Observa-
mos que existe una isoterma critica para T = T, que separa
los comportamientos regular y patolégico (”loops”). Esto
es, la isoterma critica tiene un punto de inflexién (V. P,)
que es solucion de las ecuaciones:

oP

W|T=TC,V=VC =0

0P

Sy T-tv=v. = 0 (27)

y, conociendo de las anteriores ecuaciones (7., V.), se ob-
tiene el valor de P. utilizando la ecuacion de estado de
van der Waals. En conclusién:

8a a

C:3b 7KTC:_ 7Pc:—
v Ble =50 272

Observamos que se cumple 7. = P.v./KgT, = 3/8

(28)
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e Si definimos:

_ P v _ T
P=— 0=— T=— 2
PC ! UC TC ( 9)
Podemos reescribir la ecuacién de estado de la forma:
_ 3 B _
<P + ﬁ) (3v — 1) =8T (30)

esto es, obtenemos una expresion universal independiente
de los parametros a y b. Es la llamada Ley de los estados
correspondientes.

e Esta propiedad de la ecuacén de van der Waals cuando se
expresa en coordenadas relativas al punto critico resulta
que es general de todas las substancias pero solo en las
cercanias del punto critico.

5. Gases reales.

e Al comprimir un gas, sus propiedades se alejan de las de
un gas ideal. Es un hecho experimental que al disminuir
v la ecuacién de estado de cualquier gas puede escribirse
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de la forma

Pv_ B(I) C(T)
BT 1+ . + 2 + ...,

expresion que se conoce como desarrollo de virial.

e Los coeficientes B(T),C(T),... s6lo dependen de la tem-
peratura, se conocen como segundo coeficiente del virial,
tercer coeficiente del virial, etc, y su forma es propia de
cada gas.

e En términos de la energia libre de Helmholtz,

|

v +2112

[ = fidea + RT [

30 -

o
[

ﬁ// =

T(K) —
-20

-301—

B(cm3/mole) —
o

|
—
o
|

e Todas las magnitudes termodinamicas admiten desarrol-
los en términos de los coeficientes del virial. Por ejemplo,

15



= Cy,ideal + RT

= Ujdeal T RT2

'1d2(BT)+ 1 d2(CT)+ 1 d2(DT)+
v dT? 202 dT? 203 dT? )

_1dB+ 1 dC_'_ 1 dD+
vdT  202dT  3v3dT ]

e En un gas de esferas duras todos los coeficientes del virial
son constantes. Obsérvese en la figura que este modelo
no es realista mas que para algunos gases y en un rango

limitado de temperaturas.
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