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1. Introduccion

e Sabemos que un sistema cuyo estado de equilibrio esta
caracterizado por los observables (U, A, B, ...) cumple:

QU,B,...)=> QU AB,..) (1)

donde () es el nimero de microestados compatibles con los
valores dados de los observables correspondientes y, por
conveniencia, aparece explicitamente la energia interna

U.
e Utilizando la expresion de la entropia de Boltzmann:
S(X) =kplnQ(X) (2)
hallamos:
SWU,B,...)=S(UA",B,...) (3)

donde A* es el valor del observable A que hace maximo
el valor de la entropia S(U, A, B, ...) manteniendo fijos los
valores de los observables (U, B,...), esto es:

aS(U, A, B,...) » 9°S(U, A, B,...)

4
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e Recordemos que esta propiedad general tiene dos conse-
cuencias:

1. Cuando eliminamos la ligadura que mantiene al sis-
tema en equilibrio con un valor fijo del observable A,
el sistema tiende a un nuevo estado de equilibrio que
maximaliza el valor de la entropia con respecto al ob-
servable A.



2. El valor del observable A en un estado de equilibrio
caracterizado por (U, B,...) es aquel que maximaliza la
entropia del sistema con una ligadura que fija A.

2. Prélogo matematico: convexidad y extremalidad de
una funcion

e Definicién de matriz hessiana: Sea una funcién f(z1,xo, .. .,
la matriz hessiana de la funcion es:

fmlxl f$1$2 fxlxn

Mf(ﬂfl,xg,...jgcn): fazle fx2x2 ffﬂﬂn (5)

fIn$1 fxnIZ st fxnzn
e Una funcién es céncava si y soélo si la matriz M; es semi-

definida negativa (= todos sus valores propios cumplen
Ai <0).

e Una funcién es estrictamente céncava si y sélo si la ma-
triz M; es definida negativa (= todos sus valores propios
cumplen )\; < 0).

e Una funcién es convexa si y s6lo si la matriz M, es semi-

definida positiva (= todos sus valores propios cumplen
Ai > 0).

e Una funcién es estrictamente convexa si y soélo si la ma-
triz M; es definida positiva (= todos sus valores propios
cumplen \; > 0).

e Principios extremales:

xn),



— Una funcién tiene un maximo en z = a si 0f/0x;|,—y =
0 Vi y es céncava en ese punto.

— Una funcién tiene un minimo en z

a si Of [0xi|p—0 =

0 Vi y es convexa en ese punto.

e Prueba:

Sea una funciéon cuyo desarrollo de Taylor alrededor del
punto a es:

flato) = f(a)+ Vi(a) -z + 52" My(a) + O(af) (6

si tiene un maximo o minimo en a el término lineal en
z es cero pues el gradiente de la funcion en ese punto es
cero. Asi podemos escribir:

fla+2) - (@) = 52" Mya)w + O(Jaf) @

puesto que la matriz hessiana es simétrica y real todos
sus valores propios seran reales. Ademas, sabemos que
existe una transformacién x = C'y tal que diagonaliza la
forma cuadratica: -

n
2" My(a)z =) A} (8)

i=1
donde Cj; = UZ-(j) y (Mf)kjvy) = )\Z-v,(j) (v son los valores pro-
pios de M;). Si todos los valores propios son positivos
entonces f(a+y) > f(a) luego la funcién tiene un minimo
en a. De forma similar, si todos los valores propios son

negativos entonces la funcion tiene un maximo en a.
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e Ejemplo (1): f(z,y) =2 — 2> — y%. Su matriz hessiana es

My = (0, 9)

Luego es una funcién estrictamente céncava (todos sus
valores propios son negativos). Su punto extremal es
(z*,y*) = (0,0) y es un maximo.

e Ejemplo (2): f(z,y) = zy. Su matriz hessiana es

01
10

Los valores propios de esta matriz son A = £1. Su punto
extremal es (z*,y*) = (0,0) y es un punto silla. Hay ca-
sos en los que el criterio del hessiano no nos resuelve

My(x,y) = (10)



el comportamiento extremal de la funcién. Por ejem-
plo, f(z,y) = 2® — 3xy* tiene una matriz hessiana nula
en (r,y) = (0,0) y un punto de silla. f(z,y) = z*y* tiene
también una matriz hessiana nula y un minimo en el ori-
gen.

e Criterio extremal equivalente para funciones de dos vari-
ables: Sea una funcién de dos variables f(z,y), sea Hs(x,y) =
det(My(x,y)). Sila funcién f tiene un punto extremal en
a (=Vf|l,=0), entonces:

— Si H¢(a) < 0 entonces a es un punto de silla.

— Si Hy(a) >0y 9*f/02?%, > 0 entonces a es un minimo.

—Si Hy(a) > 0y 9*f/02%, < 0 entonces a es un maximo.

Prueba: Los valores propios de la matriz hessiana cumplen
la ecuacién de segundo grado: A\* — (Ouufla + Oy fla)) +
H¢(a) = 0. Esto es, los dos valores propios cumplen:

M+ X = 0w fla + Oy fla MA2 = Hy(a) (11)



Obviamente (a) Si H; < 0 los valores propios tienen signos
opuestos luego el punto a es un punto de silla. (b) Si
H; > 0 los dos valores propios tienen el mismo signo Yy,
ademas tenemos dos opciones: que 0., f|, >0y 0y, f|s >0
o bien que las dos derivadas anteriores sean negativas. Si
las dos derivadas son positivas implica que \;+X\; > 0 luego
los dos valores propios son positivos y ¢ es un minimo. Si
las dos derivadas son negativas los dos valores propios son
negativos y a es un maximo.

H.(x,y) = H.(z,y)(0.z|,)*. Donde z = 2(z,y) es una funcién
arbitraria de dos variables y = = z(z,y) es la funcién in-
versa de z respecto de z.

Prueba: Uno sélo tiene que darse cuenta que las derivadas
de una funcién y las de su funcién inversa estan real-
cionadas por:

1 Oyx|
), = -y
azx‘y yZ|

por lo que las segundas derivadas se pueden relacionar:

Opzly = (12)

_3za;’|y

p . Lz
Tr —
(2:)?
2
Lyy y Ly
z = —— — I +2—I’
Yy g3zz 9 &zy
€Ty Xy xy
oy L2y
Z:vy - _35522_ 2
xz xz

combinandolas con la definiciéon del determinante de la
matriz hessiana, obtenemos el resultado deseado.

Hy(z,y) = —fyy/ fzz- Donde f* es la transformada de Leg-
endre de f con respecto al argumento z.
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Prueba: De la definicién de transformada de Legendre
tenemos

. 0
f(z,y) = flx,y) — zx 8_£ =z (13)
las derivadas de f* son:
= —T f; = fy

f
/2
f;y = JayTy + fyy
f:y = Ty

combinando estas derivadas con la definicion del determi-
nante de la matriz hessiana de f* y sabiendo que z, = f,.
y 2y = fzy, oObtenemos el resultado deseado.

3. Propiedades de convexidad de la funcion entropia

En la leccién 1 estudiamos las condiciones de equilibrio
mutuo a partir del principio de aditividad. Retomamos
ese punto para demostrar propiedades de convexidad de
la entropia que, como veremos en este capitulo, tienen
consecuencias fisicas notables.

Sea un sistema monocomponente en equilibrio caracter-
izado por (U,N, A, B,...). Supongamos que dividimos al
sistema en dos y que unas ligaduras fijan el valor de la en-
ergia interna, el nimero de particulas y el observable A en
cada uno de los subsitemas a los valores (Uy, N1, A1, B, . ..)
y (Us, N2, Ay, B,...). Aplicando el principio de aditivad,
la densidad de entropia de este sistema con ligaduras se



puede escribir:
S(u, a;uy, a1, 1) = r15(u1, a1) + (1 — z1)s(us9, as) (14)

donde hemos obviado la dependencia en los observables

B, ... pues son constantes y
U — T a — r1aq N

Uy — —— , AQy = —— ) xrK1 = —— 15

2 1— I 2 1— I ! N ( )

e Si fijamos los valores de (u,a) y retiramos las ligaduras,

sabemos que el sistema llegara a un estado en el que su

entropia:
s(u, a) = 5(u, a; uj, ay, z7) (16)

Donde los valores (uj,aj,z}) son los que maximalizan la
funcion entropia s, esto es, son soluciones de las ecua-
ciones:

05 _ |0 _0s:) _

6U1 B ! _8u1 (9u2 -

05 _ |95 _ 052 _

8@1 B ! _8@1 6@2 -

s B 0s9 059 o
8__171 = 51 So + (UQ U1)a_u2 + (CLQ Cll)a—a2 =0

donde s; = s(u;, a;)-
e Observamos dos cosas:

— (1) T =T(ui,a1) = T(uz, a3) =Ty 9s/0al(us.a) = 05/0al (a3
Que son las condiciones de equilibrio mutuo entre dos
sistemas.



—(2) uf = u5 = u, aj = a} = a, para todo x; puesto que
cada subsistema tiene un funcién entropia igual. (no-
tar que r; no juega ningun papel y lo podemos fijar a
un valor arbitrario).
e Sabemos que el punto extremal tiene que ser un maximo

de la funcion s. La condiciéon de maximo de una funcion
de dos variables es:

0%s
Hy(ui = u,a, = a) > 0 S(Lfl) <0 (17)
da _
1 (u1,01)=(u,a)
donde H = det(M) es el hessiano:
Hy(a,a)=|"" " (18)

Podemos expresar las condiciones de maximo de 5 en
funcion de la densidad de entropia s(u,v) si sabemos que:

L (19)

4 1—331

con r ={u,a} y y={u,a}. Asi obtenemos

0?s 0%s

— <0 =<0 20
da? ou? (20)
Estas condiciones son equivalentes a tener TODOS los
valores propios negativos por lo que concluimos que s(u, a)
es una funcién estrictamente céncava.

Hg(u,a) >0

e Un ejemplo lo encontramos con la entropia: s = A(uv)'/3

cuyo hessiano es:
AQ

Hy(u,v) = E(uv)_4/3 >0 (21)
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e Esta propiedad de concavidad de la entropia tiene una in-
terpretacion fisica importante. Supongamos por un mo-
mento que la funcién entropia NO tuviese una concavidad
definida como ocurre en la figura.

S(U+AU) —

1IS(U+ AU) + S(J — aD))

T

S |-
S(U-AU)

U—-aU

Tomemos dos sistemas con esa funcion entropia. Uno con
densidad de energia u; = u— Au y el otro con uy = u+ Au.
La entropia conjunta de estos sistemas es, por el principio
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de aditividad: |

s12 = 5 [s(ur) + s(ua)] (22)
Por otra parte, la entropia de un sistema con una densi-
dad de energia uy = (u; + u2)/2 = u es s. = s(u). Obser-
vamos en la figura que, eligiendo adecuadamente el valor

de u podemos conseguir que
S12 > S¢ (23)

esto es, el estado inhomogéneo en energia tiene una en-
tropia MAYOR que el homogéneo por lo que seria al que
tenderiamos de forma expontanea se quitamos la ligadura
que fija las energias internas. Esto va en contra de nuestra
experiencia cotidiana.

4. Aplicacién a un sistema con s = s(u,v)

e Las condiciones de convexidad de la entropia implican en
este caso que

Hy(u,v) >0 Suw <0 Sy <0 (24)
De aqui podemos extraer informacién util:
d%s or-! 1 0T 1
—| = = ———| =— <0=¢, >0.
(2) ou?|, ou T2 Ou |, T2%¢, ¢
(b) Calculemos
oBP| 1
ov 5  Tukr

12



Si consideramos P como funcion de u y v y recordando
que 0s(u,v)/0u = 'y 0s(u,v)/0v = 3P, obtenemos

opP|  90BP % opr| 0%s % N (9_23 B
ov 3  du , Ov 5 ov u_ Oudv Ov 5 ov?|,
o s\
B 0%s ov |, 0%s B ouov N 0%s
 Qudv . 0B ov?|, 8_25 ov?|,
ou |, ou? |,
9%s| 1
= H, yV)q o 2
055 (25)
Por tanto,
_T"UKUT < 0= ryr >0.

Desde un punto de vista fisico, expresan la estabilidad de
los sistemas en equilibrio:

— ¢, > 0, el aporte de calor a un sistema estable tiene
que aumentar su temperatura. (Pensar qué ocurriria
de no ser asi).

— kp > 0, una expansion isoterma en un sistema estable

tiene que reducir la presion.

Cuando no se cumplen las condiciones de estabilidad se
crean inhomogeneidades internas que marcan el inicio de
un cambio de fase.

13



5. Propiedades de concavidad de u = u(s,v) y de los po-
tenciales termodinamicos

e La pregunta que nos hacemos ahora es: ;Se traslada
esta propiedad de convexidad a la energia interna y a
los demas potenciales termodinamicos?

e Sabemos que s(u,v) es una funcidn estrictamente céncava:
Hi(u,v) >0y Sy < 0. Siu=u(s,v) es la funcién inversa
de s respecto de u, sabemos que

H(u,v) Suu

Hy(s,v) = Ugs = —— (26)

S
Si suponemos que s, > 0 (=T > 0) entonces de las propiedades
anteriores concluimos que la funcion energia interna u =
u(s,v) es estrictamente CONVEXA.

e Los potenciales termodinamicos que son transformadas
de Legendre de la funcion energia interna no heredan las
propiedades de concavidad de ésta. Asi por ejemplo, la
energia libre de Helmholtz cumple:

u’UU

H¢(T,v) = — (27)

uSS

lo que no nos indica un signo definido para H;. Sin em-
bargo si tomamos u como la transformada de Legendre
de f obtenemos:

. fvv
frr

que nos indica que las derivadas segundas de la energia
libre de Helmholtz tienen signos opuestos.

0< Hy(s,v) = (28)
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e El hecho de que las transformadas de Legendre no tengan
una convexidad definida hace que NO podamos utilizarlas
directamente para estudiar la estabilidad o no de un sis-
tema en equilibrio respecto a todas sus variables SALVO
que lo hagamos para procesos en los que las variables
INTENSIVAS se mantienen constantes. Por ejemplo, en
el caso de la energia libre de Helmholtz, ponemos dos
subsistemas a igual temperatura pero con volumenes es-
pecificos diferentes y luego relajamos la ligadura que fija
éstos.

e Es un resultado general que las derivadas segundas de
los potenciales termodinamicos con respecto a sus vari-
ables naturales demuestran que éstos poseen curvatura
definida: son funciones céncavas de las variables extensi-
vas y convexas de las intensivas.

0*u oT T 9%u oP 1

- —_ — _ — > 07 —_— = - — > 0,
ds*|, 0s|, cv ov?|, ov |, Uk,

62 a 2 P 1

oF) __09s :_C_V<0,a_f __or >0,
o01?]|, oT'|, T ov? |1 ov|p VKT
0*h oT T o0 0*h ov <0
- = — = — 75| — =5=| = —UKg )
0s*|p Os|p cp ’ oP%|, 0P|,

02g 0s cp 0%qg ov

or?|, ~or|, T = P, oP|, o

(29)
Noétar que basta saber que ¢, y k7 > 0 porque las relaciones
cp = ¢, + Tva?/kr y cp/c, = kr/ks implican cp > 0y Ky > 0.
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6. Principio extremal de la energia

e Sabemos que se puede trabajar en la representacion de
la energia. Si suponemos que la entropia es una funcion
monotona-creciente en la energia interna podemos inver-
tirla:

S=S{U,AB,..) = U=U(SAB,..) (30

e Ya hemos visto dos propiedades de la entropia:
— La entropia crece con la energia interna manteniendo
fijos el resto de observables (A, B, ...).
— Fijas la energia interna y los observables (B,C,...), la

entropia tiene un maximo en un valor A = A*.

e Podemos representar graficamente la entropia en funcion
de U y A:

The plane
U=U,

Figure 5.1 The equilibrium state 4 as a point of
maximum S for constant U.
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e Observamos que si en esa grafica mantenemos ahora con-
stante la entropia, la energia interna TAMBIEN tiene un
minimo en un valor A = A*:

The plane
S=5,
A

U—

B

(1)
xY
4

inimum U for constant S.

e Este es el llamado Principio de minima energia.

e Demostraciéon del Principio de minima energia: Hemos
de demostrar que: (1) Si A = A" es un extremo de la
funcién entropia, lo es de la funcién energia interna, y (2)
Si ese extremo es un maximo de la entropia, entonces es
un minimo de la energia interna.

— (1) Sabemos que se cumple

05 05

dS = ZmdU+ z=dA+ ...
oU . U
AU = ZdS + sdA+ .. (31)

— Sustituyendo una expresion en otra obtenemos la relacion

17



entre derivadas:
ou
oS

0S oUu

+ = =0 (32)
U,B,C,.. 0A

S,B,C,...

geue

— La anterior relacion es valida para cualquier valor de
(U,AB,C,...) y S=S(U,A,B,C,...). En particular si
A* es hace el valor de la funcién entropia extremal,

A* = A(U,B,C,...) entonces:

oU 05 oU
- —— — =0 (33)
OS5 |sa-po..0Alyape,.. OAlsanpe,.
donde el primer término es igual a cero y por lo tanto
oU
— =0 (34)
OAlg 4 pc,.

por lo que el mismo valor A* es el que hace extremal
la energia interna DADOS (5, B,C,...), esto es A* =

A(S,B,C,...).

S(U,A*,B,...) = S(U,A(U,B,...),B,..)=58U,B,...
U(S, A", B,...) = U(S,A(S,B,..),B,...)=U(S,B,...)

donde las funciones S y U son una inversa de la otra.

— (2) Si derivamos respecto A la identidad anterior y la
evaluamos en A4 = A*:

o*U (‘9_5
050A|g g 5. OAly 4 ..
oU %S 0*U
+ == — o —0 (35)
a5 S,A*,B,...8A2 U,A*,B,... 0A? S,A*.B,

18



El primer término es cero y lo que queda se reduce a:
0?8 0*U

T(S,A"B,..)=— —
OA% |y g p...  OA?

=0 (36)

S,A*B,...

La funcién temperatura es positiva (en sistemas usuales)
por lo que para que se cumpla la igualdad si A = A*
es un MAXIMO de la funcién S (9%S/0A? < 0), en-
tonces A = A" es un MINIMO de la energia interna
(0*U/DA? > 0).

— CONCLUSION: Cuando se elimina una ligadura que
fija el valor de un observable, el sistema tiende a un
estado de equilibrio en el que el valor del observable
”desligado” es aquel que MINIMIZA la energia in-
terna (manteniendo la entropia y el resto de las lig-
aduras constantes).

7. Principios extremales de los potenciales termodinamicos

e Acabamos de ver como afecta el principio de maximal-
izacion de la entropia en la funcion energia interna. Nos
preguntamos ahora si se pueden definir principios ex-
tremales a los potenciales termodinamicos, transformadas
de Legendre de la energia interna.

e Principio extremal de la energia libre de Hemlholtz:

— Sabemos que

U(S,B,..)=U(S,A(S,B,...),B,...) = U(S, A", B, ...)

19



donde
oU 0*U

— =0 , —— >0 (37)
0A S,A*B,... 0A? S,A* B,...

— Por otra parte podemos hacer las transformadas de
Legendre de las funciones U(S,A,B,...) y U(S,B,...):

F(T,A,B,..) = US(T,A,B,...),A,B,...)— S(T,A,B,..)T
F(T,B,..) = U(T,B,..),B,...)— S(T,B,..)T

donde
oU
T=T(AB,..)=— = S=S5(T,AB,...)
a5 AB,...
T:T(S,B,...):a—U = S=S(T,B,...)
a5 B,...

— Queremos demostrar:

* (1) Si A = A* es extremal de la funcién energia in-
terna también lo es de la energia libre de Helmholtz.

* (2) Si A = A* es un minimo de la funcién energia
interna ;Es un minimo o maximo de la energia libre
de Helmholtz?.

* (3) F(T,A*,B,...)=F(T,B,...)
— (1): De su definicién sabemos que

OF(T,A,B,..) oS
-~ = SqUS(TVAB...) A B, ..) - T

ouos oU T@S

9504 T oA oA
OU(S, A, B.. )

0A S=S(T\,A,B,...),B,...

20



CONCLUSION (a): Fijos (5,B,...), si A" es el valor
que hace extrema a la funcién energia interna, también
es el valor que hace extrema a la funcién energia li-
bre de Helmholtz F(T, A, B,...) SIEMPRE QUE T =
OU /0S| g=a+-

CONCLUSION (b): Fijos (T, B,...), si A* es el valor
que hace extrema a F(T, A, B, ...), entonces también es
el valor que hace extrema a la funcion energia interna
SIEMPRE QUE S =S(T,A*, B,...).

CONCLUSION (c): La energia libre de Hemlholtz
tiene un extremo en los MISMOS valores de A que
la funcién energia interna.

— (2): Para conocer el caracter del extremo hemos de
obtener la segunda derivada:

Q*F(T,A,B,...) 0°U(S,AB,..)

OA? OA? S=S(T,A,B,...),A,B,...
0*U(S, A, B, ...) 0S(T,A,B,...)
0A0S S=S(T,A,B,...),A,B,... 0A
Esta expresion se puede reescribir utilizando:
oT o*U
0S(T,A,B)  O0Algp 8504,
oA~ or oul
05 AB 05% |5
y obtenemos
2 2777 1
0 F(Téi,zB, o) _ [%} Hy[S, Al
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donde Hy[S, A] es el Hessiano de la funcién U respecto
a las variables S y A:

Hy (5, A] = 82U 02U { 02U r (3

T 9A209S2  |0A9S

si suponemos que 925/0U% = 9T /0S > 0, aplicando esta
expresion para A = A* tenemos que la energia libre de

Helmholtz es un MINIMO (9°F/0A*| 4—4 > 0) puesto
que la funcién U(S, A) tiene un Hessiano positivo.

— (3): Por dltimo vemos que

F(T,A*,B,..)) = U(S(T,A* B,...),A*B,...)— S(T,A* B,..)T
— US(T,B,..),B,..)=S(T,B,..)T

= F(T,B,...) (39)
Notar que hemos usado:
T(S,B,...)=T(S,A",B,...) (40)
que se puede demostrar sabiendo:
U(S,B,...)=U(S,A*(S,B,...),B,...) (41)
por lo que
_ou _ou
oS 05|,

e CONCLUSION: Sea un sistema en equilibrio descrito por
la energia libre de Helmholtz: F' = F(T, A, B,...). Cuando
eliminamos la ligadura que mantiene fijo el valor del ob-
servable A el sistema tiende a un nuevo estado de equi-
librio caracterizado por la energia libre de Helmholtz:

7(S,B,...) —T(S,A*,B,..) (42

F(T,B,...)=F(T,A*B,...) (43)
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donde A* es el valor que hace MINIMO a la funciéon re-
specto A F(T,A,B,...).
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