Fisica Estadistica

Solidos

e Pequenas oscilaciones. Modos normales. Fonones.
e Osciladores armonicos, clasicos y cuanticos, independientes.
e Calores especificos. Discusion. Ley Dulong—Petit.
e Modelo continuo de Debye: discusién y variantes.

e Modelo de Born—Karman.

1. Introduccion.

El estudio de los solidos ha jugado un papel importante en la historia de la
fisica pues fue una de las primeras aplicaciones (clasicas) de la Mecanica
Estadistica, y su estudio proporcioné por primera vez la evidencia directa
de que existen efectos cuanticos observables macroscépicamente.

La comprensiéon de los sélidos es una rama de la Fisica que en la ac-
tualidad tiene una importancia extraordinaria debido a sus aplicaciones
tecnolégicas y productivas. Asi el diseno de nuevos materiales que ten-
gan propiedades determinadas requiere de un buen conocimiento de su
Mecanica Estadistica.

El tratamiento tedrico de un sdélido es caracteristico y esencialmente
diferente del de los de gases y liquidos. Asi por ejemplo el concepto de
sistema ideal tiene mas relevancia para los sélidos que para los fluidos.

En esta leccidén, se aplica la Mecanica Estadistica a los solidos, poniendo
en evidencia como, con matematicas muy sencillas, pueden explicarse
observaciones experimentales referidas a sistemas tan complejos.

El que los sdlidos admitan un tratamiento mas sencillo que los fluidos
(que requieren inevitablemente técnicas perturbativas), fue observado
por primera vez por Boltzmann en 1871, en relaciéon con su Teorema de
equiparticién. Su modelo de sélido (todavia valido) se basaba en que:

Las moléculas de un sélido no pueden moverse libremente, como
las del gas, sino que permanecen —vibrando— en los nudos de
una red.



De esta forma, si las vibraciones son de amplitud suficientemente pequena,
la mecanica clasica nos ensena que, usando una descripcion adecuada, esos
grados de libertad pueden describirse como un conjunto de osciladores
armoénicos independientes.

2. Modos normales. Fonones.

Sea un sélido (concretamente, un cristal) clasico formado por N atomos
o0 iones monoatémicos. En principio no tendremos en cuenta:

e Los grados de libertad internos de los atomos pues supondremos que
sus funciones de particién asociadas factorizan (ver gas de Boltzmann)
y pueden ser estudiadas por separado.

e No consideramos el efecto de los electrones libres, que estudiamos por
separado (teoria de bandas). Esta aproximacién llamada de Born-
Oppenheimer no es valida para estudiar la superconductividad donde
la descripcion precisa de la interaccién entre iones y electrones es
imprescindible.

Sean:

e Posiciones de los atomos: z; (i =1,2,...,3N);

e Posiciones de equilibrio: z;;

e Desplazamiento respecto de éstas: & = x; — ¥;;

e Energia cinética:
;3N 3N
_ 2 2,
(o) = g Yt = gm D

e Energia potencial:
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donde

— &) = & ({7;}) es la minima energia del sélido (es constante, luego
puede omitirse cambiando el cero de energia).
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— El segundo término se anula pues hay minimo del potencial en
{zi} = {2}

— El siguiente término representa pues las primeras contribuciones
no-nulas de vibraciones atomicas.

e Suponiendo pequenas vibraciones, pueden despreciarse los siguientes
términos (aproximacion armdnica), y el hamiltoniano es

3N 1 Y 3N 1 82@
H = PULS; INISISE ii =5\ a3 a. :
; 2m€z + Z o 7]6 g] o »J 2 (61’181']) (=)

i,j=1

e La Mecanica Clasica nos ensena que existe una transformacién canénica
desde las coordenadas & a unas coordenadas normales ¢; tal que el
nuevo H no tiene términos cruzados:

AN
_ 2 2 2
H = E Em(% + wiq;)
i=1
donde w;, ¢ = 1,2,...,3N, son las frecuencias caracteristicas de los
llamados modos normales del sistema, que quedan determinadas por
las «; j, esto es, por la naturaleza de la funcién energia potencial, .

EJERCICIO 1: Deducir las coordenadas normales ¢ y expresar w; en
funcin de «; ;.

En definitiva, cambios en la energia del s6lido alrededor del valor ¢, de
equilibrio pueden estudiarse (en aproximacién susceptible de mejora pero
que, en principio, esperamos bastante realista) como un gas ideal de 3N
osciladores unidimensionales que no interaccionan entre si de frecuencias
w; determinadas por naturaleza de las interacciones atémicas.

Fonones

Clasicamente, las vibraciones pueden interpretarse que son debidas a la
propagacion de una onda elastica (onda de sonido) que va distorsionando
los nudos de la red.

Cuanticamente son excitaciones energéticas colectivas que pueden su-
perponerse sin interaccionar entre si. De esta forma el estado del sélido
se puede asimilar a un gas ideal de cuasiparticulas cuyas energias estan



cuantizadas. La cuasiparticula es el llamado fonén que no esta localizado
espacialmente.

Este concepto es muy similar al asociado a las ondas electromagnéticas
con su cuasiparticula asociada el foton. Asi los campos electromagnéticos
se pueden representar como un gas ideal de fotones. Ambas cuasiparticulas
tienen propiedades de bosones.

EJERCICIO 2: Realizar una lista de diferencias entre fonones y fotones

Resumiendo:

las vibraciones térmicas de un cristal pueden interpretarse como
un gas ideal de fonones térmicamente excitados, en analogia con
los fotones excitados de la radiacion del cuerpo negro.

Se consigue evidencia experimental clara de la cuantizacion de las ondas
elasticas del sélido con la dispersion inelastica de rayos X y neutrones
por cristales, llegando a obtenerse las propiedades de los fonones, asi por
ejemplo, su relacién de dispersién y la distribucién de fonones en cada
frecuencia de vibracion.

3. Sistema de osciladores independientes: caso clasico.

Independientemente de la analogia con la radiacion electromagnética
cuando describimos al sélido desde un punto de vista cuantico podemos,
por completitud, estudiar éste clasicamente.

Notamos primero que, en el caso clasico de N osciladores LOCALIZA-
DOS e independientes

1
Qx (B.V) = o [ dadp e
r

donde

con



EJERCICIO 3: Hallar )y, la energia libre de Helmholtz, la presion, la
entropia, la energia interna y el calor especifico en el caso de frecuencias
iguales.

Interpretacién de las medidas de calores especificos.

Segun las ideas de Boltzmann (1871) para comprender muchos fenémenos,
un solido es equivalente a 3N osciladores , luego:

energia por atomo = 3kgT

calor especifico por atomo = 3kp

energia por mol (R = Nayogrado - k5): U = 3RT

calor especifico por mol (R ~ 2 cal/mol grado): Cy =3R ~6 c/m g.

Una ley empirica enunciada en 1819 (ley de Dulong y Petit) establecié
que muchos elementos tenian Cy ~ 6 en esas unidades:

Plomo: Pb, 6’43 | Oro: Au, 6’10 Plata: Ag, 6’03
Cinc: Zn, 6’14 | Hierro: Fe, 6’14 | Aluminio: Al, 5’83

y la hipdtesis de Boltzmann explicaba este hecho!
Se notd enseguida que otros compuestos quimicos sencillos seguian la
idea de Boltzmann:

diatémicos: | CI1Na, 11’93 | CIK, 12’15
triatémicos: | FoCa, 17°6

Se tenia (por primera vez) una teoria sencilla para explicar observa-
ciones relacionadas con una magnitud fisica no-trivial, el calor especifico!

Pero siguieron haciéndose medidas, y acabé haciéndose evidente que
algunos materiales tenian C'y anormalmente bajo y temperatura dependi-
entes, y que sélo tendia al valor de Boltzmann a Temperaturas altisimas,
como en el caso del diamante:

c 1’L 300 K
v 5'5 1400 K



4. Sistema de osciladores independientes: caso cuantico.

Einstein (1907) resolvié este desacuerdo entre teoria y experimentos pro-
poniendo usar aqui las ideas cuanticas ya introducidas por Planck y apli-
cadas por él mismo con éxito en la discusion del efecto fotoeléctrico.

Sugiere que es importante tener en cuenta de que los niveles de energia
de un oscilador de frecuencia w estdn cuantizados (esto es, el campo de
sonido estd cuantizado en analogia con el campo electromagnético); sélo
son posibles valores:

1
€ = (7’—|—§> hw, r=20,1,2,..

De esta forma se sigue la funciéon de particion:

Q)= =Y e |5 (r+3) o]

T r=0

EJERCICIO 4: Hallar )y, la energia libre de Helmholtz, la presion, la
entropia, la energia interna y el calor especifico.

Estos resultados son notables:

e Difieren esencialmente del caso clasico y, en particular, ni la energia
U ni los calores especificos satisfacen el teorema de equiparticién. En
efecto,

— clasicamente, U/Nhw es igual a kT /hw, mientras que

— cuanticamente, U es siempre superior a kT

A U/ Ngh(x)
+2 . .
clasico
cuantico
+1
v,

1 2 kT /%o
1 1 -

Y



— Las dos tienden a coincidir si k7T >> hw, cuando la energia térmica
supera con creces la separacion tipica entre niveles:

EJERCICIO 5: Deducir el comportamiento dominante de la en-
ergia interna y el calor especifico a temperaturas muy bajas y
muy altas con respecto a la temperatura caracteristica de Einstein

QE = h(,U/]CB.

e Y se tiene para el calor especifico que depende de la temperatura
manteniéndose por debajo del valor clasico y tendiendo a éste cuando
kT >> hw.

ACyp

bl

clasico

cuantico

 /

e Esto coincide globalmente con las observaciones experimentales, aunque
hay todavia ciertos problemas tedricos que discutiremos mas adelante.

Asi pues tomando 0 como parametro fenomenolégico se pueden de-
scribir las observaciones experimentales:

e para muchos materiales, 0y < 300 K, de manera que se comportan a
lo Dulong—Petit a temperatura ambiente.

e para otros materiales, 6y ~ 1000 K, luego muestran Cy, dependiente
de T y sdlo se alcanza el valor clasico a T' muy alta.

e Ademas, el modelo supuso el primer test de las ideas cuanticas fuera
de la teoria de la radiacién electromagnética. De hecho, este modelo
dejo claro en la época como hay grados de libertad que no se exci-
tan hasta que el sistema alcanza una temperatura caracteristica tal
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que kg1 sea comparable a separaciéon entre los niveles correspondi-
entes. Estas ideas fueron aplicadas enseguida a los grados de libertad
internos, como se vié.

Pero el modelo no es cuantitativamente satisfactorio: se observa que
Cy sistematicamente disminuye con 7' mas lentamente de lo predicho.

La solucion no tardo: El modelo involucra 3N frecuencias caracteristicas
wi, ¥ no hay motivo (salvo sencillez) para considerarlas iguales. Supo-
niéndolas distintas, habria modos de baja frecuencia que se podrian ex-
citarse a bajas temperaturas, lo que produciria una disminucion menos
brusca de (' cuando 7" — 0.

La teoria de Debye asume un espectro continuo de frecuencias con un
limite superior (para evitar divergencias) wp, de modo que:

/ dw p(w) = 3N,
0

con p(w)dw el nimero de modos con frecuencia en el rango (w,dw).
En ausencia de otra informacién, Debye propone tomar para un medio

cristalino general la expresion de Rayleigh,
2
W
dw
2r2cd

con V el volimen del medio y c la velocidad de propagacién de los modos

plw)ydw=V

correspondientes. Ademas hay que notar que un sélido permite modos
longitudinales y transversales, éstos doblemente degenerados, de modo
que se escribe

wp 2 2 1 2 VZ
SN:/ dwv<0023+2a;3):(_3+_3> wé)
0 . 2meey 2mecy, c; c¢p) om

p?;)

N/1 2\
3 2
wD = 187T V <g + %) . (1)

de donde

En definitiva, Debye propone el espectro:

Vw? ( L ) W 5 & <
— = w w<w
p(w)=< 272 w7 =P

3
0, si w > wp.

3 3
CL Cr



Sustituyendo la suma sobre frecuencias por una integral y usando esta
distribucion obtenemos:

CV = 3N]€BD (517()) (2)
donde
L — Bth = QD/T,

® 0p es la temperatura de Debye

EJERCICIO 6: Obtener la funcién D (zy) y estudiar el comportamiento
del calor especifico a temperaturas muy altas y muy bajas.

La situacion se resume en la figura:

clasico

[

C./3Rr

T/90

De hecho, puede decirse en general que el acuerdo de la teoria con las
observaciones es excelente; por ejemplo en el caso del cobre:

/8
. Heat capacity of sotids according to the Debye theory. The observed
sity of copper is compared with the theory for a value of the cha
erature § = 308°K



Las expresiones pueden ajustarse a los datos para determinar 6p, esto
es,

Opkp
wWp = .

I

El valor asi obtenido puede compararse con el que se sigue de

W = 1872 i+3 R
b Vv c?i C3T

midiendo las constantes eldsticas del material. Esta comparacién (hecha
por Debye) es muy buena; por ejemplo:

Pb Ag Zn Cu Al CINa CIK
Op de Cy 88 215 308 345 398 308 233
Op de cp,cr | 73 214 305 332 402 320 240

En consecuencia, el modelo ha encontrado innumerables aplicaciones.
Pero este éxito fenomenolégico no debe ocultar una dificultad basica,
cualitativa del modelo. Se pone en evidencia, por ejemplo, al analizar la
cuantizacion de las ondas elasticas en experimentos de dispersion inelastica
de rayos X y de neutrones por solidos.

Uno de estos experimentos mostré que p (w) tenia la forma:

e, i erbil sy uhity——e-
o 2 @
T T

~
T

i N R T W
L 2 Lz 831 wd o4 DB 07 LD mA =]
o, I unils 6f 20 see'—4

. The normal-mode frequency disleibution ge) for alumioum. The solid curve is
ed from s-ray scaitering measurements (Walker, 1936) while the dashed curve represents
the corresponding Dabye approximatiosn.
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Esto es, la propuesta de Debye solo puede considerarse una repre-
sentacién media del espectro, que da buen resultado para predecir el com-
portamiento de magnitudes “promediadas”, como ('}, pero no contiene
detalles interesantes (por ejemplo, los dos maximos bien diferenciados que
se corresponden con los llamados modos actsticos (bajas frecuencias) y
modos 6pticos (mayores frecuencias), respectivamente.).

La dispersion inelastica de neutrones también muestra que los fonones
tienen dispersion, esto es, su velocidad ¢ depende de la A\, un efecto que
no puede explicar el modelo.

De hecho, esto evidencia que el modelo es deficiente en que menosprecia
la naturaleza discreta del cristal. Es mas, resulta contradictorio a este
respecto pues:

e admite una descripcion continua del cristal consistente con la propa-
gacion de todo tipo de ondas, pero

® exige un limite superior para las w, que implica una A minima que
resulta ser del orden de magnitud de las distancias interatomicas.

Parece l6gico que admitiendo que el cristal es discontinuo puedan apare-
cer nuevos hechos, especialmente en la region de frecuencias altas.

6. Modelo de Born — von Karman.

Todo lo anterior se tiene correctamente en cuenta en un modelo propuesto
por Born y von Karman en 1912 (aunque en el olvido durante 20 anos
debido, sobre todo, al éxito y sencillez del modelo de Debye).

Atomos idénticos.

Estudiemos como primer ejemplo el caso mas sencillo. Sea una cadena
lineal de atomos iguales, de masa m, puntuales, separados una distancia
d en equilibrio, esto es, cuando la fuerza neta sobre todos los atomos es
nula.
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n-1 n n+1
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Suponemos que cuando los atomos son desplazados de sus posiciones de
equilibrio, sufren interacciones de (sélo) los vecinos mas préximos acordes
con la ley de Hook, esto es, fuerzas proporcionales a los desplazamientos.

Sean ¢; las separaciones de los atomos de sus posiciones de equilibrio:

Asi, el atomo n, cuando es desplazado, sufre la accion de sus dos vecinos:
fuerzas de signos contrarios proporcionales a los desplazamientos netos:

+u (£n+1 - gn) ) —U (gn - gn—l) ) u = const

y la ecuacién del movimiento para este atomo es:

mgn =u (fn—i—l - gn) —u (fn - gn—l) =u (fn—f—l + gn—l - 2571)
Estamos interesados en soluciones con forma de onda propagandose,
luego:
o) =eirma, g =T

donde g es el vector de onda, y nd es la posicion de equilibrio del atomo

n respecto del origen.
Se sigue inmediatamente:
sen | —
2

W = Wmsx ’ Wmax — E (3)
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que tiene la forma:

Contrasta con el caso de los fotones para el que la relacién es lineal,
w = qc, c = const,

Ambos casos coinciden para ¢qd << 1, esto es, As grandes comparadas
con las distancias interatémicas, como esperabamos.

Notar que dada la periodicidad de w en ¢, el sistema tiene el mismo
estado de vibracion para el vector de onda ¢ que para ¢ — 27s/d, con
s = +1,42,.... Puesto que la solucién general del sistema de ecuaciones
de N atomos sélo puede depender de 2N constantes del movimiento (N
constantes complejas) por lo que se han de elegir N ¢’s que no estén
relacionadas trivialmente. Generalmente, se toma

que se conoce como primera zona de Brillouin; la segunda zona de Bril-
louin esta formada por los siguientes dos medios periodos, uno a cada
lado de ¢ = 0, y asi sucesivamente.

La relacién de dispersién (w = w(q)) ha de influir en el calor especifico.
En cualquier caso, la existencia de una wpnsix (A minima) con la que puede
propagarse una onda en el cristal, hace que éste sé6lo transmita ondas
w € [0,wmax] y de esta forma aparece de modo natural el corte arbitrario

de Debye.

EJERCICIO 7: Realizar un estudio similar para el caso de una cadena
de atomos con masas alternantes distintas: resolver las ecuaciones del
movimiento, hallar las frecuencias propias de vibracion. Estudiar los
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distintos tipos de oscilaciones propias (modos acisticos y modos 6pticos).
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