Fisica Estadistica

Leccién 8: Sistemas Fermionicos

e Gas ideal de fermiones degenerado; energia de Fermi.
e Atomos pesados: modelo de Thomas-Fermi.

e Método de Car-Parrinello.

e Enanas blancas: modelo de Chandrasekhar.

e Magnetismo y gas de Fermi (paramagnetismo de Pauli, diamagnetismo
de Landau, efecto Hass-van Alphen).

e Propiedades del gas electronico en metales; coeficientes de transporte.

1. Introduccion. Fuerte degeneracion

Un caso interesante del gas ideal cuantico ocurre para bajas 7’s y/o altas
densidades p, esto es para valores del parametro
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Se dice que el gas esta fuertemente degenerado, los efectos cuanticos se
manifiestan con intensidad, y es necesario estudiar por separado los casos
de fermiones y bosones; aqui nos interesa el gas de fermiones fuertemente
degenerado.

Si, con p = const, disminuimos la 7" hacia 0 la distribucién de fermiones
tiende a minimizar la energia total, pero no pueden acumularse las particulas
en el estado fundamental, luego la distribucion mas favorable consistira
en la ocupacién sucesiva de cada nivel energético por g (degeneracion)
fermiones, empezando por el de minima energia.

Energia de Fermi, ¢, : es la energia del nivel mas alto que se alcanza
de este modo suponiendo que tenemos un gas ideal. En esta situacién, el
numero medio de ocupacion de los niveles es
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para T"— 0 con O la funcién paso de Heaviside:
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Puesto que, para § — oo :
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de modo que
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se sigue necesariamente que la funcién p (7') (esto es, la densidad de en-

ergia libre de Gibbs o potencial quimico) tiene la propiedad:

p(T'=0)=ep

Asi de la ecuacion de estado del gas ideal cuantico si hacemos haciendo

xr = Je obtenemos:
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Finalmente se sigue que
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luego la energia de Fermi es
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Se define el momento de Fermi para el caso no relativista:
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Es notable como el momento de cada fermién en el cero absoluto es
grande, en general, lo que hace que el gas de fermiones completamente
degenerado sea un buen modelo, al menos cualitativo, para algunas situa-
ciones fisicas.

Si T es pequena, pero finita, algunos fermiones pueden absorber excita-
ciones térmicas para abandonar el mar de Fermi, esto es, tener energias
por encima de ¢p.

Para obtener las expresiones relevantes a 71" finita hemos de buscar un
desarrollo apropiado para la integral
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donde f (¢) es una funcién arbitraria tal que [def (¢)|p = 0. A temper-
aturas suficientemente bajas (gases suficientemente degenerados) puede
escribirse (integrando por partes):
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Haciendo f(e — ) = y:
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Observamos que ¢ /(e?+1)* es una funcién positiva que es picuda alrede-
dor de y = 0 y que decrece exponencialmente rapido para |y| — co. De
esta forma los valores de y que contribuyen (no exponencialmente) son
los que toman valores cercanos al cero. Asi podemos desarrollar G para
temperaturas pequenas suponiendo que y/f son siempre pequenos, este
desarrollo estara bien definido para 7" — 0. Asi:
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donde hemos reemplazado —(u por —co puesto que estamos a bajas T's
(8 — o) y el error es exponencialmente pequeno. Notamos ahora que el
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cociente de exponenciales en el integrando es una funcién par, luego sélo
las potencias pares de y contribuyen, y podemos escribir

1 1 o0 e¥
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Z(Qn)!52”G (k) 0 Wy (ev +1)°

n>0
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Para n = 0, el término a integrar es fooo dy = % y, para n > 0, se

tiene integrando por partes:

= 2n e _ = 2n—1 (_y -2
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donde B, son los nimeros de Bernouilli. Finalmente,
a 2
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cuyos primeros términos producen:
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: 1/2 m? ol 1
]1/2:/d66/+€(]€BT) éﬂ_/_F
0

_ =z 14 (2B
3u [ + 3 i +

Usando esto en la ecuaciéon de la densidad: p = ali), y llevando el
resultado a la expresion de ¢p, obtenemos:
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de donde, haciendo y ~ e¢x + -+ , tenemos (indicando sélo hasta segundo

orden en T') :
7T2 ]{’BT 2
e |1 — [ 22
7! €p[ 12<€F> +

Otra informacién termodinamica se sigue de aqui y de la ecuacién P =
P(T,u). Por ejemplo, recordando que es P = %é para todo gas ideal no-
relativista, se obtiene
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de donde, a T's bajas, el calor especifico por particula es

1 [ 0e 2 kpT
Cy=—|=—] =— kg,
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esto es, Cy ~ T para T' — 0Kque es el comportamiento tipico de los
fermiones.

2. Modelo estadistico de Thomas-Fermi para dtomos (ntcleos, moléculas,...
pesados

Suponemos que un atomo neutro esta formado por un nuicleo puntual
de carga Ze rodeado de N electrones; N = Z. Nos interesa conocer las
funciones distribucién de electrones, n (), y el potencial eléctrico, ¢ (7),
alrededor del ntucleo.

El estudio mecanicocuantico sistematico (hidrégeno, helio,...) se com-
plica mucho al crecer N, haciéndose necesario acudir en general a aprox-
imaciones drasticas, incluso para N relativamente pequeno. Nos pregun-
tamos si es posible un tratamiento mecanicoestadistico de los atomos
pesados.

Thomas (1927) y Fermi (1928) lo intentaron aplicando el modelo de
gas ideal de fermiones degenerado. EIl método tiene cierta utilidad y
es generalizable a moléculas y nitucleos; aqui s6lo vemos la version mas
sencilla.

A grandes rasgos el método esta basado en la hipdétesis de que, para
un atomo pesado en el estado fundamental, los electrones ocuparan los
estados de minima energia sin dejar huecos, de modo que pueden supon-
erse que son un gas inhomogéneo de Fermi completamente degenerado.
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Exigiendo que la configuracién esté en equilibrio puede determinarse una
ecuacién diferencial que relacione n () y ¢ () en cada punto 7. Al combi-
nar esta ecuacién con otra informacion, se obtiene una funcién n () suave
que, aunque no presenta a veces los esperados picos bien definidos que
se corresponderian con las orbitas electronicas en la teoria de Bohr, es
bastante 1til en el calculo de propiedades globales, como las energias de
ligadura.

Sean N electrones (g = 2) completamente degenerados en un volumen
V, n = N/V, que llenan, en el espacio de momentos, una esfera de radio
pr = (37°n) e y su energia cinética es ¢p = p%/2m = (37T2n)2/3 h? /2m.

Si queremos describir inhomogeneidades suponemos la validez local de
estas relaciones, esto es,

pr (7) = [37%n (7] 1.

Esto equivale a admitir una descripcion semi-clasica cuya validez es anal-
izada luego.
En estas condiciones, la energia total de un electron en el nivel de Fermi
y en la posiciéon 7 es:
1

() = 5 —pr (7 = e (7 @

con e (e > 0) la carga del electrén y ¢ (r) un potencial medio debido al
niucleo y a los demas electrones.

Como condicién limite (|7] — oco0) podemos suponer que nuestro recip-
iente es un sistema esférico de radio |r] = 7y, donde la densidad en r
es n(rg) = 0 y, como consecuencia pr (1) = 0. Podemos entonces tomar
¢ (rg) = cte y, eligiendo apropiadamente el cero de energia, ¢ (1)) = 0 (en
otro caso, habria que arrastrar esta constante por las ecuaciones que
siguen). Por dltimo obtenemos que ¢ (1) = 0.

Supongamos que el sistema se encuentra en un estado estacionario.
¢ () ha de ser el mismo por todo el sistema, incluso en la superficie (de
otro modo, habria flujos de electrones, en contra del concepto de estado
estacionario), luego € (r) = €(rg) Vr, y se sigue

1

o PF (M*—ep(F) =0, n(F)>0, estado estacionario
m

Usando este resultado en la ecuacion de estado:

(2me)3/2
n() = O (.
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Por otra parte, puede recuperarse aqui la ecuacion de Poisson entre

¢ () y la distribucién de carga, p(7)
VQ‘P () = —4mwp (7) = dmen (1) para r #0.
Combinando ambas ecuaciones e introduciendo las variables sin dimen-

siones
| AN me 7
r=2(— Z1/3—27“:—,
3T h 0’'885ag

donde ap es el primer radio de Bohr para el hidrégeno, y

¢ (x) = ;6(2

se tiene finalmente (para simetria esférica) la ecuaciéon de Thomas-Fermi
para este sistema,

d2¢ ¢3/2
dz? g/

que ha de completarse con ecuaciones de contorno adecuadas:

x>0, ¢(x)>0,

e para r — 0, al aproximar el nicleo, ¢ (r) — Ze/r, pues tiende a cesar
el apantallamiento de los electrones, luego

¢(0)=1

e para r — ry, al aproximar el limite del sistema, ¢ (r) — 0 si el A&tomo
es neutro, luego

¢ (z9) =0

Conocida ¢ (), sigue ¢ (r) = ¢ (z) ¢ y luego

o) /2
n () = Zme)
3m2h

Un resultado concreto obtenido de este modo es la funcion D(r) =
47r’n (r) para el mercurio (r se mide en unidades atémicas de longitud,

o (M)



a = h?/me?):

Dir)

La distribucién real (linea discontinua) refleja la preferencia de los elec-
trones por encontrarse cerca de las orbitas semiclasicas, mientras que el
modelo (linea continua) sé6lo produce una descripcién correcta en prome-
dio.

También puede determinarse la energia de ligadura del atomo calcu-
lando la energia total de la nube de electrones.

Validez de la descripcién semi-clasica: pp (7)) = [37°n (F)}l/g h
Esta claro que esta localidad sélo esta justificada cuando la A asociada
con el electréon sea suficientemente menor que la longitud caracteristica
para las variaciones de pp (7), n(r) y ¢ (), lo que podemos intuir que
solo es razonable para atomos suficientemente pesados. Un argumento
cuantitativo puede construirse como sigue: Usando este modelo, la en-
ergia de ligadura del 4tomo se estima como E ~ 21Z7/3 (valor aproximado
que puede interpretarse como el primer término en un desarrollo en el
que, para los valores de Z de interés, hay que considerar otros términos),
luego:

la energia total es £ «x Z7? —
— la energia media por electrén es (¢) oc Z7/3/7 = 74/3
—> la longitud de onda térmica es A ~ 1/,/(¢) ~ 7-2/3

Por otra parte, se encuentra que, tipicamente, es ¢ (x) ~ x, luego se sigue

Z Z VAL
de la relacién entre ¢ (r) y ¢(x) que ¢ = —egb ~ 2 & r
r r r

= 73




Entonces:

QONZ4/3
no(go?’/?} —— n =

Z 1
~ T = V=

<|=
<IN

luego, las dimensiones lineales de este gas de electrones son o« Z /2.

Para que A sea mucho menor que esta dimensién caracteristica, 7 2/3 <<
Z-Y3 de manera que Z >> 1 es la condicién de validez de la presente
aproximacion.

Dirac (1930) mejord esta descripcién introduciendo la interaccién de
intercambio, lo que conduce a

42 ¢ (x) :x< é (z) +&>3 0665

d 22 T - nZ2/3

Resolviendo esta ecuacién se llega a valores propios que se comparan
favorablemente con las medidas experimentales y, lo que es mas impor-
tante, se obtienen funciones de onda para usar como punto de partida en
métodos como el Hartree-Fock.

3. Método de Car-Parrinello

Hay varias extensiones de la idea basica de Thomas-Fermi que son de gran
utilidad en fisica de la materia condensada y en aplicaciones tecnoldégicas
(ver por ejemplo Physics World, July 1996, vol. 9, no. 7, p. 31.)

Un primer método corresponde al uso de funcionales de la densidad.
W. Kohn que fue Nobel en 1998 por simplificar la descripcién teédrica
de enlaces multielectrénicos donde se evita considerar la funcion de onda
conjunta de todos los electrones por el uso de una densidad electrénica en
cada punto del espacio. El otro Nobel de quimica de 1998, J. Pople, lo ha
sido por desarrollar métodos computacionales a partir de las anteriores
ecuaciones.

Un segundo método es el de Car-Parrinello que es una variante de la
Dinamica Molecular: Se representa un sistema en el ordenador como
coleccion (adecuada) de nicleos y electrones, dando sus posiciones y
velocidades iniciales, y se usa teoria (mecanicocudntica) de funcionales
densidad para determinar la energia del sistema y las fuerzas sobre los
nucleo. Estas fuerzas se incluyen entonces en la ecuaciéon de Newton para
calcular el movimiento de los atomos de forma discreta, en un pequeno
intervalo de tiempo, por diferencias finitas, y el proceso se repite.
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Ya se obtienen resultados significativos, al menos cualitativamente, con
un centenar de dtomos, lo que requiere entre 10* y 10° flops (floating-
point operations); puesto que las maquinas actuales ”lentas” superan el
Mflop por segundo, y las rapidas estandar se mueven por los 10 Gflops
por segundo, y muy pronto sera accesible el Teraflop (10'%) (jcomparado
con las 20 iteraciones por segundo que hacia la HP65 de 1974!), resulta
que estas simulaciones son factibles, y, de hecho, casi rutinarias en la
simulaciéon de todo tipo de materiales, desde semiconductores y metales
de transiciéon hasta silicatos y moléculas organicas.

Un ejemplo de aplicacién: estudio de procesos cataliticos, como en el
control de las emisiones de los automodviles, que contienen monéxido de
carbono, altamente toéxico, y 6xidos de nitrégeno y sulfuro, que danan el
ambiente. Los catalizadores convierten estas sustancias en otras menos
nocivas. Su accion se comprende en parte: Uno tipico contiene particulas
de platino y rodio sobre un soporte ceramico; NO y CO son absorbidos
por las superficies metalicas, y se forman enlaces quimicos entre las
moléculas y el metal; esto debilita los enlaces moleculares, y el NO se
separa en atomos de N y de O; el O -ayudado por las superficies- com-
bina entonces con CO para liberar a la atmadsfera CO2, que es inofensivo.

Pero este ejemplo es ideal: una excepcién. Generalmente, no se cono-
cen bien — o en absoluto — los procesos, o la secuencia de éstos. Mejo-
rando su conocimiento permitird incrementar la eficacia de los catal-
izadores y reducir su costo. Por ejemplo, cuando se conocen los procesos,
es conveniente conocer los detalles energéticos, lo que puede conseguirse
mediante simulacién. El mejor conocimiento de procesos cataliticos tiene
gran importancia econémica en la produccion de fertilizantes, productos
farmaceuticos, combustibles, disolventes, y fibras sintéticas.

4. Enanas blancas: modelo de Chandrasekhar.

Histéricamente la primera aplicaciéon de la teoria de Fermi es debida a
R.H. Fowler (1926) que trata de explicar los distintos tipos de evolucién
que han podido tener distintos tipos de estrellas partiendo de la hipoétesis
de que se establece un estado de equilibrio en su interior. Este desarrollo
es completado por S. Chandrasekhar (1939, Nobel 1983); con la adicién
de algunos hechos mas recientes, es todavia una descripcién valida.(ver
S. Chandrasekhar, Introduction to the Study of Stellar Structure, Univ.
of Chicago Press, Chicago 1939; Principles of Stellar Dynamaics, Dover
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Pub., NY 1960 ).
Otras referencias interesantes:

e R.J. Tayler, Stellar Evolution, Rep. on Progr. in Physics 31, 167
(1968).

e J. Nuckolls et al, Laser-induced thermonuclear fusion, Physics Today,
August 1973, p. 46.

e Huang p. 230; Pathria p. 243

e W. Herbst & G.E. Assousa, Supernovas and Star Formation, Sci.
Am. 241, 138 (1979).

e H.A. Bethe, Supernova Mechanisms, Rev. of Modern Physics 62,
801 (1990).

e R. Balian y J.P. Blaizot, Stars and statistical physics: a teaching
experience, cond-mat/9909291.

Para la modelizacion de la evolucién de las estrellas la observaciéon juega
aqui un papel mas complejo que en otras partes de la ciencia debido a
que:

e La escala temporal caracteristica para las variaciones en las propiedades
del Sol es de miles de millones de anos.

e Las observaciones como las relacionadas con novas, supernovas, etc.
podrian ser accidentes mas que etapas de una evolucion estandar, etc.

e Hay observaciones, como el esquema de Hertzsprung-Rusell, a las que
viene atribuyéndoseles un gran valor indicativo del proceso seguido
por una estrella tipica. Asi, caracterizando el brillo (por ejemplo
como el logaritmo de la luminosidad real — la aparente medida en
la Tierra corregida de la distancia a la estrella —) y el color (medi-
ante un indice de color — una relacién entre medidas fotoeléctricas
de radiacién emitida en bandas bien definidas del espectro, ej. en
zonas ultravioleta, azul y amarilla — que, en condiciones normales
— si radiasen como cuerpos negros —, se puede relacionar con la
temperatura de la superficie de la estrella). Se observa que la mayor
parte (~ 90%) de las estrellas pertenecen a una franja bien definida,
secuencia principal que implica cierta proporcionalidad entre brillo y
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color (las blancas son brillantes, mientras que las rojizas son mates):

Total Energy Output [relative to sun)

107
40,000 30,000 20,000 10000 6,000 3500 -033 031 -022 -0.04 066 190

Surface Temperature (kelvins) Near-Infrared Color Index (magnitudes)

HERTZSPRUNG-RUSSELL DIAGRAM shows that the energy output and temperature of middle-aged stars fall on a line, the ‘main sequence.” Asa
starbegins to die, it veers off [left). From the observed brightness and color of stars in the cluster NGC 8652 (right), astranomers have prepared such

adiagram and pinpointed which stars are on the verge of dying. (Because of compositional differences, the main-sequence lines are slightly offset.)

LE190% es siempre de la secuencia principal, o todas gastan el 90% de
su vida en la secuencia principal? Ya Rusell proponia — aceptando
sugerencia de Kelvin (1861) — que las estrellas evolucionan como
consecuencia (tdnicamente) de la energia gravitatoria liberada en un
lento proceso de contracciéon (gigantes rojas — secuencia principal —
enanas blanas). Esta aproximacién es aceptable en el modelo actual
que, sin embargo, involucra mayor complejidad (otras fuentes de en-
ergia, particularmente fusiéon, contraccion del nicleo acompanada de
expansién de capas mas exteriores, etc.): esencialmente, mediante
sucesivos procesos de contraccién gravitatoria, fusion, expansién de-
bida a degeneraciéon cuantica, etc, se puede pasar de gran nube de
hidrégeno a pequena enana blanca, supernova, estrella de neutrones,
agujero negro,..

Del hecho observacional se concluye que existen (esencialmente) tres
clases de estrellas:

e Estrellas de la secuencia principal: Nuestro Sol es un ejemplo. Tiene
un radio Rg = 7 x 10®m, masa Mg = 2 x 10*°kg, luminosidad Lg = 3.8 x
10%%w y una temperatura en su superficies de Ts = 6000K (su densidad
media es comparable a la del agua, ~ 1.4gcm™'). En la secuencia
principal todas las estrellas tienen masas que van desde 0.1Mg hasta
100Ms. El Sol estid compuesto de hidrégeno, el 28% de su masa consiste
en ntcleos de “He y un 2% de otros elementos ligeros. El ntimero total
de protones es de 10°7.
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e Estrellas Enanas Blancas: Tienen masas entre 0.5Mg y 1.4Mg y un
radio tipico de 5 x 10%n (como la Tierra). Su densidad es del orden
de 10%gem 3.

e Estrellas de neutrones: Tienen masas del orden de 1.4Mg y un radio de
10Km por lo que su densidad es comparable a la del nicleo atémico:
3 x 10'gem 3. Las estrellas de neutrones se observan como piilsares
pues recibimos de ellas pulsos de radiacion electromagnética espaci-
ados regularmente en el tiempo. Cuando la masa de la estrella de

neutrones es superior a 3/ se cree que colapsan en agujeros negros.

Vamos a estudiar en este contexto un modelo idealizado de estrella
enana blanca:

e Temperatura central T ~ 10°K, a la que corresponde una energia
térmica kg1 ~ 103 eV, para la que todo el helio ha de estar practicamente
ionizado.

e Masa M ~ 10¥gr

e Densidad de masa p ~ 10’gr /cm?. (Para el Sol, M y T son comparables,
pero su densidad es p ~ lgr/cm?.)

Si suponemos que toda la masa M es de helio (2e+2p+2n), podemos
suponerla formada por N electrones (de masa m) y N/2 nicleos de helio
(de masa 2m, + 2m,, ~ 4m,), y se tiene

® masa: N

M ~ Nm + ?4mp = N (m + 2m,,) ~ 2Nm,,

e densidad de electrones:
N _M/2m, p 107gr /cm”®
TV M/p  2m, 34x10%gr

. ~ O (1030e1ectrones/cm3) ;

e momento de Fermi:
pr = (37r2n)1/3 ha~10" x 107" ~ O (10" '"gr cm/s),
e energia de Fermi:
er = pp/2m ~ O (10 "ergios) = O (10°eV) ,
e temperatura de Fermi:

Tp = ep/k ~ O (10" K)
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Observamos que

® pr es comparable al momento (mc ~ 9x1072gr x3x10"%cm/s ~ 10~17gr
cm/s) del electrén, y ¢ es comparable a la energia en reposo mc? del
electron, se sigue que la dinamica de los electrones en las enanas
blancas es relativista.

e aunque 7' estd muy por encima de las temperaturas tipicas en la
Tierra, es muy inferior a la de Fermi (I7/T ~ 10%), de modo que
el gas de electrones esta fuertemente degenerado.

Estos hechos sugieren que el modelo idealizado de una estrella enana
blanca es un gas de Fermi muy degenerado (esto es, en el estado fun-
damental) formado por N electrones relativistas que se mueven en el
campo creado por N/2 ntcleos de helio, supuestos sin movimiento, que
proporcionan la cohesion gravitatoria.

Asi, los tinicos efectos que esperamos son:

e Tendencia a la contraccion gravitatoria hacia el centro de la estrella.

e Presion hacia fuera debida al gran momento medio que tienen los
electrones (presion de degeneracion).

Gas relativista de Fermi completamente degenerado

La energia (cinética) de una particula relativista, usando # sin dimen-
siones tal que p = mcsenh6 :

571/2
e\/m204+p202—m02ch{llJr(i)] —1}

me
= mc? {(1 + senh? 9)1/2 — 1} = mc? (cosh — 1)

y la velocidad:

0 2nc?
U= = pe p/me = ctanh 6

- = =cC
Ip  2¢/m2c* + p2c2 \/1 + (p/me)?

En el cero absoluto, la energia total del gas (suponiendo degeneracién
g = 2 — como para electrones —, y una descripcion continua — sistema

(@)
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macroscépico) es

2V [PF
EO:ZZEZﬁ e drp*dp
pl<pr 0
STV 4.5 Or
= Wh—?c/ senh?6 (cosh# — 1) coshd d6
0
La presion (presién de degeneracién) se puede calcular Py = —0FE;/0V

notando que 0y (tal que pp = mcsenh 0r) depende de V; de hecho, pr puede
definirse: 2% (%Wp%) = N. Alternativamente, recordar que
1 1M 1 Nm 1N

PEgP(““):§7<UU>:§7<UU>:——@U>

para el caso no-relativista y que, para el relativista, todavia puede es-
cribirse

Pzgv@"@

aunque ahora es p # mu (p = mcsenhf # mu = mctanhd). En el cero
absoluto,
22 epe P _ 35 Jy" pu Amp? dp

22 i<pr 1 N

(p u>0 =

de donde se sigue

1N 2 PF &m [PF

Py=-— = drp?dp = —
0= 37 (P uo = g3 o pudmprdp =g |

4.5 Op
:87””0/ senh6 d6
0

up3dp

3h3
Usando las definiciones:

x =senhOp = br _ (37r2n)1/3 i,

A(z) =2 (22> —3) Va2 + 1+ 3senh '
B (x) = 82° (\/$2+1—1> — A(x)

se tiene: L - L
™m-c’ Tm*c’

A(LE), E(): 3h3

VB (x) (6)
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El comportamiento asint6tico de las funciones A (x) y B (z) es:

8 5 4 7 1 9 5) 11 no relativ.
. 292 1
Az) = R R s R v me > pp
4 5 7 5 relativista
20t =222 +3 (27— 5) + gz +---, T>1 {mc<<pp
12 3 1 15
It Iy ZA9 7 11 no relativ.
B(x)=< 37 7V T Tt T 7S o
62! —82° +62° —3 (In2z2 — 1) + 2 4+ -+, 2> 1, relativista

Las ecuaciones anteriores establecen una relacién funcional entre F, y
el radio R de la estrella enana blanca, supuesta esférica. En efecto, puesto
que z depende del volumen de la estrella, se tiene: ) = ) (n) = Py (V) =
Py (R).

El resultado es que, para una masa M dada, I, aumenta rapidamente
al disminuir R, tanto si la estrella es relativista como si no. Podemos
entonces preguntarnos por el estado en el que se compensa F, con la
presion debida a la fuerza gravitatoria, si esto es posible.

En efecto, el gas uniforme de fermiones (esto es, la estrella) ejerce una
presiéon P (n) sobre unas paredes imaginarias que implica un trabajo:

R
/ Py 4rr?dr;

o0

es decir, una caja o un agente externo tienen que hacer el negativo de
este trabajo para comprimir la estrella desde un estado de densidad cero
hasta un estado de densidad finita (suponemos una esfera de radio R). Es
claro que este agente externo es la interaccién gravitatoria en la propia
estrella, que origina una energia de la forma —aGM?/R. Si R es el radio
de equilibrio, esta energia ha de compensar el trabajo hecho al comprimir
la estrella, de donde se sigue el resultado

R 2

G M

/ Py 4rr*dr = —a
~ R

Donde a = 3/5 si suponemos que la densidad es constante en el interior

de la estrella.
Derivando respecto de R :

a G M?
TN

que es la relacion que caracteriza nuestro modelo de estrella enana
blanca.

0 —
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La condicién anterior ha de completarse con la dependencia P, (R)
obtenida anteriormente. Veamos casos explicitos:

o 7' >> Tp ~ 10!K: el sistema puede aproximarse por un gas (clasico)
de Boltzmann, esto es, Iy = nkgT, y se sigue

2 Gm
R=-aM L
34 kT
Donde hemos usado el hecho que M ~2Nm,, y
N M/2m, 3M
n = — = == .
1% sTR3  8mm,R?

Obviamente este caso puede usarse para comparar pero, por supuesto,
no es aplicable a las estrellas enanas blancas donde 7' ~ 107 K. Sin
embargo si es aplicable al estudio de las protoestrellas donde predice
correctamente el hecho de que el radio va disminuyendo mientras que
la temperatura va aumentando. Cuando se llega al estadio de fusién
del Hidrégeno se ha de tener en cuenta ese hecho como un mecanismo
extra en la equilibracion de la estrella.

e I' << Ty y baja densidad de electrones: Esto es, tenemos un gas ideal
fuertemente degenerado de electrones no relativistas. En este caso
recordemos que F, dependia de

1/3
PF 2N h
r=—=|3r"— — 7
mc ( V) mc ( )
y que
< > caso no relativista
T ~ 1—R ~ 10%cm —
> < caso relativista

Luego en este caso tenemos que v << 1 lo que implica que R >> 10®

(en contra de lo observado para las enanas blancas) y A (x) ~ 225 de

)
donde

Py ~ VE 5:1: xn’ o< T
Usando esta expresion en la condicion de equilibrio obtenemos:
2/3
R:3(97T)/ - o M3

0a G m m2/3M1/3
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e ' << 'Tr y alta densidad de electrones: En este caso si son importantes
los efectos relativistas y  >> 1 lo que implica R << 10 cm y A (x) ~
2¢% — 222, y se tiene:

Jor b (MY MNP f M\
R:ﬂ—(—> 1—(—) x MY? 1—(—) :
2 mc \'m, M, My

con la constante (con dimensiones de masa).

" 9 (%)”QM'

T 64 \?

obo v 4 .
0 010203 04 0506 0.7 08 0910

MASS (1.44 Mg) = 1)

Figure 1: Masa versus radio. La curva discontinua. se sigue de las consideraciones de degeracién no-relativista de
Fowler: el radio para la configuracién de equilibrio disminuye, pero sélo se hace cero para masa infinita. En este caso,
una estrella de cualquier masa puede confortablemente equilibrarse en el estado estrella enana blanca. Esto no ocurre
para configuraciones completamente degeneradas. (Dibujo del propio Chandrasekhar.)

Conclusiones:

e No es posible tener una estrella enana blanca con M > M, puesto que
la ecuacion de equilibrio no tiene soluciones reales.

e M es el limite de Chandrasekhar y resulta M, ~ 10®gr.
e Chandrasekhar llegé a estimar M, = 575 (1) > M., donde

M, ~ 2 x 1033gr es la masa del Sol

1t e€s el grado de ionizacién del gas.

e En la préactica, i, ~ 2, luego se sigue M, ~ 1’44 M.

e No se tiene noticia de la existencia de estrellas enanas blancas may-
ores.
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Figure 2: Supernova 1986J en la galaxia NGC891. Extraordinariamente luminosa se estima que la explosién ocurrié
a finales de 1982 (incertidumbre de 8 meses). La estrella madre tenia probablemente una masa 20 ¢ 30 veces la del
Sol. Se expande con velocidad media inferior a unos 15.000 km/s

e Para estrellas con masa M > M. la presiéon de degeneraciéon F, con-
secuencia del principio de exclusion de Pauli no es suficiente para
contrarrestar la tendencia al colapso gravitacional y el sistema sigue
contrayendose generando nuevos fenémenos.

Galeria de Imagenes:

Chandeasear in the
1930z, (Photo courtasy
of 8 Chandraseknar.)
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“Estuve preocupado por la posibilidac
de inteligencia extraterrestre

1.S., Santander
“Estaba enormemente preocu-
pado”, reconocia el otro dia
Anthony Hewish, el descubri-
dor de los pilsares. “Si aquello
eran realmente sefiales de seres
inteligentes extraterrestres,
(qué debia hacer yo como cien-
tifico?: ¢hacerlo publico?, jde-
volver el mensaje de radiosefia-
les, diciéndoles ‘eh, estamos
aqui’, con el riesgo de que los
emisores tuvieran en su planeta
graves problemas demografi-
cos o de otro tipo y vinieran a
conquistarnos?”.

Hewish recuerda ahora sus
tribulaciones sin perder su cor-
tés sonrisa ni su flema britani-
ca, pero lo cierto es que en
aquellos dias se paso tres sema-
nas sin apenas dormir. “Tres
semanas era el tiempo que ne-
cesitaba para determinar con
precision la procedencia de la
sefial. Si eran seres vivos, de-
bian estar en un planeta, y la
precision de las sefiales era sufi-
ciente para determinar si sus
movimientos orbitales eran los
esperables de un planeta”.
Hewish trabajé febrilmente,

4 —
Anthony Hewish (a la izquierda) y Joseph Taylor en Santander la pasada semana.

Nl [23Y

iy,

tratando de corregir los efec
que sobre sus mediciones
primia la propia rotacion d¢
Tierra. El resultado: la sefial
provenia de un planeta, sinc
la propia estrella pequeil
densa, del pilsar.

“Por un lado, fue decep«
nante”, admite Hewish, “p
por otro me senti muy alivii
al saber que lo que tenia er
manos era un mero descu
miento cientifico y no una ci
de politica galactica“. Reci
el Premio Nobel de Fisica
1974 por su descubrimiento

20Tl Uiy,

PABLO HC

ANTHONY HEWISH » DESCUBRIDOR DE LOS PULSARES
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eform of the puisating radio signal from the millisecond pulsar recently discovere
Arecibo by Donald Backer and his colleagues. The full period of 1.558 milliseconds shows &
mary peak separated from a secondary peak by about 180°. The two peaks presumably ci
from the opposite magnetic poles of the rapidly spinning neutfon star. Most of the puise w
seen here is aftribu € signal-averaging instrumentation rather than the intrinsic sig
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5. Magnetismo y gas de Fermi: paramagnetismo de Pauli, diamagnetismo
de Landau, efecto Hass-van Alphen.

Las propiedades magnéticas de la materia son consecuencia esencialmente
de los electrones (libres o ligados), luego el estudio de las propiedades
magnéticas de un gas (ideal) de electrones es relevante en este contexto.

Como ya sabemos los electrones en presencia de un campo, tanto si
son libres como si estan ligados a los atomos, presentan dos efectos im-
portantes conceptualmente distintos:

(a) Tienden a describir 6rbitas cuantizadas, lo que origina el diamag-
netismo, caracterizado por la susceptibilidad,

_ oM,

= lim ——
X H>0 OH
negativa. Recordar que M = (Mx,My,MZ = Mﬁ) es la magnetizacion
con que responde el sistema al campo aplicado.

(b) Los espines de los electrones tienden a alinearse con 7—2, originando el
paramagnetismo, con y > 0.

Estos efectos coexisten en los sistemas reales, que manifiestan el resul-
tado de la competencia, pero pueden imaginarse independientes (lo que
simplifica su estudio) si la interaccién espin-6érbita es despreciable.

Paramagnetismo de Pauli:

Como ya vimos, el paramagnetismo clasico se dice de Langevin. Asi
vimos que la teoria de Langevin describe muy bien el comportamiento de
muchas sustancias a temperaturas altas. En particular se obtiene que:
_ A

kT

con n la densidad de particulas, i = gupJ, g el factor de Landé, up el
magnetén de Bohr, J el niimero cuantico de momento angular total, B; (z)

la funcién de Brillouin. Esto implica el comportamiento de y fuertemente
condicionado por 7' asi:

M, =npBjy (),

(1): Para temperaturas altas, x = C/7, con C la constante de Curie, lo
que esta de acuerdo con experimentos a temperaturas suficientemente
altas.
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(2): Para temperaturas bajas se tiende al estado de saturacién magnética:
M, =np =ngup = x =0

pues la agitacion térmica es despreciable, y casi todos los momentos
estaran orientados en la direccion de H.

Pero la situaciéon experimental a bajas temperaturas no coincide con
esta prediccion. Se observa con generalidad que a temperaturas suficien-
temente bajas la susceptibilidad es una constante no nula.

Pauli (1927) explicé este desacuerdo como consecuencia de que los elec-
trones de conducciéon de los metales alcalinos son gas de Fermi muy de-
generado. Pauli razona que como consecuencia del principio de exclusién
no puede alcanzarse la saturacién magnética a temperatura cero: si dos
electrones estan en el mismo estado es imposible que tengan sus espines
en la direccién H. Por lo tanto, ha de esperarse una susceptibilidad limite,
X0, que sera independiente de la temperatura aunque probablemente con
fuerte dependencia en la densidad del gas. De hecho, incluso suponiendo
que el gas es ideal, el resultado es entonces acorde con los datos.

El hamiltoniano de un electron libre no-relativista en un campo magnético
externo, H es:

! (p + A) —ji-H
om
con /i el operador momento magnético intrinseco del electrén (propor-
cional al operador de espin).
Sean N fermiones libres de spin //2 y energia

p2

EZ%—M H

En estas condiciones, /i es paralelo o ant1paralelo a H luego i - H = jio -
H (donde los valores propios de & - H son oH con o = +1) y pueden
distinguirse dos tipos de particulas en el gas con energia respectivas

2

:—i
2m HH

y procede estudiar esta mezcla.
ea n- el nimero de particulas con momento p cuyo momento magnético
Sean, el d ticul to p t t
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es paralelo (antiparalelo) al campo. La energia total del gas es

E= Z {g—u@ (%+MH> n;]

la funcién de particion se sigue de

7 = > exp (—AE)

N=NT+N-=3 " ni+3 " n,
nE=0,1

que puede calcularse fijando N* (que fija N~ = N — NT), sumando sobre
todos los posibles n;'[, y sumando sobre N*, desde Nt =0 hasta N* = N,

esto es,

_ iv: SSIH(NT—N) Z _ﬁzp%n; Z —5§;p o
N+=0

+ —
’I’LP np

(Erﬁ N+> (Zn;:N‘)

_ o—BAHN Z [ 2BHNT N*) 7, (N N*)}

N+=0
donde ,
Zy(N) = Z e P 5 zm = exp [— Ay (N)]
np==1
2 np:N)

representa la funcién de particién de un gas ideal de Fermi de A particulas
sin espin de masa m, y Ay (N) es la energia libre de este sistema ficticio.
Tomando logaritmos:

%m Z(N)=—puH
N
1 _
+ o D exp [200HNT - BA, @ﬂ —BA (N -NT))
N*=0 J(N)
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Las propiedades de la distribucién f (N') nos son familiares. Aplicando
steepest descends se tiene

1 _ 1 —
NIHZ(N) = —[BuH + Nlnf (N+)
donde N+ es el valor de N* que hace f (N*) maximo.
El niimero medio de particulas con espin paralelo en el estado de equi-

librio, N*, se sigue de la condicion de maximo,

94, (N+)] - {&40 (N — N+)]
N+

=0,

2 = [ IN* ONT |+

que equivale a
po (W) — o (N — ) = 2
con /i (N) el potencial quimico del sistema ficticio.

Si definimos r tal que:
1 — 1-
— + TN) N_ = r
2 2

se puede expresar la condiciéon anterior como una ecuacion para r:

1+7r 1—7r B
Mo( 5 N>—M0< 5 N)ZZMH

Por tltimo, conocido N, la magnetizacién se sigue (N~ = N — N*) de

N+

N,

M=pg(Nt—N-)=pNr, (0<r<1)

Para H = 0, no hay direccion preferida por los espines, luego M =0y
r =0 si H es suficientemente pequeno, se puede desarrollar alrededor de

r = 0 para escribir:
N r [Oug (xN) N
Ho (5) T3 [T Tkl g )T

EIM] o

=

2 ox
de donde
1 . oM 2[i°n
—= — 11Mm g
X V HS0 OH [au%(mv)}
o=}

Para hacer explicito este resultado, hay que usar aqui la expresion
adecuada para el potencial quimico del sistema de particulas sin espin.
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e cerca del cero absoluto (y =~ ¢r), de modo que, al hacer ' — 0 tenemos
que

3N \ 23 p2
> om

pe=or= (47TgV

luego se tiene para el sistema ficticio (¢ = 1, y cambiando N — zN):

3N\ n?
N) = 223 [ 2= o
o (zN) = @ <4wv> om
y para el sistema real (g = 2)
el 13N\ R
e \mv) o

a:u() (l’N) _ g [xl/?)} 3N ik h2 _ 2_2€rea1
or |1 3 12 \ AnV om 3 F
——

1
2

24/3/3
y se sigue:
Yo = 2/]2—77,3 — 3112 n
226%3&1 2 E%eal

que es no-nula e independiente de 7' (pero depende de n).

e Para temperaturas bajas, es

y se sigue que

e Para discutir temperaturas mayores usamos la ecuacion de estado

w~ep |1 —

X>=xo0|1l~—

7T2

12

7'('2

12

(
(

kT

€F

kT

€F

;

;

paramétrica para el gas ideal de fermiones:

g 22

donde la segunda igualdad es para z = ¢//#s7 <« 1. En consecuencia,

25
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1/2

z

2 o0
=g\ P—= [ d
e ﬁ/o Coxp (x -

3

p/ksT) — 0
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—SiT — o0

NA3
z=el . — u:kBTln< >
gV

Asi, para el sistema ficticio con g = 1 es: o (zN) ~ kT In (xNA3/gV) ,
de donde

8,u0 (xN) o 1 NA3 o
[ ox ool N kBT:cNA?’/gV V =1 = 2hkpl

y se sigue la ley de Curie,

nﬂQ

kT

— Si T es alta, pero finita, es apropiado quedarse con mas términos
en el desarrollo de n y se tiene

nA3
X = Xoo 1_W+

que indica explicitamente la dependencia en n y 7.

Xoo =

Diamagnetismo de Landau:

El diamagnetismo es consecuencia de la libertad de movimiento que
tienen los electrones en presencia de un campo. Pero como vimos, por
el Teorema de Bohr-van Leeuwen, la teoria clasica es incapaz de explicar
efectos magnéticos, luego ha de estar asociado a fenémeno cuantico. Lan-
dau (1930) lo asocié con la cuantizacién de las drbitas de las particulas
cargadas en presencia de 7—2, esto es, con el hecho de que la energia cinética
de las particulas asociada con el movimiento perpendicular a la direccién
del campo magnético no puede tomar cualquier valor. Esta circunstan-
cia implicaba que existe una contribucion adicional a la susceptibilidad
paramagnética, que es cualitativamente semejante a ésta, pero negativa.

Sea un gas de electrones libres, salvo que interaccionan con 7—2, sin espin
(ya conocemos las consecuencias de este grado de libertad), y confinado
en volumen V. Con notacién usual, el hamiltoniano es

1
H=— (p——A) + ¢ (7).

donde A = (=~ —H mH ,0) Resolviendo la ecuacién de Schrodinger, sus valores

propios son
_ ehH 1 P2 _

) = o i=0,1,2,... 8

i) =S (i g) + 450 g )
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Cada nivel energético j tiene una degeneraciéon

eH

e

Esto es, g niveles €(p,,p,,p.) cuando H =
(i

= 0 se transforman en un solo
(7,p.) cuando H # 0. Esta degeneracién se estima de la siguiente forma

L.L,
[ ananm 5 = //

en un circulo

g=L,L,—

dp, dpy

ehM ; szrpy < ehH

mcJ— 2m — mc )

(integrando en coordenadas polares)

LG+ -5 = L,

que es una medida de la libertad que tiene la particula para acomodar el
centro de su drbita en el area L,L, del espacio fisico

La Funcion de Particion Macrocanonica es

In== Zln (1 + ze_ﬁe) — EOO: Zg}n [1 + Ze—ﬁé(ﬂpz)}

j:O Dz

/ dpz Zln [1+ze (’pZ)]

_ VeH

—Pe(J.p-
T2 /Oodpzjzoln[1+ze (Jp)]

y se tiene para el niimero de electrones en equilibrio

—fe
N = [zgln } Ve?—[/ pz ¢
0z HVT

1+ze 1+ zebe

2 lefe 41
Implicaciones:

e Temperaturas altas: Si suponemos que la densidad es suficientemente
baja, entonces z < 1, asi desarrollando las expresiones anteriores ten-
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€1110S:

. VeH [* - .
nE~ o= [ dp. ) zexp[—Be(j,p.)]
o pr
VeH [ - p? ehH (. 1
h?c  J_o b jz;exp{ BQm b mc <]+2>]
2VeH [ P\ — ehH [ 1
— d — B - -
T ( B2m);eXp [ B (J + 2)]
integrargausiana ) serie ge:)rmétrica ’
integral serie
zVe’Hr 2rm h ehH T
e () [ (7))
WV a
"~ A3senhz’
donde
r=PupH (up = magnetén de Bohr)
y

1/ 0
M=—-=—nZ)=—ugNL
3 (=) = oo

1
donde L (x) = cothx — — es la funcién de Langevin que ya aparecié

antes. De hecho, este resultado coincide con el paramagnético, salvo
que ahora es M < 0 independientemente del signo de la carga elétrica
de la particula como se observa en situaciones diamagnéticas.

e Temperaturas altas, n < 1 y campos magnéticos débiles: Entonces
upH < kT’ — x= ‘;;’Z—;‘ < 1, luego:

2
T ,LLBH
M~ —upN==—N
HB3 3%pT
y 2
Yoo = — npp
> 3kgT

que es el equivalente magnético de la ley de Curie.

® iyl < ep (gas ideal muy degenerado) y H débil: En este caso tenemos:
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% €r
= — | = —_— 4 1.
Z = exp (kBT> exp (kBT + > >

Si, ademas el sabemos que upH < kT, puede aproximarse la suma so-
bre j de la funcién de particiéon por una integral utilizando la féormula

de Euler: N
1 o0 1,
j};f(wﬁ)fvfo f@)da+ o1 (0)

obteniendo después de un pequeno calculo:

1

X0 = _inMQB/EFu

otra vez independiente de la carga y del mismo orden que el efecto
paramagnético cuando i es del orden de magnitud de up.

Efecto Haas-van Alphen (1930): para temperaturas muy por debajo
de la de Fermi y campos relativamente fuertes, esto es,

kgl ~ ,uB'H L €fp

la Funcion de Particion Macrocanonica tiene una parte oscilatoria de
la forma:

408 s
o0 _1€cos eHEF T
(ln E)osc x (IUBH)E}/Q z : (53/2) <M - 4)
(—

1 senh (%WkgT)

de donde se sigue una susceptibilidad oscilatoria,

1 0 =
osc — 547 | 77 = .
Nose = By \on =)

Es notable el coseno del numerador, que predice violentas oscilaciones

con 1/H :

— Las oscilaciones son despreciables para upH < kg1, como conse-
cuencia de la funcion hiperbdlica en el denominador, y se tienen
propiedades suaves como predice el diamagnetismo de Landau

— Estos términos oscilatorios seran apreciables si upH ~ 72kgT, lo
que corresponde a H ~ 10°T Qersted.
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* Luego han de ser observables para campos suficientemente in-
tensos a muy bajas temperaturas, lo que explica oscilaciones
descritas por primera vez en 1930, conocidas como efecto Haas-
van Alphen.

* Parte de su importancia radica en que el periodo de la oscilacién
es funcion de €. Lo que permite conocer experimentalmente €.

6. Propiedades del gas electrénico en metales: calores especificos, coefi-
cientes de transporte, nimero de Lorentz.

Los metales se caracterizan por altas conductividades eléctrica o y térmica
k. Alrededor de 1990 quedé claro que la carga tenia naturaleza discreta y
que altas ¢ en metales eran consecuencia de que los electrones exteriores
en atomos estaban muy débilmente ligados. A este conjunto de elctrones
practicamente libres se le llamoé gas electronico, y comenzaron a aplicarle
los métodos de la Teoria Cinética y Mecanica Estadistica. Drude (1900-
1902) y Lorentz (1904-1909) trataron el gas electrénico como un gas de
Boltzmann. Se consiguen asi descripciones cualitativamente correctas a
veces, pero hay fallos importantes.

Calor especifico:

La primera dificultad del modelo clasico ocurre con el calor especifico: El
suponer que los electrénes se comportan como un gas ideal clasico que
sigue la distribucién de Maxwell-Boltzmann implica que los electrones
han de satisfacer el principio de equiparticién, esto es, cada electrén ha
de contribuir 3 x %kB al calor especifico, lo que implica su independencia
con la temperatura. Las medidas muestran que todos los sélidos tienden
a presentar un calor especifico independiente de la temperatura para
temperaturas suficientemente alta (es la ley de Dulong y Petit, discutida
en otra parte), pero:

e El valor experimental es aproximadamente 3R por mol para sélidos
monoatémicos, en lugar de la prediccion %R puesto que Maxwell-
Boltzmann establece que

‘ electrones: 3 grados lib. — 3 X g = %k
5
2

‘ red : 3 gl x 2 tnos. cuadrat. — 3 x 2 x

k]

DO | O
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e Si la temperatura no es tan alta, (' presenta decidida dependencia
en T.

e Einstein y Debye notaron cémo los modos de vibraciéon de la red
tienen naturaleza bosdnica y (como se vié en otra parte) contribuyen
con un C:

127t

Cly
5!

T 3

k <9—> , fp = temp de Debye (10)
D

Pero ;y la contribucion del gas electrénico? Si sumamos a esto una

contribucion constante, como la que produciria un gas clasido, no se

obtiene acuerdo con los datos para metales.

Sommerfeld (1928) noté que era muy importante tratar el gas electrénico
como un gas de Fermi degenerado. En efecto, tomando g = 2, tenemos

eete 1 3N\ R
E%ec r__ _— —
22/3 \ AV 2m

donde es N/V = n.n,/a® (n. = # electrones de conduccién por &tomo;
n, = # atomos por celda unidad; ¢ = espaciado de la red). Si usamos
los valores para el atomo de Na, por ejemplo, esto es, n. = 1, n, = 2,
a =429 A, se sigue n = 2'53 x 10?2 cm 3, y haciendo m igual a 0’98 veces la
masa del electréon para compensar los efectos de interaccion culombiana
entre los electrones y asi tratar a este gas como ideal, se tiene

ep ~ 5146 x 10" % erg = 3'21eV
Si definimos la temperatura de Fermi
Tr =ep/kp ~ 33 x 10K

para el sodio.

Asi, en general, todos los metales tienen una Tr en el rango 10* — 10°K
>> temperatura ambiente (~ 3 x 10°K), luego el gas electrénico esta,
en efecto, completamente degenerado, y el niimero medio de ocupacion
correspondiente diferirA muy poco de la funcién paso para 0K : sélo las
esquinas estaran ligeramente redondeadas en una region del orden de kgT,
despreciable comparada con ¢p.

En estas condiciones, como se vid, hemos de asumir para el gas electronico:

Cy = ”_2/@ (kBT> . (11)

2 (&2

31



Pero, a temperaturas ordinarias, es (kgT/ep) =T/Tp ~ O (10_2) , esto es,
esta contribucién es del orden de 1072 R por mol, despreciable frente a
la de la red, 3R por mol. En consecuencia, los metales a temperaturas
ordinarias han de presentar tinicamente la contribucion bosénica, lo que
confirman los experimentos.

La contribucién bosénica decrece rapidamente con la temperatura (re-
flejando cémo los osciladores van congelandose) de modo que, a bajas
temperaturas, puede hacerse comparable a la fermionica. En particular
la prediccion es:

CV = ’)/T + 5T3

que es confirmada muy bien en metales y aleaciones:

C/T ( mJ/mole K%

Observamos que la pendiente ¢ de estas rectas (a muy baja T') permite
determinar 0p (temperatura de Debye), mientras que el corte 7 con el eje
vertical esta relacionado con e¢f.

Coeficientes de transporte:

En general las conductividades eléctrica ¢ y térmica x son altas en los
metales, lo que los distingue de otros sdélidos. Estas conductividades
son ejemplos tipicos de coeficientes de transporte (otros son viscosidad,
movilidad, coeficiente de difusién) y, por tanto, su estudio sistematico se
hace a partir de las ecuaciones de transporte que involucran situaciones
fuera del equilibrio. Sin embargo, bajo las hipdétesis de cuasi-equilibrio o
equilibrio local, es posible desarrollar argumentos que explican algunas
de las propiedades de esas conductividades. Una propiedad de o y k es
la ley (fenomenolégica) de Wiedemann-Franz (1853) que establece que
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L = k/oT es independiente de T' y del metal en cuestion. A esta relacién
se le conoce también como niimero de Lorentz puesto que éste fue el
primero en calcularla teéricamente.

El calculo de Lorentz se refiere a electrones clasicos con sus velocidades
distribuidas maxwellianamente; la predicciéon es

2
L=3 (k—3> =223 x 108 WQK 2,
e

a comparar con valores experimentales recientes (en W QK?):
0°C 100°C
Pb | 2’47 2’56
Pt | 2’51 2’60
Ag | 2’31 2’37
Au| 2’35 2’40

Esto es, la ley de Wiedemann-Franz sélo parece aproximada, y el valor
clasico de Lorentz subvalora los datos en un 10% aproximadamente.

La situacién se aclara y la discrepancia desaparece calculando o y k
mediante teoria de transporte. En particular, son necesarios conceptos
cuanticos. Aqui vamos a ver sélo el argumento mas sencillo que permite
estimar L aceptablemente.

Puesto que el gas es muy degenerado, sélo los electrones en el nivel de
Fermi pueden ser excitados térmicamente (con una energia de excitacién
kgT < kpTr), luego tendran velocidad vy = (Zep/m)l/Q. Si su recorrido
libre medio es \p, se sigue un tiempo medio entre colisiones 77 = A\p/vp.

Si el gas esta sometido a campo eléctrico F, cada particula sufre una
aceleraciéon a = eE//m, viajando una distancia %at2 en cualquier tiempo ¢,
o una distancia media %a <t2> en el tiempo caracteristico (t)

La teoria general, mediante un argumento independiente, establece que
la fraccién de recorridos libre medio que terminan en el intervalo temporal
(t,t+dt) es

f(t)dtzle_t/Tdt.
T

Usando esta distribucién con 7 = 7p para calcular aquellos promedios,

1 (©.¢)
<t2> = —/ e dt = (integrando por partes)
TF Jo

o0 1 o
= 2/ te ' dt =2mp— [ te V™At =27mp (t)
0 TF Jo
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luego
%a <t2> ek eE)p
<U>: = QaQTp = —Tp =
(t) m mup
donde (v) es la velocidad media de arrastre que tiene en cuenta la acel-
eracion debida a campo elétrico y la deceleraciéon a colisionar con los

nucleos.
Puesto que
conductividad eléctrica = densidad de carga x movilidad

6>\F
mvg

densidad de carga = # cargas por u. vol (n) x e

movilidad = veloc media de arrastre por u. de campo
ne’\p
o =
muvg
Para calcular k, supongamos tres superficies de area unidad (A, P y
B) en el seno del gas, paralelas entre si separadas A\p, tal que ¢; y e
son las energias tipicas de las particulas en las proximidades de A y B,

se tiene finalmente:

respectivamente

Suponiendo que la direccién de la velocidad es aleatoria, puesto que
hay 6 direcciones, la superficie P sera atravesada en promedio por %nvp
electrones por unidad de tiempo viniendo de A y otros tantos viniendo

de B.
Asi, el transporte neto de enrgia por unidad de tiempo a través de P
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es

dt ~ 6 6 0z

_ L (9 (oT
- 3" AR\ a1 ) \ o2

Pero la conductividad se define
dt 0z

1 \ Oe 1 \ w2 (k2T
K= -nv — | = z-nv — | —
3 F A ar 37 9 \ep )

usando la expresiéon para el calor especifico por electrén, 0e/JT, y escri-

biendo ep = $mv%

@ = 1nfUF (61 —€) = 1mJF 2\p ( 86)

luego

%nvF )\F 7T2l€2T . n7r2/€2)\p T

19
5T 3mug

K =

Combinando estas expresiones obtenemos:

2 L 2
L= 2T (5B) o4 x 108 WQK 2
ol 3 e

que, aunque difiere poco del clasico, lo mejora e involucra un calculo mas
acorde con la situacion.
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