Fisica Estadistica

Leccién 7: Gas ideal cuantico

e Introduccion
e Sistema ideal de bosones o fermiones

e Ecuacion de estado

1. Introduccion.

Sabemos que para un conjunto particulas idénticas, la funcién de ondas
asociada,V, so6lo puede ser simétrica o antisimétrica bajo la permutacion
de dos particulas:

\IJ(...,rk,...,Tl,...):9\11(...,Tl,...,7“k,...), (922121,

lo que deja invariante a la densidad de probabilidad de la configuracion
bajo esa permutacion:

U =1 )]

lo que es consecuente con la propiedad cuantica de indistinguibilidad.
El Principio de exclusiéon de Pauli, a su vez enlaza el valor de 6 con

el valor entero o semi-entero del espin de las particulas. De esta forma

podemos de clasificar a las particulas segiin su comportamiento colectivo:

bosones espin  fermiones espin
part « 0 electréon 1/2
atomo He (est fund) O positrén 1/2
meson 7 0 proton 1/2
foton 1 neutron 1/2
deuterdn 1 muoén 1/2

U simétrica, 0 = +1 U antisimétrica, 0 = —1

Lo relevante de esta propiedad es que juega un papel esencial en las
propiedades macroscopicas de sistemas con muchos grados de libertad.



2. Sistemas cuanticos ideales.

Sea sistema de N elementos puntuales confinados en V. Los niveles de
cada particula estan determinados por los valores propios del momento
p y de la tercera componente del espin, ch, donde o puede tomar 2s + 1
valores: —s,—s+1,...,s —1,s. Suponemos que, en ausencia de un campo
externo, los valores propios de la energia dependen de p pero no del
espin, ¢;, = ¢ = p*>/2m, de modo que suponemos que cada valor tiene una
degeneracion g = 2s + 1.
El hamiltoniano se puede escribir (en segunda cuantizacién):

_ P
H=23 > ea,050
I o

donde a _(a;,) es el operador creacién (destruccién) de una particula de
’ — , - —|— ,

momento p y espin 0. Nj, = A, Q5o €S el operador niimero con valores

propios n,, =0,1,2,....

La funcién de particion canénica es:

Z =Tre Pt = Z exp —BZeﬁnW o ang,N (1)
{npo} p,o p,o

La sencillez de esta expresion, consecuencia de ser H diagonal en la
representacion de nimeros de ocupacion, es aparente: la restriccién en
la suma impide que Z factorice como lo que refleja la existencia de cor-
relaciones cuanticas asociadas con el principio de exclusién de Pauli y se
hace dificil el calculo de la suma.

Esta dificultad puede suavizarse utilizando la funcion de particién macro-
canonica:

2B, Vo) =) "N Zy (2)
N=0

Sustituyendo obtenemos:

N=0{ny,} p,o
:ZZ(S ana,N exp ﬁZZ(u—ep)npg
N=0{ny,} p,o P o

Para ver como simplificar mas esta expresion, consideremos un sis-
tema con sélo dos niveles accesibles. Definimos a = exp[f(n—¢€1)] y



b=exp[B(u—€)]. Se tiene:

(1]

D> 6 (1 +mg, N)exp [Bu(ny + na) exp [=B (€11 + €3ny)]
N=0n1,n2

oo N
= 2225 (n1 4+ ng, N)a™b™ = Z ZQN_”%"?
N np no

N=0n9=0
Pero sabemos que:
oo N 00 00
N=0no=0 ne=0 N=n,

y realizando el cambio de variables en el segundo sumando n = N — ny
obtenemos:

zoo:zm: ”b”z’:Hf:oz", a=ab,...
n=0 n5=0

a n=0

Una expresion similar se obtiene en general, asi:

== H H Z exp [ (1 — €p) o] (3)

Npo

Podemos entonces estudiar dos casos dependiendo del tipo de particulas
que llenan los niveles energéticos:

e Fermiones: sélo es posible n =0, 1, luego
= (T, V, 1) = HH(l—i—e = )

e Bosones: n=0,1,2,..., luego

ETV;IJ HH<1+G p—ep) _|_625(M €p)_|_...)

serie geométrica

:1;[1:[(1—6 “_€P>

Nota: la convergencia de esta serie requiere que:

-1

xp B (—e)) <1 Ve,

luego (suponiendo ¢,_y = 0) implica que el potencial quimico ha de ser
negativo.



Los dos casos:
-0 1 bosones
= _ (n—ep) — +
=(TV,p) = HH (1 6o’ > ’ 0 { —1 fermiones

Se trata de un buen ejemplo en el que la colectividad macrocandnica
es matematicamente mas conveniente que la colectividad candnica, pues
con la primera conseguimos que la funcién de particion factorice. Pero:

e Los factores se refieren a niveles energéticos individuales, no a particulas
como en el gas de Boltzmann.

e El producto es infinito.

Asi el potencial macrocandénico viene dado por:

VP(T,p) =kgTIn=(T,V,pn)

= kT Y In {1 —9 eﬁw—%)}
p o

Pero:

® ¢, es independiente de o, por lo que ) sélo produce un factor g, la
degeneracion del nivel ¢,.

e Para sistemas macroscépicos, valores consecutivos de p estan lo su-
ficientemente préximos para poder sustituir ) por VL3 [dp (salvo
para bosones a bajas temperaturas).

Finalmente:

Vo[ . p—p*/2m
P=— T— In<1— —
V Ogkp 73 /dp n{ Qexp( T

Integrando sobre los dngulos y haciendo x = p?/2mkpgT:

P (T, ) = —wlgm? (2kpT)"' h~? / 42/ 1n [1 —fexp ( vt %)]
0 B

Integrando por partes y usando, A (T) = h/\/2mmkgT, se tiene

P(T, 1) = 2kpTgh—— /ocd o (4)
= - S T
)= 3B NZ exp (xr — u/kgT) — 0




Conviene reemplazar la dependencia en u, por ejemplo por la densidad,

oP 3 2 exp (x — p/kpT)
p=(90) =2
o 3 \/_ exp © — p/kgT) — 0]
Combinando la ecuacién de la presiéon y la ecuacion de la densidad se
tiene la P en funcion de p y T, esto es, obtenemos la ecuacion de estado
para un gas ideal cudntico (sin interacciones).

Otras propiedades se siguen de aqui usando relaciones termodinamicas
familiares. Por ejemplo, se encuentra

u 3 2

que también satisface el gas de Boltzmann, lo cual es notable puesto que
la termodinamica que se obtenga de las ecuaciones del gas ideal cuantico
es bien distinta. En particular, los gases ideales de bosones y fermiones, a
pesar de no involucrar interacciones entre sus elementos, no satisfacen la
definicién de gas perfecto antes establecida, consecuencia de la existencia
de las correlaciones cuanticas ya comentadas.

No es facil obtener ecuaciones de estado explicitas a partir de las ecua-
ciones paramétricas anteriores; en lecciones posteriores veremos cémo

hacerlo en casos particulares. Es relativamente sencillo obtener numéricamente
informacion de dichas ecuaciones. Puede ser interesante saber que puede
escribirse!

A3 o
P =0T + P / dy 52 [0y () — p (¥)

donde ~
¥y (y) = tan™! folny)” 12
o[ a
1 w(w—y)
PP — 1 —
iy [l
1 w(w—y)
con

PV SEEY) Cl

1Hecho, por ejemplo, en M.M. Nieto, J.Math.Phys. 11, 1346 (1970), donde también se trata la versién relativista de esta ecuacién de
estado (ver luego para fermiones).




Como primer método para obtener informacion fisica relevante con

poco esfuerzo, estudiamos la ecuacion de estado para pequenas fugaci-
dades,
z = ekl « 1,

lo que se corresponde con efectos cuanticos débiles. En este limite ten-

emos que:
00 3/2 00 3/2
/ dz ’ = / dr—"
0 exp(x — u/kT)—60  J, et z7l— 0

= / do 232 e 2 (1 — Gze_x)fl
0

= /Ooodx $3/26_$Z(1+96_xz+e_2xz +e)
que conduce a
P = gkgTA 32 (1 + 02752, 4 375/2,2 4 .. >
De la misma forma, se tiene:
p=gA >z (1 102732 £ 37322 4 )

Invirtiendo ésta ultima expresion:

_ _3/9 _ 1 1 _
z=g 'A% [1—92 3267 1A3p + (Z_W>g 2A6p2+---]

y sustituyendo en la serie para P :

52 1 2\ _
P = pkpT [1 — 027527 IN3p + <§ — W) g 2A5p? +]
P = pkpT (1 — 01768 6g ' A%p — 0'0033 g >A°p* +---) (5)

Esta expresién es un desarrollo del virial (esto es, en potencias de la
densidad) caracteristico de gases imperfectos cuya desviaciéon del com-
portamiento perfecto es consecuencia de (débiles) efectos cuanticos mas
que de interacciones.

Vemos en la anterior ecuacion que la primera correccién al compor-
tamiento perfecto tiene signo distinto para fermiones y bosones:



e Fermiones (/ = —1): la presiéon (para valores de p y T dados) es
mayor que la del gas perfecto: es como si existiera una fuerza re-
pulsiva adicional entre fermiones (consecuencia del principio de ex-
clusién en un entorno cooperativo) que desfavoreciese configuraciones
con particulas muy préximas entre si.

e Bosones (0 = 1): la cooperatividad se manifiesta en un efecto como el
que produciria una fuerza atractiva.

Ahora, a posteriori, podemos comentar sobre la validez de esta de-
scripcién. El pardmetro relevante (perturbativamente) resulta ser

143 1 h2 i
S=g Np=gt(—
g Np=g (27rkaT) 2

llamado parametro de degeneracion, y la convergencia del desarrollo exige
que ) < 1 y pequeno. En particular, la aproximacion gas de Boltzmann
se sigue para 0 < 1, esto es,

e para temperaturas altas (dada la densidad), o

e para densidades bajas (dada la temperatura)

Por otra parte, J sera mayor (implicando efectos cuanticos més nota-
bles) cuanto menores sean 7'y p, de modo que los efectos cudnticos serdan
mas notables en moléculas ligeras a T’'s bajas. Es el caso del helio, en
el que los efectos cuanticos llegan a manifestarse a nivel macroscépico.
En el hidrégeno, mas ligero, las interacciones son fuertes y sus efectos
predominan sobre los cuanticos; por el contrario, las interacciones son
débiles en el gas noble helio.

El desarrollo diverge para J grande; el caso de un gas ideal cuantico
fuertemente degenerado que requiere un tratamiento distinto del pre-
sente, y diferenciado para bosones y fermiones, como se hace en lecciones
siguientes.

3. Ntumeros de ocupacion.

En el formalismo de segunda cuantizacién, el valor medio, (n,,) , del
nimero de ocupacién del estado (p,0) de momento lineal p y tercera
componente de espin o es

(npe) =Tr (a;(,apgﬁ)

7



con el operador densidad de la colectividad macrocanoénica

~

p:éexp BZZ p—€p) apaapg

Usando n para designar n,,, la funcién de particion macrocanénica

puede escribirse:
= — H E :eﬁ(u—%)n
po n

> e Blu—e)n] 8B

Pero sabemos que

() = 221 XP Bl )] 0 {Zexpwm—epm}

n

Zexp 1B (1w —ep)n] = {1 — Heﬂ(“_ef’)} ' :

luego
(9 —0 _9 e/B(/’L_Ep)
— _ 5(#7%) —
(Mpo) 3030 In [1 e } 91 Ey
Esto es,
1
<np0> eg(epf/t) —8
Asi
+1 estadistica o distribucion de Bose-Einstein
0 = -1 ” Fermi-Dirac
0 929

Maxwell-Boltz.
Otra funcidn de interés (por ejemplo, en el estudio de semiconductores)
es

eP(ep—n)
1460 (ny,) = e g

que, para fermiones (esto es, n = 0,1 de modo que 0 < (n,,) < 1), repre-
senta el nimero medio de huecos en (p, o)



