Fisica Estadistica

Leccién 4: Sistemas ideales.

e Sistemas ideales.
e Gas de Boltzmann: rango de validez.
e Gas ideal termodinamico.

e Estructura molecular.

1. Definicidn.

El sistema mas sencillo, matematica y conceptualmente, es el sistema
ideal, esto es, una clase de sistemas caracterizados por hamiltonianos de
la forma:

N
H =Y H, (1)
j=1
donde f; es funcién sélo de las coordenadas y momentos de un conjunto
finito (y generalmente pequeno) de grados de libertad, {j}
En el caso cudantico, H; es un operador actuando sobre un conjunto
finito {j} de coordenadas.
Sobreentendemos que los N conjuntos {j}, cada uno de ellos una particula
o molécula, tienen interseccion nula. Esto incluye muchos casos de interés:

e gas ideal monoatémico: {j} involucra las d componentes del momento
de la particula j.

e gas ideal molecular: {j} incluye las d coordenadas de momento del
centro de masas de la molécula j y ademas grados de libertad inter-
nos como rotaciones y vibraciones de los atomos que componen la
molécula.

e solido armonico: las particulas son las excitaciones elementales lla-
madas fonones.



La propiedad aditiva del Hamiltoniano hace que la dinamica del sistema
ideal sea la superposicion de N sub—dinamicas independientes entre si.
De esta forma su tratamiento matematico es especialmente sencillo. Esta
es una de las razones por las que el concepto de sistema ideal interesa en
Fisica.

Los Sistema Ideales no existen en la naturaleza pues cualquier estado
inicial arbitrario es incapaz de relajar al estado de equilibrio. Para que
esto ocurra es indispensable que exista interaccion entre componentes del
sistema.

En muchos casos los Sistemas Ideales son usados como:

e Modelo limite: muy apropiado para estudiar propiedades del equi-
librio en ciertas situaciones reales caracterizadas por interacciones
débiles y una fenomenologia que no es consecuencia de éstas.

e Modelo de referencia: para, mediante desarrollos perturbativos, estu-
diar las consecuencias de las interacciones en situaciones mas reales.

2. Gas de Boltzmann.

Las propiedades de los sistemas naturales sdlo se siguen de analisis mecanic-
ocuantico pero, en ciertas condiciones —a precisar—, bosones y fermiones
no manifiestan de manera decisiva sus diferencias intrinsecas. Ilustremos
esta afirmacion.

Sea un sistema de N particulas idénticas independientes, de modo que
la energia de cada configuracion es:

N
E — Z V) (2)

Jj=1

donde €) es la energia correspondiente al nivel ocupado por la particula
j. En consecuencia, la funcién de particién es

Z:Z...Zexp _5Z€(j) (3)
m® ) j

donde mU) representa el conjunto completo de nlimeros cudnticos que car-
acteriza el estado de la particula j (esto es, las componentes del momento
de la particula, los niimeros cuanticos de rotacion y vibracion, etc.; lo que
llamamos nivel).



Pero la anterior expresion no puede ser la expresiéon general mecanico-
cuantica correcta!

e Por el principio de indistinguibilidad, £ es degenerado.

e Esto es, un valor E puede distribuirse de muchas formas entre las N
particulas.

e 0, dicho de otra forma, una distribucion dada de las particulas en-
tre los niveles ¢, caracterizados por los nimeros de ocupacién ny,
que indican cuantas particulas se encuentran en un nivel de energia
¢, pueden realizarse de N!/n/In;!... formas distintas, todas ellas equiv-
alentes (consecuencia de indistinguibilidad) y correspondientes a la
misma energia total.

Se sigue que todas esas posibilidades hay que contarlas como una y
que, en consecuencia, la funcion de particién es:

Z=) Z”””k exp [—BZE(”] (4)

m) mV)

Sabemos que a temperaturas bajas las particulas tenderan a ocupar
todos los niveles de mas baja energia: luego para la mayor parte de los

niveles: ¢¥) >> 71 = kT = (¥ >> 1, de modo que las exponen-
ciales correspondientes son muy pequenas, y so6lo contribuyen a 7 los
niveles més bajos (sélo éstos son, de hecho, accesibles): en estos caso hay
que distinguir entre fermiones y bosones.

A temperaturas altas el nimero de niveles accesible de hecho (que
contribuyen a Z) crece, ddndose una gran probabilidad de que las N
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particulas se distribuyan entre niveles distintos. Se tiene predominante-
mente n, = 0 o 1, asi pues ny! = 1 para la mayoria de las configuraciones (y
(ng) << 1). Asi podemos olvidar las restricciones de la cuantica referentes
al tipo de particulas (fermiones o bosones) y se tiene

Z:%Z---Zexp [526(‘7)]. (5)
T m®) j

El modelo de particulas indistinguibles definido como aquél que esta
caracterizado por la igualdad resulta tener notable relevancia y lo lla-
maremos gas de Boltzmann.

Ha quedado claro que se trata de un caso limite (comin) de los gases
de bosones o de los de fermiones (o de mezclas de ambos) en el limite de
temperaturas altas.

Recordar que también obteniamos esa contribucién N! cuando realiz-
abamos el limite clasico de una funcion de particién cuantica. De esta
forma muchas veces se identifica de forma natural temperaturas altas
y/o sistema clasico. Sin embargo, cuando la temperatura es lo suficiente-
mente alta como para cambiar la naturaleza de las particulas (por ejem-
plo fusion) hemos de volver a utilizar la mecanica cuantica. Esto ocurre
en algunos sistemas astrofisicos (interior de estrellas) donde es necesario
contar con reacciones nucleares, transformaciones de particulas elemen-
tales, etc. No consideramos aqui estas complicaciones; ver por ejemplo,
R.L. Bowers, J.A. Campbell & R.L. Zimmerman, Phys. Rev. D7, 2278
(1973).

Calculo de la funcién de particion.

Observamos que la funcion de particion del Gas de Boltzmann factoriza
como consecuencia de que sus terminos son independientes:

N

1 .

Z = N H {Zexp {—ﬁﬁ(])] } .

j=1 Um®)

Como las particulas son idénticas, los N factores aqui son iguales, luego
L N

donde

2= Y exp (~fen)
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donde se suma sobre todos los niveles de una particula.
En consecuencia, la energia libre de este sistema es:

A(T,V,N) = —kgTlnZ(T,V,N)=kgTIn(N!)— NkgTnZ, (T,V)
~kgT (NInN — N) — NkgT'In Z, (T, V)
N
— kgTNIn— — NkgT'In Z, (T, V)
(S
= —NkgTln e N"'Z (T, V)]

Calculo de Z;

La energia de una particula en un nivel dado es suma de las asociadas
con el movimiento de traslacion del Centro de Masas y con los grados
internos de libertad (rotacién, vibracién, excitacién electrénica, etc),

€ = €tr + €in-

Es razonable suponer que estas energias dependen de variables difer-
entes (los hamiltonianos correspondientes conmutan) de modo que:

—Pé€tr(in
Zy = Zl,tr : Zl,im Zl,tr(in) - Ze e

m

y pueden calcularse estas contribuciones por separado.

Calculo de 7,4,
En ausencia de campo exterior,

ph o+ P
2m

€tr

donde los valores (propios) permitidos pueden tomarse:

2w h a=1x9, 2
(na) — 27 _ » Y,
Pa* = hpne = T, {7m::QjﬂjiZ“. (6)

suponiendo la particula en una caja ciibica de vol VV = L? con condiciones
limites periédicas. Se sigue que:
h2

~ omL?

Etr (ni + ni + nz)

2
T =3 S exp |~ (4 4 )

Ng Ny N



Por otra parte, la separacién entre valores sucesivos del momento en
sistemas macroscépicos (L — oo) tiende a hacerse despreciable comparada
con el momento térmico caracteristico p;y = /2mmkgT. En efecto,

p —pi Y h

= —
V2mmkgT L\ 2mmkgT L—

En consecuencia, sin menoscabo de la descripcion cuantica, el momento
es aqui una variable continua a todos los efectos practicos, y es licito reem-

plazar las sumas sobre n, por integrales sobre p, —teniendo en cuenta
que dp, = (h/L)dn,:

L3 [ p2 4+ p2 + p?
itr = —= dp, d dp, -z J = 1.
Lt 73 /OO Dz dpy dAp exp( omkpT

0

Estas integrales son gausianas y se tiene inmediatamente:

27rkaT 3/2 _
A=V (T) = VA, A(T)=h/\/2rmkgT.

NOTA:

Se llega al mismo resultado siguiendo un procedimiento estrictamente
clasico. Este hecho es consecuencia de que, al tomar los ps como contin-
uos, hemos olvidado de hecho la cuantizacién. Los efectos tipicamente
cuanticos en el movimiento del Centro Masas de una particula sélo pueden
detectarse si ésta esta encerrada en caja de tamano molecular, pero de-
saparecen para cajas macroscopicas. En definitiva, con alguna excepcion
que veremos, como el caso de bosones cerca del cero absoluto, los grados
de libertad de traslacion de un conjunto de moléculas pueden tratarse
clasicamente. Asi

ga_ 1 / dg dp e PHap)

~ B3NN
Y N
2
g\
' 2m
7=1
se tiene




Pero, dado que H es independiente de las ¢’s, cada integral espacial pro-
duce un factor V y, escribiendo dp'=dp, dp, dp. = Arp*dyp

cl vy = —p?/2mkpT 2 N
Z e drp~dp
0

~ WA
1 V 3/2 N 1 3\ N

Termodinamica del gas de Boltzmann.

La energia libre es

e Z |7
N1> — —NkpT In <e ~ A Zl,in>

A(T,V,N) = —NkgT In (

donde, en general: )
mn
Zlin = Z w exp (_ﬁ>
{€in}

con w la degeneracion del nivel correspondiente.

Veamos cémo se comporta A(T,V, N) en el limite termodinamico.

Puesto que Z;;, se refiere a una particula, no puede depender de V.
Notar que las variables internas (amplitud de vibraciéon de un oscilador,
etc.) caracterizan moléculas aisladas con posicién dada para su centro
de masas, luego toda variacién se restringe a region del tamano de la
molécula, pero no de tamano V.

Las energias asociadas con los niveles correspondientes a grados de
libertad internos, no pueden depender de V, por la misma razdén.

En consecuencia

A(T,V,N)=—N |kgT + kBTln% — 3kgTIn A (T) — aw (T)

donde
QAin (T) = —]CBT In Zl,in (T) .

(Para particulas sin estructura interna, como electrones o moléculas mono-
atémicas a temperaturas a las que sea despreciable la excitacion electrénica,
serd aj, = 0)



Esto es

.. A(T,V,N)
a(Tin) = fim ——5—
=kgT'Inn — kT + 3]€BT111A(T) + Qin (T)

donde n = N/V.

En definitiva, es trivial demostrar que esta magnitud extensiva, A, ex-
iste en este caso (ideal). Las dificultades aparecen al tratar de probar
este resultado cuando los componentes del sistema interaccionan.

Algunas magnitudes termodinamicas:

e Energia libre de Gibbs (entalpia libre): G = Nu= A+ PV.
e Energia interna: U = Ne=A+ TS
e Entalpia: H = Nh=A+TS+ PV

e Presion: P = — (g—{})T = n? (%)T. De donde:
P =n? (k—T> = nkT,
n

Independientemente de los grados internos. Esto nos indica que la
definicion de gas de Boltzmann coincide con la definicion de gas ideal
en la Termodinamica.

e Entropia por particula: s = — (g—%)n. y se sigue de arriba que
_ 1A
s=—kplnn+kp —3kpInA(T) — 3kgT /2\T — a;, (T)

5
= kg §—lnn—31nA(T) —ai, (T) .

Notamos que esta expresiéon no satisface el tercer principio; légico,
pues el concepto de gas de Boltzmann no es valido para 17" — 0.

e Calor especifico (pp) a V cte.: ¢y = (g—;)n. Se sigue de arriba que:

3
e:a+Ts:§l<:BT + ain (T) — T a;, (T)



Esto es, la energia interna es sélo funcién de 7', lo que es otra propiedad
del “gas ideal” en la Termodinamica. Para particulas sin estructura
interna (ai, (1) = 0), este resultado puede interpretarse como que cada
grado de libertad de traslacién por particula contribuye %kBT a la
energia, lo que es un caso especial del principio de equiparticion valido
(s6lo) para sistemas clasicos. Aqui podemos enunciarlo como que,
en el limite clasico, a cada termino cuadratico del hamiltoniano le
corresponde una contribucién %kBT a la energia total. También se

tiene que:

3 "
cv =gk — T ay(T) (7)

esto es, si a;, (7)) =0, cy = cte., lo que tiene dos consecuencias:

— Gas perfecto = gas de Boltzmann sin grados de libertad internos.

— Sélo los grados de libertad internos pueden introducir dependencia
en la T en el ¢y.

-1
e Compresibilidad isoterma: yr = —-V~! (%), = {n (g_ﬁ> }
T

Estructura molecular: calculo de Z;,.

Las particulas de interés suelen presentar estructura molecular que puede
caracterizarse mediante parametros moleculares tales como:

e Momento principal de inercia [;: asociado con cada grado de libertad
f de rotacion de la molécula.

e Frecuencia caracteristica v;: asociada con cada grado de libertad £ de
vibracion.

e Energia de excitaciéon Ae;:asociada con cada estado electrénico j.

Estos grados de libertad internos contribuyen al H, luego a Z;, y, en
consecuencia, a las propiedades macroscépicas. De hecho, esto puede
explicar la observacion de que los gases reales, incluso si muy diluidos,
no satisfacen ley ¢, = %k de los gases perfectos, sino que cy muestra
complicada dependencia en la 7.

En primera aproximacion, los parametros caracteristicos de estructura
molecular son independientes entre si, luego los grados de libertad cor-



respondientes también, y se tiene:

€in = €rot + €vib + €electr
Zin ~ Zrot : Zvib : Zelectr
Qin == Grot + Avib + Uelectr

CVin =~ CVrot T CVvib T CVelectrs

de modo que pueden estudiarse sus efectos por separado.

Pero antes de estudiar separadamente esto efectos, veamos una Propiedad
general de los grados de libertad:

La separacion entre niveles energia consecutivos correspondientes a dis-
tintos procesos dindmicos (asociados con los grados de libertad internos,
por ej.) depende de los parametros mencionados, y puede ocurrir, de
acuerdo con el valor de la temperatura:

ET << separacion : el movimiento térmico no puede inducir las transi-
ciones = la contribucién a a;, (7') es una constante. Lo que implica
que la contribucién a cy;, es cero. Se dice que el grado de libertad
esta congelado.

ET >> separacion :  la energia correspondiente puede tratarse como con-
tinua, y este grado de libertad se comporta clasicamente.

zona de transicidn

Yok =

T

congelado @ clasico

Para caracterizar mas cuantitativamente esta situacion, puede definirse
una temperatura carateristica, ©, asociada con cada grado de libertad tal
que

kp® = separacién tipica entre niveles (8)

localiza una zona de transicion en el diagrama.
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Esta es la forma de la contribucién tipica de un grado de libertad
a Cy (T). Puesto que O suele ser muy distinta para grados de libertad
diferentes, la forma Cy (7)) resultante puede ser muy complicada.

Excitacion electronica

Para tener en cuenta este efecto hay que resolver la ecuacién de Schrodinger
para electrones en presencia de un nucleo positivo , lo que da un conjunto
de estados electrénicos {¢;}, para cada 4&tomo o molécula:

— Bes
Zelectr — § € pei .

estados
electronicos

En la practica, los estados excitados suelen estar tan separados del fun-
damental que son necesarias temperaturas de miles de grados para que
esas transiciones sean probables. Hay que resaltar que esta separacion
es, al menos, un orden de magnitud mayor que la que existe entre niveles
de rotacion y vibracion. De hecho,

Ocxe. ~ 10* — 10°K

luego este grado de libertad esta congelado a temperaturas ordinarias y
puede olvidarse. Mas precisamente, sélo la degeneracién (), del estado
fundamental contribuye:

Zelectr Z e’ = Z 1 = Qy,

estados de estados de
energia cero energia cero

tomando el estado fundamental como cero de energia.

Rotacion

Suponiendo moléculas diatémicas, pueden imaginarse rotando alrededor
de un eje equidistante a las dos masas:

m,;
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La ecuacion de Schrondinger correspondiente da lugar al espectro de
energias
h?

€rot =— 77

21

cada uno con degeneracién () = 2j + 1, donde I = uri es el momento de
inercia del sistema, con r; la distancia de equilibrio entre las masas y

jG+1), =012,

1= 122 ]a masa reducida de los nicleos.
mi-+meo
En este caso,
O —h2
rot —
21kp’

que generalmente tiene valor relativamente pequeno (ver luego), de modo
que este grado de libertad suele contribuir clasicamente, con %kB, a tem-
peratura ambiente.

Sélo consideramos aqui moléculas lineales (lo que incluye todas las
diatémicas), en las que las posiciones medias de todos los atomos caen
en la misma recta. Entonces, pueden ser simétricas respecto del centro
de masas (O, Ny, HC=CH) o asimétricas (HCIl, CO, N,0).

Conviene distinguir dos casos:

Moléculas heteronucleares:

Se tiene:

f; 2j + 1) exp [— @}‘“ i+ 1)] . (9)

Esta suma no es facil de calcular en general, pero puede aproximarse
puesto que O,,¢ €s muy pequena (esto es, la separacién tipica entre niveles
es pequena comparada con kpT). Asi aproximamos la suma por una
integral:

Z = / dj (2j+1)exp
0

Y= (] +1)
hac1end0{ dy — 1

> Oro T
:/0 dy exp [_ Tt y] -5 T >> Oyt (10)

12



Para mejorar lo anterior cuando la temperatura no es tan alta, digamos
T > O, puede calcularse Zj usando la féormula de Euler—-MacLaurin:

St = [ @ dar

1 1 / 1 n 1 v
+§f(0)—ﬁf (0)+ﬁof (O)_Mf (0) + ...

donde, haciendo f (j) = (2j + 1) exp [—% j(j+ 1)} se sigue la férmula de
Mulholland (para moléculas heteronucleares):

T 1 1 @rot 4 < @I‘Ot

Zrot -

@mt+§+1_5 T "315\ T

cuyo 1° término coincide con la aproximacion clasica . De aqui se tiene
para el cy :
1+i @rot 2+1_6 @rot 3+ .
45\ T 945 \ T

En el otro limite, T' << ©O,q, es suficiente considerar los primeros
términos:

2
) e Tz

CVirot = kB

oot = 1+ 3e20/T 1 50-00/T

y se tiene usando unicamente los dos primeros términos:
2
@rot -
CVrot = 12k (T € 26/T

donde la tendencia exponencial hacia cero para 7' — 0 responde al hecho
de que el grado de libertad tiende a “congelarse” a bajas temperaturas.

Moléculas homonucleares:

Notemos que en estas moléculas son indistinguibles las orientaciones que
difieran en 7, de modo que Z ha de dividirse por 2. En consecuencia,
puede introducirse el niimero de de simetria ¢ (¢ = 1 para moléculas
heteronucleares y 0 = 2 para las homonucleares) y tenemos

T

)
o @rot

ch

rot —

T >> Opot
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Se sigue que:

T
vot = —kgT InZ%, = —kpT In [ ——
firot b " rot b n<0_ @rot>
rot = — =kp In| ——— kT ————

T
=kp In{ —— k
b H(U ®rot> i b

€rot = Qrot T TSrot — kBT
8erot

CVrot = oT - kB-

Esto es, en esta aproximacién clasica (T >> ©.), ¢y tiene el valor que
predice el Teorema de equiparticion, 2 x %kB. Por otra parte, o no afecta
a cy, de modo que no se manifiesta diferencia alguna entre moléculas
lineales (simétricas o no) en esta aproximacion.

Pero a temperaturas bajas, no todas las orientaciones son posibles, se
acoplan los estados rotacional y nuclear, luego hay que tener en cuenta el
caracter fermionico o bosonico de las particulas, y el tratamiento de las
homonucleares o simétricas no es tan sencillo. Estudiaremos luego este
caso asi por ejemplo, el hidréogeno puede presentarse en dos estados, orto

y para.

Vibracion

El movimiento de vibracién en moléculas poliatomicas, si las amplitudes
son suficientemente pequenas como para despreciar la contribucién de
los términos anarmoénicos, se puede describir como superposicion de 7
osciladores armoénicos independientes con frecuencias caracteristicas v;.
Notemos: Si n es el nimero de atomos en la molécula, se tiene:

| 3n—5, moléculas lineales
T= 3n— 6, en otro caso

En efecto, una molécula lineal puede girar en planos (z,y) y (z,2) y
alrededor del eje z. Pero esta iltima rotacién no altera la posicion de
los n atomos (sé6lo involucra el movimiento de electrones en los atomos,
o rotaciones del nitiicleo sobre si mismo, que se tratan adecuadamente
al estudiar los estados electrénicos y los espines nucleares). Luego sélo
se necesitan 2 coordenadas (angulos rotacién en z e y) para orientar la

14



molécula lineal: de las 3n coordenadas, 3 se refieren al CM y 2 a rotaciones
(3 si la molécula no es lineal), quedando 3n—5 (6 3n—6) para vibraciones.
En consecuencia,

n
1
Evib:Z (§+Tz> hVZ', 712071,2,...

1=1

de donde .

U
Zyib = H Ziy  Qyip = Z a;
i=1 i=1
La temperatura caracteristica para cada vibracién se define ©; = hy; /kp.
Z; se calcula luego (tratamiento sistematico de osciladores arménicos). El
resultado es
Cy; = k)Bg (@Z/T) ,
donde € es la funcion de Einstein, tal que cy; — 2 x %kB para T — oo,.
Algunos valores ilustrativos de © en K:

molécula | O, Ovib
H, 85’4 6210
D, 42°7 4300
ClH 15°2 4140
Ns 2’86 3340
CcO 2°77 3070
962 (x2) . .
COy | 1900 O:_élﬂegl'
3400
2294 —> no lineal:
H,0O | ... 5180 H ' H
5400 O
Cl, 0’35 810
I, 0’05 310

En definitiva, de unos pocos parametros (obtenibles con espectroscopia),
pueden predecirse con detalle las propiedades macroscopicas asociadas
con la estructura molecular. En general las predicciones son acordes
con la observacién. Las discrepancias son debidas a que la aproximacién
armoénica es incompleta y se han de incluir términos anarmonicos que
causan distorsiones a temperaturas altas. También hemos supuesto que
el momento de inercia es independiente de la temperatura lo cual no es
cierto del todo.
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Aplicacién de la macrocandnica

Veamos ahora un par de sencillas y curiosas aplicaciones de la colectividad
macrocanénica. Construyamos primero un modelo de gas ideal.

Sea un sistema con N particulas idénticas, indistinguibles, que no in-
teraccionan entre si.

Su funcién de particiéon es (ya lo hemos visto):

[z (v, )"

N! ’
donde N! es consecuencia de que las particulas sean indistinguibles, y Z;
es la funcién de particion de una de las particulas.

ZIn(V,T) =

Puesto que suponemos que las particulas son indistinguibles, se supo-
nen que no estan localizadas (de otro modo, podrian distinguirse por
localizacién) luego una particula se puede colocar en cualquier lugar del
recipiente de volumen V, luego es légico suponer que Z; <V :

Z1(V,T) =Vf(T)

(de hecho, se ha comprobado esto en gas de Boltzmann).
Se sigue que la funcién de particion macrocanodnica es:

_ - > V(Y
2w.r) =Y Mzy =Y DL — g vy @),
N=0 N=0 '
asi:
T
P = kvln: = 2kgTf (T) (11)
N:z%ln::sz(T) (12)
y, combinando:
PV = NkgT

esto es, la ecuacion de estado es independiente de forma de f (7)), y por
lo tando el concepto de gas ideal es muy general.
De pasada, notamos otras propiedades de este modelo:

e Notando U = —%IHE y 0/08 = —kpgT?*9/0T, y eliminando luego z uti-
lizando la ecuacion de estado, se tiene:
0
U= +kBT2(9_T 2V f(T)] = 2VEkgT*f' (T)
S (T)

= Nk T
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de donde

/ 2.1 2 r12
Cy = gg Nkg f2Tf+f§2f 7
! 2 no__orr2

de modo que la forma de f (7T') es esencial para Cy.

e En casos sencillos, es f (T') o T%, luego:

UIOé(NkBT), CV:&(NkB).

e También

PV:Nk:BT:g — P=—-——=
o aV

esto es, la P es proporcional a la densidad de energia, con constante
de proporcionalidad 1/a, lo que es bien conocido para el gas ideal
no-relativista con a = 3/0 y para el gas relativista extremo con a = 3.

Modelo ideal de sdlido.

Sean N particulas iguales, pero localizadas, e independientes.
La funcion de Particion es

Zy (V.T) =2 (V,T)]"
donde ahora 7; ha de ser independiente de V' y escribimos:
Z1(V.T) = (T).

La funcién de particion macrocanénca es ahora:

=(V,T,z2) Z Ny ( VTzzw N =1 —z2p (M),
N=0
cuya convergencia requiere que zp (1) < 1.
Tenemos:

0 0 1 0 zZQ
—zzn ,zzlrl1 p zzn( z2p) =

1—2zp
y, despejando z :

(T)= s ~1+0()

z = — ~ —

4 N+1 N

17



luego

1
z 0~ —
¥
También se sigue otra informacion con facilidad. Por ejemplo:
kT kT In N
P="E= -l - 2p) = kBTHT

esto es, la Pss1id0 — 0 en el limite termodinamico, como habria que esperar.
Por otra parte,

0 0 zkpT?' (T)
U=kpT?—InZE=—kpT’—In(l — zp) = .
=oar ™t sl gpin(l=20) = 571
Haciendo aqui z ~ 1/p y 1 — zp ~ 1/N, se tiene la densidad de energia:
/
T
E ~ kBTQSD ( )
N  (T)

En la misma aproximacion,

A In N

S o' (T) In N
N _lncp(T)%—Tgp(T) + 0 (T) :

Como aplicacién de esto, estudiamos ahora el problema del equilibrio
entre un sélido y su vapor.

Equilibrio vapor—sdlido.

Sea un sistema de N particulas en una vasija de volumen V; hay un com-
ponente tinico que puede presentarse en fases sélido y vapor, en equilibrio
a temperatura 7.

Las fases libremente intercambian particulas y hemos de exigir igualdad
de sus fugacidades.

e Para el vapor, tennmos:

Nvapor
Zvapor — 7 7 -
P Vvaporf (T)

e Para el sdlido: .

Zs6lido = m

18



Luego, igualando:
Nvapor o f (T)
Vvapor - ¥ (T) '
En consecuencia, si N = Nyapor + Nsslido, 1a condicidon necesaria para la
formacion de fase sélida a partir del vapor es que:

(14)

T T
N > Nvapor = Vvaporf( ) = Vf( )7
o) ()
pues V ~ Vi,por cuando empieza a formarse la nueva fase, esto es:
N _f(T)
V= o(T)

Si definimos la temperatura de transicion, Ti,ans. mediante:

f (Ttrans.) o N

2 (ﬂrans.) - V7

la condicion anterior puede expresarse:
T S Ttrans.-

Hemos llegado a una sencilla (y familiar) caracterizacién del cambio
de fase vapor — sdélido: una vez que estén presentes las dos fases (esto
es, se verifique la condicién anterior), el nimero Nyapor tendra un valor
determinado y el resto de las particulas, N — Ny,por, constituye la fase
solida.
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