Fisica Estadistica

Lecciéon 3: Introduccion a la teoria de los cambios de fase: teoremas de
Yang y Lee.

e Introduccion.
e Ceros de la funcién de particion.
e Teoremas de Yang y Lee.

e Consecuencias. Cambios de fase.

1. Introduccion.

Para que un sistema permanezca en una fase (estado homogéneo de equi-
librio), es condicién necesaria que la ecuacién de estado satisfaga los
criterios de estabilidad. Asi por ejemplo para un fluido simple se ha de

cumplir:
oP
(5), < v

Si se satisfacen esos criterios, la homogeneidad del sistema es estable
tanto frente a perturbaciones externas como internas.

Pero la naturaleza de algunos sistemas es tal que estas condiciones
dejan de verificarse para ciertos valores de (por ejemplo) T, llegando un
momento (al ir variando el estado del sistema) en el que

(),

Esta situacion se detecta experimentalmente con facilidad pues, a partir
de ese estado, el sistema comienza a separarse en dos fases que coexisten
en equilibrio, por ejemplo, una fase liquida y otra vapor (recordar la
divergencia de las fluctuaciones en el punto critico).

Se dice que el sistema sufre un cambio de fase o que hay una transicién
entre fases.



El estudio experimental de estos cambios de fase nos ha ensenado
que vienen asociadas, casi por definicién, con discontinuidades, divergen-
cias u otros comportamientos no—analiticos de ciertas magnitudes ter-
modinamicas tales como calores especificos y susceptibilidades.

Por ejemplo, en la transicion liquido—vapor diverge la compresibilidad

isoterma,
or\ 17"
k== (%),)

lo que se manifiesta en la opalescencia critica.

Estas situaciones son muy interesantes en todas las ramas de la fisica
actual (y en otras disciplinas). En este momento no nos interesa la
fenomenologia asociada sino:

e En qué condiciones el formalismo de la Mecanica Estadistica, sin re-
currir a modelo concreto alguno, es capaz de dar cuenta de un cambio
de fase .

e Cuando es capaz (si lo es) de reproducir esos comportamiento no-
analiticos que las caracterizan.

Este es, esencialmente, el contenido de la teoria de Yang y Lee de la que
vamos a ver sus puntos mas importantes y algunas de sus implicaciones.

2. Una duda razonable.

En principio seria razonable pensar que el formalismo desarrollado pudiera
no ser capaz de reflejar el fenomeno de los cambios de fase. De hecho,
vamos a ver c6mo el formalismo mas general no los refleja (lo que pondra
en evidencia que sélo el caso V — oo es fisicamente relevante).

Supongamos, por ejemplo, un sistema clasico de N particulas confi-
nadas en un volimen V' descritas por el hamiltoniano:

H =Ho+ VU (1,...,N)

con

e Hy=> Lo es la energia cinética de las particulas libres.

v 2m
e U es la parte de energia potencial que suponemos solo depende de las
posiciones y puede escribirse U = ) ._.¢;; con g;; potenciales (efec-
tivos) entre dos cuerpos.
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La funcion de particién candnica, una vez realizadas las integraciones
sobre los momentos, es

1 — — — LW
ZN(‘/,T):W/dT’ldTNe B s A:\/h2/2ﬂ'kaT,
que tendra buen comportamiento en sus argumentos y es real y positiva,
Zn >0 VN (y tomamos Z; = 1 por convenio). De aqui puede escribirse la

colectividad macrocandnica:

E(zV.T) =) NZy(V,T), z=etT
N>0

La presion y el volumen especifico vienen entonces dados por:

1
BP = VlnE(z,V,T)

1 0 1
- = —In=Z(2,V,T)| .
v Olnz [V ( )]

Son una ecuacion de estado paramétrica del sistema con parametro z.
Notemos que hemos utilizado que v = V/(N) es aqui un parametro in-
dependiente de V. La segunda ecuacién se sigue entonces de que (N) =

—1_0—
ElSEy f=n=(N)/V.

En este contexto nos preguntamos, desde un punto de vista puramente
matematico y general, por el comportamiento de P = P (v) para un valor
fijo de V.

Empezamos notando que, para moléculas reales en un V fijo:

e Existe un limite superior para N, N,,, esto es, un niimero maximo de
particulas que puede empaquetarse en V, debido al niicleo fuertemente
repulsivo de los potenciales reales.

e Se tiene en la practica que N,, x V/o?, donde o es una medida de ese
ntcleo (por ejemplo, el radio de la esfera dura).

En consecuencia,
Zy(V,T)=0, N >N, (V)
esto es, esos estados tienen una energia infinita) y, a todos los efectos
practicos, = es un polinomio en z de grado maximo N,, (V) :

Nm
22V, T) =Y 2NZy(V,T)
N=0
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cuyos coeficientes son definidos reales y positivos. Notemos que estos
coeficientes s6lo pueden determinarse conociendo ¢ (si sabemos calcular
la integral Zy). En lo que sigue, determinaremos propiedades generales
importantes sin llegar a determinarlos.

Sean
Zk:Zk(‘/?T)? k:1727-"7Nm

las N,, raices de la ecuacion algebraica:

zm: Zn (V,T) 2N =0. (3)

Se tiene que:
® 2. dependen de V' y T, pues las Zy tienen esa dependencia.

e 2, son generalmente niimeros complejos y, si reales, han de ser nega-
tivos: no puede satisfacerse la ecuacién anterior con z real y positivo
pues los Zy son reales y postivos.

e 2, han de distribuirse en el plano complejo con simetria respecto del
eje real: han de aparecer necesariamente por parejas, esto es, z; y su
complejo conjugado z;.

e Podemos escribir = en funcién de sus ceros:

Np,
Z
=(z,V,T) = 1—— > 0
v =T[(1-2). =>0

k=1

donde los ceros no pueden estar en la parte positiva del eje real.

Pero los ceros de = son los puntos singulares del potencial termodinamico,
%lnE (z,V,T), y, en consecuencia, de P y de 1/v.

Luego, tanto P como 1/v, son funciones analiticas de z en una regién
del plano complejo que incluye el eje real positivo y, en consecuencia,

P es funcion analitica de v en una region del plano v-complejo que
incluye el eje real positivo.

Notar que, dado su significado fisico, los pardmetros v y z = ¢//*T son
definidos reales y positivos en Fisica, luego

la presién o cualquier otra magnitud, que siempre puede obtenerse
a partir de ésta en la colectividad macrocanénica, NO puede presentar
comportamientos no-analiticos fisicamente relevantes, como los que car-
acterizan a los cambios de fase, para un valor finito de V pues no hay
entonces singularidades en el eje real positivo.



Antes de ver en qué condiciones pueden aparecer singularidades, nota-

mos:

e Lo anterior es extensible a sistemas cuanticos:

— Las relaciones entre P, v, Zy y = son independientes del tipo de
mecanica que satisfacen los constituyentes.
— La forma de 7y difiere, pero siguen siendo validas las propiedades
generales necesarias:
* El hamiltoniano H es el mismo, salvo que p; se interpreta ahora
como el operador momento de la particula .
% El nicleo esfera rigida en ¥ requiere ahora que se anule cualquier
funcién propia de H si las moléculas se solapan.
* Se tiene (por ejemplo; hay ahora otros formalismos):

Zy (V,T) = /dﬁ...diZw; (1..N)e "4, (1...N)

que también satisface las propiedades requeridas.

e /y >0VNy Zy =1, luego (Vz real y positivo, el rango fisico), = =
1+...>21y

(1]

In=> 0.

P =

<|~

e Como consecuencia de la definicién de N,,, el volumen especifico minimo
(debido a la impenetrabilidad de las moléculas) es finito:

V V
>

v =

e Hemos visto en teoria de fluctuaciones que

oP\  kgT1  (N)’
<%)VT -V U<(N — (N>)2>7 @

que es necesariamente < 0, como requieren los criterios de estabilidad

para valores finitos de V.

e En definitiva,

P Z O el sistema se encuentra en una
8P/8'U <0 ——> | fase bien definida, siempre

ausencia de singularidades la misma por todo el eje real



Conclusion:

Para un sistema, sea clasico o cuantico, con V finito, por grande que
éste sea, el formalismo general de la Mecanica Estadistica implica una
ecuacion de estado P (v) —o bien H (M) si se trata de un sistema magnético,
etc.— con buen comportamiento en el eje real positivo.

Ademas, el sistema ha de encontrarse, para valores dados de V y T,
en una fase bien definida a lo largo del eje real positivo, no pudiendo
aparecer en éste un cambio de fase o coexistencia de fases.

Pero sugiere que podria tenerse 0P/0v ~ O (1/V) en alguna regién del
diagrama termodindmico, de modo que JP/0v seria ciertamente pequena
para un sistema macroscopico, para el que V ~ O (1024) tipicamente, y se
seguiria P practicamente constante (en escala macroscépica), tal como se
observa en una coexistencia de fases en el laboratorio.

Es decir, se plantea la posibilidad de que el formalismo refleje cam-
bios de fase sélo en el caso de sistemas macroscépicos que, como vimos,
requieren ser representados en este contexto con la condicion V — oo
(para evitar influencia de las condiciones en los limites o efectos super-
ficiales). Mas explicito, los modelos han de considerarse en el limite
termodinamico:

V — o0, N — oQ, N finito e igual al volimen especifico dado.

En estas condiciones, la ecuacién de estado paramétrica es:

: L.
ﬁP:V]E;I;O {VIHH(Z,V,T)] (5)
1 , 0 J R
szh—rgo{alnz [VIHH(Z’V’T)]} X

donde el limite ha de entenderse en sentido estrictamente matematico;
en particular, las operaciones limite termodindmico y 0/0z pueden no
conmutar.

;,Como es posible que, en el limite termodinamico, puedan aparecer cam-
bios de fase?

Supongamos que, para V finito, los ceros de =(z,V,T) estan distribuidos
en el plano complejo (sin caer en el eje real positivo):



X > Re z

V finito

> Re 7
% \
%

X Z

X 0

Sabemos que, para potenciales muy generales el nimero de ceros, N,, x
V/o?® o, al menos, crece con V, y que los ceros son z, = 2, (V,T), de modo
que se moveran continuamente por el plano z al variar V.

Esto es, al crecer V, la distribucion inicial de ceros se va haciendo mas
densa. En estas condiciones, puede ocurrir que, para V — oo, acabe
eventualmente haciéndose continua, de modo que aparezca un punto z
de acumulacién de ceros en el eje real, es decir, una singularidad esencial
aislada: que se corresponderia con un cambio de fase a temperatura T
tal que z, = et/¥1c

Recordar que un punto de acumulacién de ceros sélo puede conducir
a:

e una funcién idénticamente nula, que no es nuestro caso, o

e una singularidad esencial aislada como, por ejemplo, la funcién sen (1/z),
para la que z = 0, es el limite de la sucesién de ceros z = 1/nw



(n=+1,42,..)

(Por el contrario, tan (1/2) tiene polos en los puntos z = 2/nm, n = £1,43, ...,
y, por tanto, z = 0, es un punto de acumulaciéon de la sucesién de polos,
es un punto singular esencial no aislado.)

Sea una region R en el plano z que contiene un segmento del eje real
positivo libre de ceros de =(z, V) para cualquier valor de V. En consecuen-
cia, P> 0y 0P/0Ov <0 en R, de modo que el sistema se encuentra en una
fase homogénea tnica por todo R.

Si admitimos la posibilidad indicada anteriormente, podriamos definir
varias regiones R, R',... de este tipo, sin solapamiento entre ellas, cada
una correspondiente al sistema en cada una de sus posibles fases:

R R’

N
N ke

Los cambios de fase se corresponderian al paso de una region a la otra,
de modo que para estudiarlos sélo tenemos que analizar la ecuacién de
estado al variar z a lo largo del eje 2z pasando de una region a otra.

Esta es la idea fundamental de la teoria de Yang y Lee, idea que esta
contenida esencialmente en dos teoremas:

3. Primer Teorema de Yang y Lee.
Primera parte:

Existe la funcion limite

Fo(5.T) = BP (2,T) = lim <%mz> (7)

V—oc0

Vz real y positivo, y este limite es independiente de la forma del sistema
(por supuesto, excluyendo casos patolégicos en los que la superficie crece
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mas rapidamente con el V que V?/3).

Este resultado ya ha sido demostrado en estos mismos términos en
otra leccién bajo condiciones muy generales sobre el potencial, asi que
suponemos que el teorema ha sido ya demostrado.

e Notar que, de hecho, esto se ha demostrado por etapas: para po-
tenciales estables y moderados, 3 la energia libre a (v,T) en el limite
termodinamico y es convexa en v.

e como corolario, se sigue que 3 la presién canénica P = — (da/0v), en
el limite termodinamico.

e independientemente, se ha establecido la igualdad entre las funciones
candnicas y las macrocandnicas en el limite termodinamico.

e Se sigue asi la existencia de F, y su independencia de la forma.

Segunda parte:

F (2,T) es una funcién continua monétona creciente de z (ademas de ser

real y definida positiva)
El que F, (z) sea creciente en z es consecuencia de la definicién anterior

y de que la relacion
Np,
=(z,V) = Z N2y (V)
N=0

es valida, por definicion, VV.
Para que F (z) sea funcién continua de z sélo nos falta probar que su
derivada (logaritmica) permanece acotada VV :

0= 0 N
p— =z 1+ 221+ 222+ ..) =271+ 22°Zr+ ... = >, N2NZy
0z 0z N=1
Zn>0 N, N,
< N, Z ZNZN < N, (1 + Z ZNZN> = N,,=
N=1 N=1
8 11 — 11 8E<Nmporej1 tV t <
—In=Z)=——2—< — " =" —const — = const —- < o0.
Olnz \V VZE 0z V V o3 o3

4. Segundo Teorema de Yang y Lee.

Sea una region R del plano complejo z, tal que incluya un segmento del eje
real positivo y no contenga ceros para cualquier V (incluyendo V — o).
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Se sigue que, Vz € R, la funcion
1
F(z,V)= v In=(z,V) (8)

converge uniformemente para V' — oo hacia un limite que es funcién
analitica en R. Mas aun, las operaciones

0 .
im
Oln z V —00

conmutan en R
Para demostrar este teorema es necesario probar un lema previo que
esta demostrado en el articulo original de Yang y Lee:

Lema:

Consideremos la serie

donde |h;(V)| < Ac~! con A, o constantes. Supongamos que

lim Sv(Z)

V-0

existe para todo z € [—0,0] € R. Entonces:

e (a) El limite en V de los coeficientes existe: limy_,o (V) = b;(c0)

e (b)

: _ l
lim Sy (z) = zz:o: by(o0)z

V|z| < 0 y la serie es convergente en ese dominio.

A partir de aqui es muy sencillo demostrar el segundo teorema de
Yang y Lee. Esto es, tenemos que demostrar que F'(z,00) es una funcién
analitica para todo z perteneciente al dominio R que con contiene ningun
cero de la funcion de particién.

Prueba del Teorema 2:

Tomemos un punto 7 en el dominio R perteneciente al plano complejo y
dibujemos un circulo con centro en 7 y radio ¢ de forma que en el circulo

10



y en su interior no existan ceros de = (z,V). Asi

E(Z,V)=ﬁ<1§i>=ﬁ(1£>g_z

i=1 i=1 Yi

donde hemos realizado el cambio de variables y = z—n y ahora |y;| > o > |y|.
Asi obtenemos:

F(z,V):%lEzV Zl + 21 (1__>

si desarrollamos el segundo término obtenemos la serie:

o0
= E blZl
=0

donde
M

1Ly 1 1
= — InZ by = —— —
V;nzi U vz;yg

7

Vemos que
M 1

Vol

puesto que M/V estd acotado y [ > 1 tenemos que || < Ac~!. Ahora
podemos aplicar el Lema y acabamos de demostrar que F(z,V) tiene

b < —

limite, existe y la serie es convergente cuando V — oo en ese dominio.
Esto es, F' es una funciéon analitica en ese circulo.

Podemos iterar el proceso tomando un punto del interior del circulo
como centro de un nuevo circulo que no contenga ningin cero de la
funcion de particién y podemos ir extendiendo y probando la propiedad
de analiticidad de F' para todo el dominio R con lo que demostramos el
teorema.

Algunas consecuencias:

Para acabar de entender el alcance de estos teoremas, recordemos que
una fase del sistema puede definirse como una coleccion de estados corre-
spondientes a valores de z contenidos en una region R como la del segundo
teorema.

Para esta fase, el Teorema nos dice que F'(z, V') converge uniformemente
para V — oo hacia F (z), y esto implica que uno puede intercambiar las

11



X

% o » Re 2
|
4 ¢

X
P in P(v)
A A A

Re z Re z v

operaciones limite y derivada en la ecuaciéon para 1/v, y se sigue que la
ecuacion de estado paramétrica del sistema es:
1 0
v(z) (9lnzF°o (2)
Vz € R, esto es, para la fase en consideracion.
La continuidad analitica de estas funciones en R implica evidentemente
que el sistema ha de encontrarse en toda esa regién en una fase unica.
Pero existe la posibilidad de que ocurran cambios de fase, esto es, de
que aparezcan singularidades en esas funciones, si movemos la variable z
mas alla de los limites de R (en particular, siguiendo el eje real positivo
para cenirnos a valores fisicos de z) y nos encontramos con un punto de

P(2) =kTFy (2),

acumulacién de los ceros z;.
Veamos las posibilidades mas sencillas de este tipo que pueden presen-
tarse:

e Eje real positivo limpio de ceros para R finito, luego puede que no se

12



presenten singularidades para V' — oo, y podamos tomar R como se
indica:

Como vimos, esto quiere decir que el sistema se encuentra en una fase
Unica Vz y V1 que se corresponde con esta situacion.

En este caso, P(z) y 1/v(z) tienen un buen comportamiento y, elimi-
nando z, se tendran isotermas con pendiente negativa: Experimen-

x ¥ "
X
X
]
4 X
X
P 1w Pv)

rd rd
0 Re z 0 Re z

A\
\j

talmente, esto ocurre para 17" > T, donde la T critica puede coincidir
con 0K si el sistema no presenta cambio de fase.

e Pero puede ocurrir que uno de los ceros z; (V) se aproxime a z; en el
eje real positivo para V — oo. En este caso, hay que distinguir dos
regiones R; y Ry que no pueden contener ceros: Se sigue de los teo-
remas de Yang y Lee que el sistema puede presentarse en dos fases,
para z < 2y y 2 > 2z, respectivamente.

13



P 1w P(v)

una u otra

Y
Y

Vg

P (z) ha de ser continua en z = z;, como consecuencia del primer teo-
rema, pero su primera derivada, 1/v, puede ser discontinua: Eliminando
z entre las dos ecucaciones se sigue P (v) con la forma indicada en el
grafico anterior.

A este tipo de cambio de fase se le llama de primer orden, con una
regién (vp,vs) de coexistencia de las fases.

Esta situacion la presentan tipicamente los fluidos para 7' < T¢.
Notar: Si hay cambio en el volumen especifico, tal como se implica en
este caso, ha de ser tal que 1/v(z) crezca cuando z aumenta pasando
por zj.

En efecto, de las relaciones discutidas al estudiar el formalismo macro-
candnico, se tiene:

] o o 4] - 52

dlnz |v(z) T Olnz |Olnz \V %
luego, si esta derivada es positiva, ha de ser:
1 1
> .
v(z04+0) ~ v(z—0)

Puede también ocurrir que la singularidad entre R; y R, sea de tal nat-
uraleza que 1/v, y la primera derivada de P (v), permanezca continua
pero la segunda, 9°P/0z?, presente discontinuidad: No hay entonces
valor alguno de v que corresponda a la coexistencia de fases, como
indica el tercer grafico en la figura anterior, y se tiene un cambio de
fase de los llamados de segundo orden o continuo.
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e También puede ocurrir en la practica que alguna de las derivadas de
P (v) diverja en z; sin problemas en la derivada previa (por ejemplo,
la aparicién de un denominador z — z)):

— seria entonces ambiguo clasificar el cambio de fase por su orden.

— Una situacién de este tipo puede presentarse en la transicion A\ del
He*.

e Otra posibilidad algo complicada consistiria en la presencia de dos
(o mas) puntos de acumulacién de ceros: Habra que definir varias
regiones, R, Ry, R3,... correspondientes a distintas fases del sistema.
2y corresponderd a la coexistencia de dos fases, z| a la de otras dos, etc.
Puede ocurrir que 2 y z| en el ejemplo anterior lleguen a confundirse
en algunos sistemas para cierta 7' y tendremos entonces la coexistencia
de tres fases (ej, vapor, liquido y sélido) en z = z, = 2z, de modo que
éste es un punto triple.

En definitiva, hemos mostrado que:

e El formalismo general de la Mecanica Estadistica, en particular, la
ecuacion de estado paramétrica puede explicar el interesante fenémeno
de los cambios de fase, incluso a partir de un hamiltoniano H = Hy+ ¥
tan general como el considerado.

e Los cambios de fase estan asociados con singularidades en el eje real
positivo en el limite termodinamico.

e La naturaleza de la transicion esta intimamente relacionada con la
naturaleza de la singularidad.
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e Notemos que no puede demostrarse que las posibilidades que hemos
enumerado sean las tnicas:

— Por ejemplo, podria ocurrir que al acercarse los ceros al eje real
para V — oo no lo hicieran hacia un punto unico, sino hacia un
segmento. Todavia se tendria un cambio de fase desde un punto
de vista matematico en este caso, aunque la interpretacién fisica
de tal anomalia seria comprometida.

e Pero los resultados conocidos se acomodan bien al esquema anterior.

La teoria de Yang y Lee, que data de 1952 (su importancia histérica se
hace evidente al notar que no se contaba entonces con evidencia rigurosa
y general alguna en mecanica estadistica del fenémeno de los cambios de
fase). INo puede decirse que haya tenido un desarrollo espectacular, a
pesar de su generalidad y sencillez, pero es util y ha tenido interesantes
consecuencias.

Utilidad:

En principio, es capaz de determinar la forma de los diagramas ter-
modinamicos, lo que tiene gran interés tedrico y practico. Por ejemplo,
recordemos el diagrama del He* :

AP

solido
liquido, He II

puntos triple ) punto critico

liquido, He II

> T

Se sigue de lo anterior que esas curvas de coexistencia son el lugar
geométrico de las singularidades esenciales aisladas 2, (7) o, mas concre-
tamente, P (z), al variar 7.

En consecuencia, del conocimiento de la funcién 2, (7) se seguira infor-
macion muy completa acerca de los cambios de fase en el sistema.
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e Por ejemplo, al variar T para que z,(7T') describa la curva de presién
de vapor, llegara un momento en el que la singularidad desaparecera,
indicaAndonos que se ha sobrepasado un punto critico

e Por otra parte nunca desaparece la singularidad cuando 2, (T') describe
la curva de fusion, indicando que la transicién liquido—sélido no tiene
punto critico.

Lamentablemente, no es facil en la practica determinar z, (7)) —puede
ser tan complicado como calcular la funciéon de particién—, pero puede
hacerse en algunos casos:

® Problema: Calcular la distribucién de ceros para el modelo ferro-
magnético de Ising en una dimensiéon. (Usad, al menos, la colec-
tividad macrocandnica para campo nulo e interacciones entre vecinos
proximos.)

e Se llega con facilidad a que los ceros se encuentran en

2 i { n=e?"

z=1m¢€ 2%k—1)7

cosf = —n*+ (1 —n?) cos <

con k=1,2,..., N, N = nimero de espines en el sistema, y J = magni-
tud de la interaccién entre ellos.

Para N — oo, esta distribuciéon se hace continua formando una especie
de herradura: que sélo se cierra sobre el eje real para n = 0, esto es,

Im z

~
e

Re:z

para 7' = 0K, lo que implica que este sistema unidimensional sélo pre-
senta transicion desde un estado paramagnético a otro ferromagnético
en el cero absoluto.

17



e Teorema de Lee: Si la energia de la interacciéon entre dos elementos
es +0o cuando ocupan el mismo nudo de la red y es < 0 en otro caso,
todos los ceros de la funcién de particiéon se encuentran en un circulo,
en el plano complejo, con centro en z = 0.

Consecuencias:

Elijo mencionar ciertos resultados obtenidos desde 1978 por Fisher y
otros, incluido Miracle que relacionan la forma de la distribucion de ceros
con el comportamiento observable del sistema. Ver, por ejemplo,

e ML.E. Fisher, Supl. Progr. Theor. Phys. 69, 14 (1980).
e D.A. Kurtzl & M.E. Fisher, Phys. Rev. B 20, 2785 (1979).

Sea un sistema descrito por una funcién de particién candnica 7 (H),
que es funcién de un campo H sin dimensiones que juega el papel de la
fugacidad y que es complejo: H = H' +iH"..

Se ha demostrado que, en estas condiciones, para muchos sistemas
de interés, incluyendo: el modelo ferromagnético de Ising, el modelo
de Heisenberg, los modelos esféricos y de campo medio, los ceros sélo
aparecen en el eje imaginario:

=

Hy(T)"

Hy(T)

Puede entonces definirse una funcién de distribucién p tal que
Np (H”) d H” — numero de ceros entre Z.H” y Z (H” + d H”) (9)

Calculos exactos y técnicas del Grupo de Renormalizaciéon implican en-
tonces que, con gran generalidad, una parte del eje imaginario, alrededor
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del origen, que es funcion de T, suele encontrarse libre de ceros, esto es,

| > 0, H” > Hy(T)"
b —0, H < Hy(T) "’

donde H, (T)" — 0 para T — T¢.
Mas concretamente, Griffiths y otros muestran que, para N — oo :

p(H”) ~ |H” — Hy (T)*\(’, H” — Hy (T)",

de manera que el inicio de esa zona tiene gran similitud con el compor-
tamiento en el punto critico; de hecho —al involucrar una sola variable—
viene llamandose punto proto—critico.

También se descubre asi que las singularidades correspondientes a los
ceros mas proximos al eje real tienen una gran influencia sobre el com-
portamiento fisico del sistema:

e De hecho, llegan a dominar la ecuacion de estado cerca del punto
critico.

e Se ha visto que la energia libre puede escribirse:
F(T,H) = —k:T/dH”p(H”) In(H —iH")

en analogia con la forma del potencial electrostatico bi—-dimensional
debido a una distribucién de cargas positivas en el eje imaginario con
densidad p(H”);

e la magnetizacion juega entonces papel analogo al del campo eléctrico,
y viene dada por

OF p(H”) o
Mo () = [dr 2222 o \m — Hy (1)t
O<<8H>T /d T~ o (D[

e y se sigue también el comportamiento de otras magnitudes observ-
ables, incluyendo la susceptibilidad:

Xo<<3_M>
OH ),

En definitiva, el conocimiento de algunas propiedades de la distribucion
de ceros puede conducir a las propiedades mas importantes del cambio
de fase.
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