Fisica Estadistica

Leccion 2: Teoria de las colectividades: Fluctuaciones y equivalencia.

e Introduccion.

e Teoria de fluctuaciones. Férmula de Einstein. Divergencias. Opales-
cencia critica.

e Equivalencia macroscépica de las colectividades.

1. Introduccion.

Nos proponemos ahora:

e Establecer relaciones fundamentales entre las fluctuaciones (general-
mente, dificiles de medir) de magnitudes extensivas alrededor de las
medias que caracterizan el estado de equilibrio y otras magnitudes
que, como Cy, Kr,... pueden medirse directamente.

e Demostrar que distintas colectividades conducen a resultados ma-
croscopicamente equivalentes y analizar las causas de este hecho.

El problema de la equivalencia puede plantearse como sigue: Hemos
construido 3 colectividades como modelos de sistemas en equilibrio. Son
conceptualmente distintas, representando distintas situaciones fisicas. Sin
embargo, cuando uno puede olvidarse de estas diferencias, conducen a re-
sultados idénticos. Por ejemplo, se obtiene la misma fisica al estudiar el
gas ideal en cada uno de los formalismos. Se plantea entonces:

e Demostrar que eso es cierto en general. Esto es, distintas colectivi-
dades conducen a la misma fisica en el Limite Termodinamico lo que
implica que la descripcion macroscopica es tnica.

e Comprender por qué situaciones fisicas distintas resultan equivalentes
en algun sentido.

La equivalencia macroscoépica de las colectividades tiene una importan-
cta prdctica: si pueden aplicarse varias, elegiremos el tratamiento mas
conveniente, por ejemplo, la que tenga las matematicas mas sencillas.



2. Fluctuaciones canodnicas de la energia.

La energia interna o energia media entre los miembros de la colectividad
candnica es

doaH —BH(c)
U= g = Jdefle)e ™0 1
[ dovePH() kT
Derivando respecto 5 obtenemos:
ou fdozH(oz)2 e PH(@) N fdaH(a) o—BH(a)\ 2
85 a fda e—BH(a) fda e—BH(c)
= —(H?)+ (H)" (1)

Pero = 1/kgT = dpB=—dT/kgT? luego OU/OB = —kgT?*(0U/OT)
Yy

()= 59 - (),

Notar que las variaciones en 7 se han realizado (para sistemas de
particulas)a V' = const.
Recordemos:

e Calor especifico a volumen constante: ¢y = (0u/0T),, donde v = V/N,
u = U/N, notar que ¢, es magnitud intensiva.

e Capacidad calorifica a volumen constante: Cy = (9U/9T)y,, (Recor-
dar que Calor molar es la capacidad calorifica por mol).

Utilizando estas expresiones podemos escribir la formula de Einstein:
(H?) — (H)* = kgT*Cy.

Aspecto fundamental de esta formula de Einstein es que relaciona
las fluctuaciones de H, una magnitud microscopica, con una magnitud
macroscopica medible, Cy .

Por otra parte, Cy = (dU/JT), es extensiva, luego ((AH)?) ~ N y se
tiene para la medida relativa de las fluctuaciones en la energia:

2
(QH?) e
(H) N VN
Esto es, aunque la fluctuacién cuadréatica media ((AH)?) es muy grande
(macroscépica), la amplitud de la fluctuacién comparada con el valor
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medio es despreciable, por ejemplo, de un 107° si N ~ 10?2, y tiende a
cero en el limite termodinamico.

Se sigue que, en el limite termodinamico, el formalismo canénico con-
duce, de hecho, a una situacion semejante a la representada por una
colectividad microcanénica caracterizada por una energia U = (H). De
esta forma, los microestados tipicos de la colectividad canénica tienen
una energia H que se distribuye estrechamente alrededor de (H).

Con objeto de profundizar en esta propiedad, adoptamos otro punto
de vista. Sabemos que

Zn(V,T) = /0 OOdEe‘fBEQ’(E) . QE) = /H ( )<Eda (2)

y Q(F) = dQ(F)/dE. Por otra parte (H) = —0InZy/0p por lo que uti-
lizando la anterior expresion obtenemos:

(H) = / TAEEp(E) | p(E) = Zyle PEQ(E) 3)

e interpretamos p(F)dE como la probabilidad de encontrar al sistema con
una energia entre 'y F + dF.
Analizamos el comportamiento de p(F) para N — co. Podemos escribir:

In[Zyp(E)] = —BE + nQ(FE; AE) — In AE (4)

donde hemos utilizado la relaciéon Q'(E) = limag_0 Q(F; AE)/AFE e interpre-
tamos AF la haremos tan pequena como queramos. Si ademas sabemos
que S(E)/kp =InQ(F; AFE) escribimos:

1
In[Zxp(E)| = =BE + . —S(E) —In AE (5)
B
Observamos que la probabilidad tiene una estructura del tipo:
E
p(E) ~ Zy texp [—NF(N)] (6)
donde (@
s(e
Fle) = ge - =2 ©
B

Esto es, el valor ¢* = F*/N que minimice la a funcién F(e) es el que tendra
mayor probabilidad de ocurrir. En nuestro caso:

Js(e) 1
Oe T (®)

e=e*
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Si desarrollamos la funcién F'(e) alrededor de e* obtenemos:

N
qle) = NZy texp | -NF(e) — ﬁs” (e*)(e — €*)?* + O(N(e — €)% (9)
B
donde ¢(e) = p(Ne)/N observamos que ahora es natural realizar el cambio

de variables:

e=¢" + N Y% (10)
de esta forma p
e . 3 _
qe)de = dy@p(e + NV2y) = py)dy (11)

y el dominio de integracién pasa de ser ¢ € [0,00] a y € [-N'2e* xc]. asi,
1
ﬁ(y) _ ZNle—l/Z exp [—NF(G*)] exp ﬁsw (€*>y2 + O(N_1/2y3) (12)
B

Si sabemos que

ds(e) 1
dex T(e¥)
Os(e*) 1 der 1 (13)
Oex>  T(e)2dT T2,
para N — oc:
~ 2 \~1/2 Y’
p(y) = (2rkpT?c,) " exp [—m] (14)

donde el dominio y € [—00, 00]. Esto es, y es una variable aleatoria gausiana
con media y desviacion tipica:

(y)=0  (y°) =kpT’c, (15)
lo que implica:
(ey=e" ((e={(e)*) = kpT?c,/N (16)

Esto es, en la colectividad candnica la energia fluctiia alrededor de un
valor medio (que es el correspondiente a una colectividad microcandnica
con una funcion temperatura igual al valor de la temperatura del bano
térmico) de forma gausiana que tiene una anchura de orden N~'/2, Esto
es, en el limite termodinamico es practicamente una delta de Dirac.
Una vez aclarada la distribucién de energias de la colectividad candnica
y su dependencia en N, podemos, como subproducto, estudiar la depen-



dencia en N de la funcién de particion canénica:

Iy = AE—l/ dE exp [—NF(E)}
0 N

= NAEl/oodeexp [—NF(e)]

0
2
_ N-2AE- NF(e*)/ d __ Y

c P 2kpT?c,

—00

e.¢]

= NVPAE e N (2nkpT2,) " (17)
Esto es
kT kT
A= —kgTInZy = N(e* — Ts(e")) + % InN + kgTIn AE — % In(2rkpTc,)
(18)

Asi, en limite termodinamico recuperamos el resultado caracteristico
de un sistema macroscépico a = u —T's. De este modo confirmamos cémo
utilizando las propiedades de la colectividad microcanénica, obtenemos
la funcién de particion canodnica y la energia libre de Hemholtz correcta
para N — oc.

Notar que si el calor especifico es infinito todo el argumento falla. Esto
ocurre en los puntos criticos.

3. Fluctuaciones en el niimero de particulas.

Por lo que respecta a la colectividad macrocandnica, su diferencia con las
otras es también mas conceptual que practica. Aunque N y E son ahora
variables, sus miembros se concentran de hecho, muy estrechamente,
alrededor de los valores medios con distribuciones tipo delta de Dirac
en el limite termodinamico. En consecuencia, los resultados son ter-
modinamicamente equivalentes a los de otras colectividades en el limite
termodinamico.

Para estudiar las fluctuaciones en N, recordemos que la probabilidad
de que el sistema se encuentre en un estado con N particulas de energia
H(a) es

~N o—BHN()

E(z,V,T)’

=(z,V,T) Z/dozz eBHN(),
N=0

pla; N) =

con



donde recordemos que z = ¢*/*T es la fugacidad (actividad para los quimicos)
y i la densidad de energia libre de Gibbs o potencial quimico. Se sigue
enseguida que

(N) = Nio / daNp(a: N) = = G%) E

y
(N?) = Z/dasz(a;N) = Z/daNp(oz,N)Jr

Asi obtenemos que las fluctuaciones en el niimero de particulas es:

<(AN)2> = (N?) — (NY? =2 %(éz?—f)
- 2

i Ny 7y

Finalmente, notando que d z = kBLT d i1, tenemos

<(AN)2> — kT (%ﬁ?) " (19)

Este resultado es paralelo al obtenido en la colectividad candénica por Ein-
stein. Muestra que la fluctuacién cuadratica media <(AN)2> = <(N — <N>)2> ~

N, de modo que la fluctuacion relativa es

(v
) VN o

confirmando lo anunciado.

Veamos algunas consecuencias importantes de la anterior expresion.
Cambiando N (variable termodindmica) por (N) cuando no implique am-
biguedad, y recordando que la compresibilidad isoterma viene dada por,

1 /0V
Kr=——=|(=—
' ‘/<6P>N¢’
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Utilizando la ecuacién de Gibbs-Duhem dy =vd P — sdT sabemos que

(@)= (), &

donde v = V/N asi —N?/V(0u/ON)yr = V(0P/0V)y7 y usando la definicién

de Krp, se sigue:
—1
N
(8—) = NnKT
o VT

()
(N)
Esta ecuacién, que relaciona fluctuaciones en el nimero de particulas
con la compresibilidad isoterma (de facil medida), indica que un sistema
muy compresible, como un gas diluido, para el que K es grande, sera mas
favorable a grandes fluctuaciones que, por ejemplo, un sélido (pequena
Kr).
Pero mas importante es su implicacién en las proximidades del punto
critico de la transicion gas—liquido, por ejemplo. Las isotermas son en-
tonces practicamente horizontales, de modo que:

® [OP/OV]yop, ~ 0,

y se tiene

— nkpT Ky (21)

® Ky, ~ 00y

e las fluctuaciones relativas en la densidad dejan de ser despreciables
(se hacen de orden unidad)

Estas fluctuaciones se pueden observar en la practica. Son las que
dan lugar a la formacién de gotitas de liquido (en el seno de un vapor) al
comienzo de la transicion gas—liquido, tal como se observa en el fenémeno
de la opalescencia critica (que se estudia en otra parte) puesto en eviden-
cia por Andrews (~ 1870) con COs.

Se resaltan dos consecuencias importantes:

1. Este fenédmeno sélo puede ponerse en evidencia en el contexto del
formalismo macrocandnico; esto es, ciertas situaciones fisicas pueden
requerir el uso de una colectividad determinada.

2. La prueba desarrollada arriba para la equivalencia macroscépica de
las colectividades, basada en la naturaleza de las fluctuaciones, no



es valida en las proximidades de puntos criticos, donde éstas diver-

gen. La equivalencia sigue siendo cierta, pero hay que desarrollar otra
prueba sin esa limitacion.

4. Fluctuacion macrocanénica de la energia.

Tenemos sucesivamente:

0 =3 [aatts@pen =~z (55) =~ (%7)
(E?) Ni)/dozHN(a)Qp(oz;N) = é (g;f)%v
(aer)=te-wr= (%) =~ (5.,
y, dado que d 8 = —dT/kpT* y (E) = U, Z’ 27

<(AE)2> = kpT? @_g)z,v ~ O (N).

Usando aqui la relacién termodindmica (que demostramos al final):

U o L(oxy [y |
oT z,V— YT o )ry | \ON /)y
ON o\ |
(AE)?) = kgT*Cy + kpT <—> <—>
(@5?) o Gw),,

O
(188) =k (@) = (50)

() - (e o) [(3), ] e

Esto es, aparece un término extra para las fluctuaciones de la energia
debido a que el nimero de particulas también fluctua.

)

se sigue

Pero sabemos que:

luego

Podemos repetir aqui lo dicho para la magnitud relativa de las fluctua-
ciones. En el equilibrio, en general, son pequenas, despreciables, lo que es
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consistente con el punto de vista termodinamico que no hace mencién de
ellas (de hecho, este andlisis justifica a posteriori el olvido termodinamico
de las fluctuaciones). También se sigue que tal olvido no estaria justifi-

cado en el punto critico, donde la Termodinamica también da cuenta de
ellas (diferencia esencial en la densidad de las dos fases, gas y liquido,
Demostracién de
oU 1 [ON
il —C — (==
(8T)2,V V+T (8M>T,V
dw\  [(Ow N Ow 0z
oy ), \oy). 0z ), \9y/,
luego, en particular:

por ejemplo).
2
(%)
ON ) 1y
Dada w = w(z,y, z), se tiene
o (20) (WY (20 (VY] _ep s () (2
or )., (\oT)y "\on),\or )|, "V "\on/),, \or).

Y

Ademas,
== (%) vy 3 a ‘
— (G_)T,V:_(a_éﬁ>]\[v
0A
K= (a_N)T,V (=
AU =TdS—PdV+pdN = (), =p+T(E),, |

oU o
sxxy [ IY _ “F
( )(aN)T,V & T<6T>N,V

Tomando ahora w — N (2,7, ), se sigue

ONY - _(ONY | (ONN (O
or )., \oT n o)y \OT ).y

.

Ve

ON au> ) (azv) [
= — [ = — + (= = pues = kT'Inz
(aﬂ )T,V <6T N,V op TV T ( : )

8u> 1 (8]\7) <8U)
—T | == = usando (**)=—|— —
: (8T N,V %) T\ ou TV ON TV




que, sustituido en (*), produce el resultado buscado.
Para ver (***), notamos que

ox Jy 0z Ox 0z Ox
oy), \0z), \ Oz y oy /. oy) , \0z y
luego, sustituyendo v — N, y — T, z — u, se tiene la equivalencia indicada.

5. Equivalencia de las colectividades (incluso en el punto critico)

Sea, como ejemplo, un sistema clasico de N particulas confinadas en
una region tridimensional, (2, de volumen V;,, con energia potencial de
interaccién H' (g, ...,qv). Recordemos que la parte configuracional de la
Funcion de Particion canénica puede escribirse:

1
N

_ A3N _ kT
pues Z =A"Q y a=—"=1nZ.
Por otra parte se tiene en la macrocanodnica:

QQ (N) /déﬁ diN e_BHI — A_3N e_BVQaQ(N) (23)

Ho = Z ZNA?)NQQ (N) = eﬁV”P“, z >0, (24)
N=0

De esta forma uno dispone en el limite termodinamico de dos descrip-
ciones del mismo sistema en términos, respectivamente, de las funciones
limite:

a(n,T)= lim agq, P(u, T)= lim P. (25)
Q—00

Q—00

Hemos demostrado que existe a(n,T), con buen comportamiento in-
dependiente de la forma y tamano del sistema, para potenciales muy
generales, y la Termodinamica nos ensena que la condiciéon necesaria y
suficiente para que las dos descripciones sean equivalentes es que estén
relacionadas por una transformacion de Legendre. Vamos a demostrar
como éste es el caso.

Para eliminar dificultades puramente técnicas, ilustramos el caso de
particulas con un nucleo rigido. En este caso, V5 no puede contener mas
de N,, = n,,V;, particulas, que corresponde al maximo empaquetamiento, y
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se tiene Qg (N) = 0 para N > N,,, luego, combinando ecuaciones anteriores:

Ny, N
PVaPo SNV o= BVaaa(N) _ Z PN =BVaao(N)
N=0 N=0
Nm Nm
_ N AN -Voag) _ pV
= Ze : Zexp BVa |=— —aq (N) (26)
Vo
N=0 N=0
Definimos: N
Py (1) :mj\e}x{'L‘L/—Q — ag (N)} (27)

Notamos que puede escribirse:
ePVaPa < ePVaPa < n,, Vo eBVQPQ,
N,

Puesto que la suma es de términos definidos positivos, ésta ha de ser
mayor que el mayor de sus términos pero menor que N,, veces (no. de
sumandos) el término mayor.

Luego

R A 1
Po <Py < Po+ mln (nmVa)

De donde se sigue que, si P, tiene un limite bien definido para () — oo
(cuando se anula el iltimo término), P, ha de tener el mismo limite.

Vamos a demostrar que Py, tiene limite: Sea a(n,) el valor para la
maxima densidad n,, del limite a (n,7) , cuya existencia establece el teo-
rema del limite termodinamico. Definimos:

P*(n)= sup {npw—a(n)}
0<n<n,,

y probamos, por reduccién al absurdo, que P, tiende a P* para () — oo.

Demostracion:

En efecto, por definicién, para un valor dado de p y algin 6 > 0, 3
ni1 < n,, tal que:

P*(n) <mnip—a(ny) + 6,

Para ello basta con elegir n; tal que sup {nu —a} — [nip—a(ng)] <9
De este modo, (cambiando ¢ por su mitad, es posible la igualdad):

nip—a(ny) > P*(u) — %5. (28)
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Para () — oo, tomando una secuencia N, tal que 22 — n,, por el teorema

Va
del limite termodinamico, tenemos:

. . ~ . N

=max {nu —a(n)}

1
>nmp—a(ng) > P (u) — 56.

Puesto que § es arbitrariamente pequeno, el limite de Py, no puede ser
menor que P~ :

posibilidad que permite la
altima ecuacién, =0

P*-4/2
i

| ! >

P P¥+)

imposibilidad por reduccién
al absurdo con 0+ 0

Supongamos que el limite de F, pudiera ser mayor que P*, esto es, que
pudiésemos escribir:

lim ( sup > Po(p) > P*(p) + 0, para algin 0. (29)
2=00 \ por arriba

Sea entonces una secuencia de regiones () que tiende a infinito de modo

que ]‘\/[—g — ny € [0,n,,]. Para esta secuencia, y puesto que Py, esta definido
como el maximo valor, podriamos escribir que:
No . 1
p—— —ag (Na) > P* (u) + 50
Vo 2

y, aplicando el teorema del limite termodinamico, llegamos a que se
tendria para () — oo :

1
pnz —a(ng) 2 P (k) + 59,
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que contradice la definiciéon de P*. Asi, los posibles valores limites de Py
son los que se indican en la figura anterior, esto es, P* es el valor de Py
(y, por tanto, de F,) en el limite termodinamico.

En definitiva, queda establecida la existencia de un limite (de la presién)
en el caso macrocanonico y su equivalencia con el limite canénico supuesto
que éste existe, lo que demostramos con anterioridad.

Notemos también que se sigue, en particular:

P(p) = sup [y —a(n)] (30)
a(p) = Sup [np — P (n)], (31)

donde el supremo ha de tomarse aqui sobre el rango de valores en el que «a
o P estan definidas y son positivas, esto es, n > 0, o bien —oo < 1 < 0o, para
un gas clasico con potencial razonable. Lo que es una transformacion de
Legendre generalizada, esto es, la primera de las ecuaciones anteriores es
equivalente a P (1) = nu—a(n) en tanto en cuanto a (n) tenga una primera
derivada continua y estrictamente mondtona.

Asi se cumplen las condiciones necesarias para la equivalencia ter-
modinamica: permite generar una funcion a partir de la otra sin am-
bigiiedad (incluso en un punto critico).
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