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1. El Grupo de Renormalizacién

e Sea el Hamiltoniano genérico:

ot =30 [ don b )o@ 0l (1)
250 o

La funcién de particiéon () contiene toda la informacion
sobre las propiedades macroscoépicas del sistema en equi-
librio termodinamico:

@w:/Dm@%Hmw 2)

e Sea 7' una transformacién definida en el espacio de hamil-
tonianos H tal que:

prHWUﬂhj/D¢TWWMmm—HMWH (3)

[ Do Tis16 =1 ()

Entonces esta transformacion matiene el valor de la funcién
de particién Q: Q[h] = Q[R/].

e Dos ejemplos relevantes:

Tifle] = 6 (6@ - 200" "60))

Dlelg] = [ 6@ @) — o) — )



Recurrencia para 7;: Si sustituimos 7} en las expresiones
anteriores tenemos:

e — [ Do TT 8 (¢a) = 200 () e

zevld

donde, por ilustrar mejor, hemos supuesto que antes de la
transformacién los campos se definen sobre un volumen
finito: = € V. De esta forma los campos después de la
transformacién se extienden sobre un nuevo volumen: = €
V' = V/)\. Es inmediato obtener la recurrencia de los
coeficientes del Hamiltoniano H. Para ello tomamos un
término genérico de H:

I, = /Rdn dey ... dxphn (21, .. 20)0(21) ... (2) (5)

podemos introducir el cambio de variables: z; = \y;. De
esta forma tenemos:

= /Rdn dys - .- Ay, b (A, - M) 0OA1) - d(Aga)  (6)

con esta expresion podemos efectuar la integral con la
delta de Dirac sustituyendo ¢(\y) — Z(A\)/?¢/(y). Identifi-
cando el resultado con un nuevo hamiltoniano con coefi-
cientes 7' podemos concluir que:

V

W2y, x,) = NZON)"2h,(Aay, ..., Axy)

EJERCICIO: Obtener la recurrencia para T5.



e Comportamiento de las funciones de correlacion bajo la
transformaciéon: Sabemos que

Wn(ﬂ, . ,ﬁ) = <¢(ﬂ) e gb(ﬁ» - _n!dhn(xl, ey Ty)

In Q[h]

Si aplicamos la transformacion podemos, de forma simi-
lar, definir las correlaciones calculadas con el nuevo hamil-
toniano, que, en general, y a diferencia de () que es in-
variante, seran diferentes:

J

—n!
VS (@)

Wy, .. m0) = (¢ (21) ... ¢ ()2 = In Q1]

Puesto que dada la transformacion 7' conoceremos la relacion
explicita entre h'’s y h podemos hallar de forma sencilla

la variacién de W* en funcién de W. En particular, para

la transformacioén 77 tenemos:

5
5h,(21 Zn) 5
=l [ dy .. dy, tn Q[
n/ S T Fo YA R

5}1/(21... Zn)
= [dz...dzy —L2="""1= Wz, ... 2,
/ﬁ A S ha (AL, - Azy) Wz )

= A”dZ()\)"/Q/dﬁ...dﬁH(S()\ﬁ—)\ﬁ)er‘(ﬂ,...,z_n)
i=1

= ZN)"PWNay, . n) (7)



1.1 Propiedades de la transformacién T

e La iteracion sucesiva de una transformacién del tipo T se
denomina esquema de renormalizacion.

e En general, una transformacién 7T estara parametrizada
formando un conjunto uniparamétrico:

T =T\(¢'|¢) (8)

Este conjunto no forma (en general) un grupo con la op-
eracion composiciéon. Esto es:

ThoTh # Ty (9)
donde ¢ es una funcion real univaluada.

Mas explicitamente. Sean dos aplicaciones sucesivas de
la transformacién:

e HIOH] /D¢TA[¢"¢]€—H[¢;h]
o HIH /D¢/TA[¢//‘¢/]€—H[¢/;h’]

donde )\ representa el parametro de la transformacion.
Esta la podemos escribir:

emW””Z/Lw[/VManw¢wndw]eHW“ (10)

Podemos definir la transformacién efectiva 7' como aque-
lla que resulta de la aplicacion sucesiva de dos transfor-
maciones 7T):

tmwm:/Dwmwwnwm (11)
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Es olzvio que en general NO SE TIENE PORQUE CUMPLIR
que ' PERTENEZCA a la familia de las transformaciones
T, esto es:

TA[¢'|¢] # Tynle'| ] (12)
donde g es una funcion de R en R.
Ejemplo: 7). En este caso tenemos que
D[e"o) = 1] 6 (¢"(@) - Z2(V)'o(¥°x))
z€R4

Vemos que 77 formara un grupo uniparamétrico si se
cumple que

Z(N\) = Z(\)? (13)
esto es si Z(\) = ).
Ejemplo: 7,. En este caso se puede demostrar que
T2[¢"]¢] = Toa[¢"]¢] (14)

y por lo tanto forma un grupo uniparamétrico.

1.2 Ecuaciones de flujo

De ecuacion de recurrencia para las correlaciones pode-
mos deducir una ecuacion que indique la variabilidad del
resultado si cambiamos el parametro \. Si tomamos y =
Az la ecuacién de recurrencia se puede escribir: -

Ways, - yn) = Z(/\)"/2WQ(£)\*1,...,%/\*1) (15)

Si derivamos la anterior expresion respecto de \: la parte
izquierda NO depende de A por lo que su derivada debe
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de ser igual a cero. De la parte derecha obtenemos una
ecuacién diferencial que nos dice la variabilidad de W*
con \:

d
)\atin(aﬁ,,xn)—
il 5, A0
g — —n——1 W
2 T 7 n28)\ nZ(\) My, x)

donde la condicién inicial es W! = ,,. Esta es la llamada
ECUACION DEL GRUPO DE RENORMALIZACION

De igual forma podemos obtener la ecuacién correspon-
diente a los coeficientes i del Hamiltoniano:

a A
N R i
nd+;ﬂ.aﬂ—l—n§ﬁan()\) W\, )

1.3 Transformaciones infinitesimales

Supongamos que deseamos realizar una transformacion
infinitesimal usando 7;. Para ello tomamos

A=¢ d~0 (16)

Sabemos que si iteramos [ veces 17, la transformacion efec-
tiva es del tipo 77 con:

A=e  Z(\) = [Z(e)] (17)

Si realizamos ahora el limite 6 — 0 y | — oo de forma que
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s =10 es finito, tenemos

logZ = lim [llog Z(1+ 6 + O(6%))]

T s 5\ 2
~ lim 11ogz(1+7+0(7) )]

~ lim :z log (1 + Z’(1)§ +0 (;)2)]
= Z'(1)s (18)

donde hemos usado el hecho de que Z(1) = 1. En con-
clusion, la transformacion efectiva 7; en ese limite es tal
que dado A o )

Z(\) = N2 (19)
donde hemos definido d, = —Z2'(1)/2.

NOTAR (1): La transformacién efectiva con \ y Z(\) SI
QUE FORMA UN GRUPO UNIPARAMETRICO puesto

.. _ 92
que si la aplicamos dos veces seguidas Z(\?) = [Z ()\)] :

NOTAR (2): Si aplicamos n veces esta transformacién 7}:
Z() = |2(0)] (20)

luego es EQUIVALENTE iterar la transformacién T} o

estudiar el comportamiento de una sola iteracién para A\
arbitraria.

NOTAR (3): La ecuacién de evoluciéon de las correla-
ciones o de los coeficientes del hamiltoniano vienen dados
por su respectiva ecuaciéon del Grupo de Renormalizacion.
A partir de ahora trabajaremos con 7).



1.4 Propiedades de un punto fijo

Supongamos que la recurrencia infinitesimal 7} nos indica
la existencia de un punto fijo cuando A\ — o~c. Este debe
de cumplir (por definicién que es invariante respecto de
la ecuacion de evolucién:

0
— W 0 =0 21
O\ n(xh 737_) e ( )
lo que implica
- 0 s .
E z; - — W, = —nd,W, (22)

donde limy_,,, W} = W'

Ahora podemos aplicar el Lema de Euler que dice que
la solucion de esa ecuacién diferencial es una funcién ho-
mogénea de grado —nd,.

Demostracion:

Sea una funcién homogénea de grado A: f(tz,ty) = t* f(x,y).
Derivando respecto a t la anterior expresion y haciendo
t = 1 tenemos que [ satisface la ecuacion diferencial:

(20: +y0,) f(z,y) = Af(x,y).

De esta forma W, tendra la forma:

Wi(pzy, ... pzy) = p "W (2, . ) (23)

Si fijamos el valor de z; = a con un vector @ arbitrario,
vemos que todas las funciones de correlacién asociadas a
la teoria del punto fijo son de tipo potencial (invariantes
de escala) o nulas.



También podemos conocer como escalan con la distancia
las funciones de correlacion de la teoria inicial :

Walpzy, .. pay) = Z(n)"PWE = 7 Wi (2, . 2,) o — 00

esto es, dada una teoria (hamiltoniano), si los valores de
sus parametros son tales que bajo la accion de la recur-
rencia el hamiltoniano converge a una teoria no trivial
(con correlaciones no nulas) estamos en un punto critico

NOTAR: Existen siempre puntos fijos triviales que son
aquellos en que W* = (0. Si la teoria inicial no es critica la
recurrencia no nos puede llevar a un punto fijo no trivial
pues seria incoherente con el comportamiento esperado.
Por ello debe de llevarnos a un punto fijo trivial. Luego,
un punto fijo no trivial es un punto silla en el espacio de
los parametros del hamiltoniano.

NOTAR(2): Existencia de un punto critico presupone la
existencia de una recurrencia que lleva a la teoria critica
a un punto fijo.

2. Términos relevantes

Para estudiar las estructuras posibles de un hamiltoniano
en un punto fijo es conveniente trabajar en el espacio de
Fourier de los campos e interacciones. Definimos:

o) = [ ook evlin- )ity

dq dgn - .
ho(xy, ... x,) = /(QW)d...(2ﬂ)dexp{z;@-q_a}hn(ﬂ,...,%)
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De esta forma, nuestro hamiltoniano original se expresa:

dg, - - .
Z —~ /R QW - QW)dhn( ey G)O(—q1) - B(—an)
(24)
de forma equivalente se puede demostrar (DEMOSTRARLO)
que la transformacion 77 en funcion de g5 se escribe:

7819 = T] 8 (¢ - 200776 () (25)

qER?

donde
Z(\) = N4Z()\) (26)

Siguiendo los mismos pasos que en el espacio real obten-
emos las recurrencias:

(g an) = ZO)"Pha(@/A - qu/N)
W;L(ﬂ’ e ’%) = )‘—ndZ()‘)_n/ZWn(ﬂ/)V s 7q_n//\)

donde A ) X
Walgi, .- qn) = (@) - - 9(qn)) (27)

Vamos a suponer ahora que nuestro hamiltoniano tiene
las siguientes propiedades:

1. Invariancia traslacional:
ho(21,...,2n) = hp(z1+a,..., 2, +a) Va (28)
esto implica
hoqus - @) = Un(qr, - @)0(q + -+ q0) (29

2. Interaccién h, de corto alcance: Lo que implica que
u’s son funciones analiticas en ¢’s alrededor del origen.
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3. Isotropia: Que implica que u,’s son funciones de

=) (30)
a=1

Para este tipo de Hamiltonianos (los mas comunes) la
recurrencia de las h’s se convierten en recurrencias de

u’s:
(g, gn) = MZN)"Pan(@ /A, - gu/N) (31)
y la ecuacién del grupo de renormalizacion es:
0 .\ - 0 A\
Aaun(ﬂ,...,q_n) = —Z@-yjtd—ndqs tn(qu, - - - Gn)

i=1 it
donde hemos utilizado el hecho de que Z()\) = A\,

Utilizando la propiedad de isotropia podemos escribir:

U (qry .oy Qn) = agm (g2)m (32)

m=0
y las ecuaciones del grupo para u, se rompen en ecua-
ciones de flujo para u, ,:

d x

)\aun’m = (—2m+d — ndy) ﬂg,m (33)
cuya solucion es:
a?\%m — )\—Qm—l—d—nd(ban’m (34)

Para hallar puntos fijos hemos de fijar el valor de dg.
Podemos estudiar varios casos:

1. dy = d: @), = A72mHdi=-ng, .

n,m
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Up,m | M=0 | m=1
n=1| X\ 0

n=2 0 0
Asi, el Hamiltoniano del punto fijo es:
Hlo! = B [ dzow (3)

que es un punto fijo TRIVIAL y, por lo tanto no esta
asociado a criticalidad.

2. dy=d/2: a),, =A"2dn2 g,

Up,m | M=0 | m=1
n=1| \%/2 0
n—2 A0 0
En este caso los términos dominantes del Hamiltoni-
ano para A — oo son:

Ho = [ de [BXo@) + mio@f] (30

Observar que NO existe un punto fijo trivial
3.dy = (d—2)/2: @, = N2 dn/2= g,

Upom m=0 m=1 m—2

n=1 \4/2H1 0 0

n—2 A2 A0 0

n=3| X2 (@<6) | N (d<2) 0

n=4| M (d<4) A2 (d < 2) 0

n=>5 | \°73/2 (4 < 10/3) | A3734/2 (d < 2) | N1 7342 (d < 2/3)
n=6| )2 (d<3) M2 (d<2) | N (d <)
n="7 - -
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Observar que, dependiendo de la dimensiéon apare-
cen mas términos que divergen o no. En cualquier
caso vemos que NO CONSEGUIMOS QUE UNOS
CUANTOS SE ESTABILICEN vy el resto desaparez-
can. Luego no existe (estrictamente hablando) un
punto fijo de la transformacién.

Definimos OPERADORES RELEVANTES como aque-
llos que bajo la tranformacién divergen o se estabi-
lizan, i.e. van como \" con n > 0,

Teoria gausiana

El Hamiltoniano de partida es
1
Hio) = [ dz |5 (Vo) + e (37)

Si expresamos el Hamiltoniano en el espacio de Fourier
tenemos que solo son diferentes de cero los coeficientes:

. . 1
oo =m" dy1 =7 (38)
Esto es, si elegimos el caso 2 (d, = d/2) obtenemos si
lp, 7 0:
Hlol! =t [ dzo(w)’ (39)
que es un PUNTO FI1JO TRIVIAL (observar que W, (x4, ...
0 si los puntos son distintos).

Sin embargo, si m? = 0, para obtener alguna teoria debe-
mos de utilizar el caso 3 (d; = (d —2)/2) con el que obten-
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emos el punto fijo NO TRIVIAL:
HIOI" = a1 [ dz (Vo(a)) (40)

Esto es, el coeficiente m? hace el papel andlogo a 7' — T..

La teoria gausiana se puede resolver exactamente y, por
lo tanto, podemos comprobar las predicciones sobre el
comportamiento de las correlaciones.

La funcién de particion que queremos resolver es:

A

Qati) = [ i exp |- [ 3|3+ mrit0it-0 + J-0éta)|

donde hemos incluido un término de campo externo J que
nos permitira calcular con facilidad las correlaciones.

Si realizamos el cambio de variables:

A

d(q) — d(q) — (¢ +m?) "' J(q) (41)

obtenemos

i e
QclJ] = Qcl0] exp E/(%ﬂ)d J;?i(mg)

(42)

Podemos ahora estudiar las funciones de correlacién, por
ejemplo, a dos cuerpos:

B dq,dq, Jityz ) 0 Q[j]
wOow) = [ Fen T ) 57—y Q1

dqg 4%
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Esta integral ya la estudiamos cuando estudiabamos las
correlaciones en las teorias de campo medio. Obteniamos:

1 1

<¢(O)¢(£)> = —WF(CZ/Q — 1) ‘$’d_2 si m2=0
| S d/2—1 2 | 2
= G ( : ) Ko (Villel) si m? 0

donde K es la funcion de Bessel de segundo orden.

El Grupo de Renormalizacion predice:
Wa(0, pr) = p~ 2% W5 (0, ) (44)

El tnico punto fijo NO trivial lo obteniamos cuando d4 =
(d—2)/2 y m* =0y, por lo tanto:

Wa(0, pat) ~ p 42 (45)

que es PRECISAMENTE el comportamiento que hemos
obtenido del modelo gausiano en su PUNTO CRITICO
m? = 0.

Teorias tipo Ising

Son modelos representados por teorias continuas con simetria:

¢— —o (46)

esto es, los términos con un nimero impar de campos en
su hamiltoniano son cero: s,,1 = 0.

Observamos que

1. Ninguna d,; es capaz de generarnos un punto fijo NO
trivial.
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2. dy = (d—2)/2 es una transformaciéon que nos determina
un conjunto finito de operadores RELEVANTES cuya
estructura depende de la dimension:

—d > 4:
m
2

2
1) = [ de |50 + 75|
—3<d<4:

6] = [ de |90+ ¥+ Lo

—d=
2
1) = [da[5(T08 + X0 4 0ot + o]

3. OBSERVAR: cualquier teoria inicial con esta simetria
se convierte, para A — oo en una ¢%, ¢*,.... dependi-
endo de la dimensién. Esto es, s6lo se conservan los
TERMINOS RELEVANTES bajo la transformacion.
El comportamiento critico de esos sistemas dependera
de la forma de esos Hamiltonianos intermedios. Es-
peramos que todo Hamiltoniano que tenga una misma
estructura intermedia bajo la transformacién tenga el
mismo comportamiento critico. Esta es la llamada
PROPIEDAD DE UNIVERSALIDAD. Para obtener
el comportamiento critico de un sistema solo hemos
de idear un método para extraer la informaciéon de un
sistema con esa estructura intermedia.
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