Mecanica Estadistica

Fenémenos Criticos (2)

e Ecuacion de van der Waals: primera aproximacion macroscépica
a los cambios de fase

e Modelo de Ising de Campo Medio: primera aproximacion
microscopica

e Modelo de Ginzburg-Landau: primera aproximacion mesoscopica



1. Ecuacion de van der Waals: primera aproxi-
macién macroscopica

Cualquier gas a temperaturas suficientemente altas (y/o
densidades suficientemente bajas) se comporta como un
gas ideal. Es razonable pensar que para temperaturas no
tan altas (o densidades no tan bajas) el sistema comenzara
a manifestar pequenas desviaciones al comportamiento de
gas ideal. van der Waals fue el primero que tuvo en cuenta
dos efectos importantes responsables de las primeras cor-
recciones al comportamiento de gas ideal:

— El tamano finito de las particulas

— La fuerza atractiva entre las particulas

(1) Efectos del tamano finito de las particulas: La ecuacién
de estado de un gas ideal implica que, si incrementamos la
presion a temperatura constante, el volumen del sistema
disminuira tanto como queramos lo que no es razonable.
Asi, por ejemplo, si suponemos que el sistema esta com-
puesto de esferas rigidas, sabemos que existe un volumen
minimo del sistema V,,;, que corresponde al de maximo
empaquetamiento. Para un sistema genérico podemos
suponer la existencia de dicho volumen minimo, propor-
cional al nimero de particulas:

Vinin = Nb (1)
donde b > 0 es un parametro fenomenolégico. La ecuacion
de estado del gas ideal corregida e incluyendo este efecto

se escribe:
P(V — Nb) = NkgT (2)
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Ahora cuando P tiende a infinito a 7" constante V — Nb.

e (2) Efecto de la fuerza atractiva entre particulas: La in-
teraccion entre particulas es, tipicamente, fuertemente
repulsiva cuando la separacién entre ellas tiende a cero
y tiene una zona atractiva que tiende a cero cuando la
distancia mutua va a infinito. Las particulas de un sis-
tema con esta clase de interacciones tenderan a agruparse
mas entre ellas y, por lo tanto, colisionaran menos con las
paredes del recipiente. Por lo tanto, la presion ejercida
sobre dichas paredes tiene que ser menor que si no ten-
emos en cuenta la existencia de la interaccién. Esto es, la
anterior ecuacion la tenemos que corregir:

2
p_ Nkl <ﬂ> (3)
V — Nb V
La correccion es cuadratica en la densidad de particulas
porque, para densidades muy bajas hemos de recuperar
el comportamiento de gas ideal.

e Asi pues la ecuacion de estado de van der Waals se puede
escribir: a
(P+ﬁ)(v—b) :kBT (4)

donde a y b son dos parametros fenomenolégicos que de-
penden de la substancia estudiada:

e NOTAR: La contruccion de la ecuacion de van der Waals
se ha realizado de forma argumentativa y macroscopica,
siguiendo los razonamientos histéricos que, en su mo-
mento, se introdujeron para intentar explicar los com-
portamientos gaseosos diferentes a los de gas ideal.
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e Isotermas de la ecuacién de van der Waals: La ecuacion
de estado de van der Waals tiene como limite la ecuacion
de estado de gas ideal cuando la temperatura es muy alta
o la densidad muy baja. Sin embargo a bajas temperat-
uras sus isotermas presentan un comportamiento pecu-
liar comparado al observado en los sistemas reales (ver
figura).

e Notar que una condicion de estabilidad termodinamica es
que la compresibilidad isoterma es SIEMPRE positiva:

10V
I‘QT——V@—PT>O (5)

Observamos en la figura que una parte de la isoterma



predicha por la ecuacién de estado de van der Waals im-
plica que el sistema es inestable.

e La solucioén a este comportamiento patolégico de una ecuacion
de estado que, por otra parte, ajustaba con precisién el
comportamiento de muchos gases reales, la di6 Maxwell
en lo que se llama la construcciéon de Maxwell:

— Compresibilidad isoterma positiva implica que la en-
ergia libre de Hemlholtz cumple:
O*F
— >0 6
V2|, (6)

— Maxwell propone que se recobre la convexidad de la
energia libre trazando una tangente que excluya los
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puntos de inestabilidad (y algunos mas que se consid-
eran metaestables).

— Esa construccién es equivalente a buscar una recta que
divida el ”loop” de la ecuacion de van der Waals en
dos trozos de igual area.

e El punto critico de la ecuacién de van der Waals: Obser-
vamos que existe una isoterma critica para T’ = T, que sep-
ara los comportamientos regular y patolégico (”loops”).
Esto es, P = P(V,T,) tiene un punto de inflexién (punto
critico) que es solucién de las ecuaciones:

NkgT. N2
()

V_-Nb \V
oP
Wy
2
L =0 ™)
Esto es: 84 .
ve=3b hplo=p Po=oo (8)

Observamos que se cumple 7. = Pu./KpT. = 3/8

e Si definimos:

v _ T
V= — T = — 9
. - )

Ve

P =

Sl

Podemos reescribir la ecuacién de estado de la forma:
_ 3 B _
<P + ﬁ) (3v—1) =8T (10)
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esto es, obtenemos una expresion universal independiente
de los parametros a y b. Es la llamada Ley de los estados
correspondientes. Notar que

Pv B 3 P

7 = 11
kgl 8T (11)

e Esta propiedad de la ecuacién de van der Waals cuando se
expresa en coordenadas relativas al punto critico resulta
que es general de todas las substancias pero solo en las
cercanias del punto critico.

e La ecuacion de estado de van der Waals se puede obtener
a partir de un sistema de particulas unidimensional con
una interaccién del tipo: en el limite de x — 0 (Kac,

U(r)T




Uhlenbeck y Hemmer, J. Math. Phys. 4 216 (1963)).
Ademas, se puede demostrar rigurosamente que la con-
strucciéon de Maxwell es correcta para sistemas en d di-
mensiones interaccionando con potenciales tipo Kac (J.L.
Lebowitz y O. Penrose, Rigorous Treatment of the Van de
Waals Mazwell Theory of the Liquid-Vapor Transition Journal
of Mathematical Physics, 7 98-113 (1966)).

2. Modelo de Ising de Campo Medio: primera
aproximacion microscopica

e Sea un conjunto de N particulas con espin s; = +1 que
interaccionan entre si por medio del Hamiltoniano

(s :——2233] ZBS, (12)

=1 j5=1

donde J > 0 y B; son campos magnéticos locales que
actian sobre los espines.

e Nos interesa conocer las propiedades termodinamicas del
sistema. Para ello calculamos la funcién de particion:

no- XY X e

s1=+1 so= sy==x1

N
— Zexp % (Z Si> +BZBZSZ (13)
s i=1 1=1

e Utilizamos la igualdad

o 1 y2
et = E/Rdyexp{ 5+\/§ozy] (14)
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para convertir el término cuadratico en ) s; en un término
lineal. Sustituyendo obtenemos:

N
N = \/%/Rdye—y?ﬂ;exp [Z S; <5BZ + \/%ij>]

i=1

! v 28J
— E/Rdyexp —§+izzlln <2czosh <6BZ+ T?J

donde ya hemos realizado la suma explicita sobre todas
las configuraciones de espines.

Para realizar la integral hemos de darnos cuenta que re-
alizando el cambio de variables r = y/v/ N podemos es-

cribirla:
Iy = \/E/ dre V@) (15)
27'[' R
donde

G(z) = %2 — %ilog {2 cosh (\/2ﬁ7Jx + ﬁBi)} (16)

Podemos extraer el comportamiento de la integral cuando
N — oo. Para ello buscamos el valor de »* que hace ex-
tremal a la funcién G(z):

dG(x)
dx

y desarrollamos la funcién G alrededor de dicho valor:

[N . N&G
Zn = %/Rdxexp [—NG(I)_ECZ—IQ

9

~0 (17)

r=x*

(x — %) + NO(x — x*)°

r=x*




Si realizamos el cambio de variable: z = v/N(z —*) obten-
emos:

. 1d?
Zy = (2m) Y2 NCE) /Rdz exp [_503—:5

2%+ O(N‘l/z)]

® De esta forma la energia libre de Helmholtz es:

kT
o= —LanN = kBTG( )
N
— kT [2 cosh (\/2@]:6* n ﬂBi)] (18)
donde z* es solucién de la ecuacion:
dG(z) . v25
el Zt [ 26" +BB] (19)

e Caso homogéneo (B; = B): En este caso la energia libre

se escribe:
*2

f=kgT [:1:2 — log {2 cosh (\/%I* + ﬁB)H (20)

donde z* es solucion ahora de la ecuacidn:

*

x
— tanh | /282" + 35| 21
557 g s (21)
En este caso podemos interpretar fisicamente al parametro

T

28m , m={s;) (22)

donde (...) = % > e #H(s) vy podemos escribir la energia
libre como:

1
f=Jm’ + kT |5 In (1 —m?) —In2 (23)
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donde m es la magnetizacién promedio que es solucién de

m = tanh [2J8m + B B] (24)

e Propiedades termodinamicas:

— Ecuacién de estado: m = m(7T, B) Observamos que el

Mean field Ising model (J=1/2, k;=1)

LLLLLLLL

— B=0.1
— B=0.01

B=0.001 -
— B=0

08—

0,6

04

02+

sistema presenta un cambio de fase de segundo or-
den para B = 0. Para T > T, = 2J/kg m = 0 y para
T <T. m # 0. En el punto critico la magnetizacion
es continua pero no derivable. Puesto que la energia
libre de Helmholtz depende de m esta singularidad se
reflejara en todas las magnitudes termodinamicas.

— Punto critico: Para B = (0 sabemos que m es solucién
de la ecuacion:

m = tanh [26Jm)] (25)
cuando T < T, m # 0 pero en las cercanias de T, m =~

0 asi que podemos desarrollar esa expresiéon para m
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pequenas:

1
m=20.Jm -3 (28Jm)* + O(m®) (26)

despejando m obtenemos:

3
2= 28J — 1)+ 0O(28J — 1) 27
= (0]~ 08I -1 (1)
luego si 23J > 1 las soluciones son:
m = ii@ﬁj —1)? (28)
- (287)%2

El punto critico es el valor de 7, para el que la mag-
netizacion se hace cero:

2
28] =1 =T, =2 (29)
kp

— Exponentes criticos: Desarrollando los observables ter-
modinamicos alrededor de la Temperatura critica obten-

12



emos sus comportamientos criticos:

m ~ +A? = p3=1/2

u ~ Aie

c ~ Ay=a=0

X ~ Asel=vy=1
m ~ A,BY?=§=3
donde ¢ = (T'—1T.)/T.. Observar que se cumple la igual-
dad entre exponentes: a+25+7 = 2 (igualdad de Rush-

brooke) asi como la igualdad de Griffiths: a+3(140) =
2.

e Fluctuaciones: Podemos calcular la probabilidad de en-
contrar un valor m de la magnetizacién:

N
Py(m) = Z Zn " te PHE g (m — %Z Si) (30)

1=1

Se puede demostrar que:

Py(m) = exp [=NG (f(m) — f(me))] (31)

11— 1
( 2m) +(1+m)ln —;m

9 1
f(m)=—Jm*+ % [(1 —m)In
(32)

donde m,, es el valor de equilibrio. Observamos que m,,

af (m)

om

es solucion de
=0 (33)

M=Meq
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Observar que la funcién f(m) es analitica en m. Sin em-
bargo sus maximos tienen un comportamiento no trivial
con la temperatura.

Free energy functional

(freeener 0y.a0)

f(m)+T In2

ol b i . . |

Por 1iltimo resaltar el concepto de ruptura expontanea
de la simetria del sistema. Dado un sistema inicialmente
con m = 0, si lo colocamos a temperaturas menores que
la critica, éste elegira uno de los dos estados posibles de
equilibrio y el sistema perdera (para esa realizacién) su
simetria +. La eleccion de uno u otro maximo vendra
determinada por las fluctuaciones microscopicas del sis-
tema y no se necesita de ningiin agente externo para que
ocurra el fenémeno.

3. Modelo de Ginzburg-Landau

El modelo de Ising de campo medio introduce un concepto
importante: se puede reducir (en ese caso) las probabil-
idades configuracionales microscépicas en probabilidades
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configuracionales mesoscopicas cuya variable natural es
un promedio de las variables microscépicas. Esto es, en
ese caso pasamos de:

e_ﬂH(ﬁ)
SRLE

— N , 4
donde m = N~'Y . s;. Ademas, el promedio del observ-
able m caracteriza con precision el cambio de fase.

P(s) = — P(m) = e N m=fme)] (34)

e Desde un punto de vista tedérico vemos dos ventajas es-
enciales para trabajar con P(m):

— mientras que H(s) no nos daba idea de la posible ex-
istencia de un cambio de fase, la forma de f(m) si que
contiene informacion estructural sobre el mismo sin
necesidad de obtener la energia libre de Hemlholtz.

— f(m) es una funcién analitica en m.

— El niimero de grados de libertad del sistema descrito
por P(m) es mucho menor (pasamos de N a 1 en este
caso).

e Resulta claro que el modelo de Ising de campo medio es
un caso muy peculiar en el que es posible obtener f(m)
analiticamente. En general, para un modelo dado, los
pasos a seguir serian:

1. Determinar el/los pardametros de orden que caracteri-
zan el cambio de fase del sistema, m; y su dependencia
de los grados de libertad microscopicos, s:

(tipicamente p < N)
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2. Obtener la descripcion mesoscépica correspondiente:

p

Pm) =32 271 MO T o(m —mils) (30

1=1

e Notar: Dado un H, la obtencién de P(m), puede ser tan
compleja como la de la funcién de particion, por lo que,
en principio, no parece una ventaja realizar ese paso in-
termedio.

e Ginzburg y Landau propusieron obviar la conexién pre-
cisa entre la descripciéon microscépica y la mesoscopica y
propusieron un método para construir funcionales f(m)
que describiesen el comportamiento de un sistema cerca
de un cambio de fase de segundo orden. Las ideas gen-
erales de su método son:

— Existencia de los parametros de orden, m, cuyos val-
ores promedio de equilibrio son idénticamente nulos
en la fase de mayor simetria (7' > 7,) y no nulos en la
de menor simetria (7' > T,).

— Diferenciabilidad de las estructuras espaciales descritas
por los parametros de orden: Los parametros de orden
pueden depender de la posicion. Las configuraciones
m(r) relevantes estadisticamente son, en general, fun-
ciones continuas y diferenciables en r.

— Existencia de un funcional f[m]| que es analitico alrede-
dor de m(r) = 0 y que contiene las simetrias globales
basicas del sistema original.

— Localidad: En general, la estructura dominante de f
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cerca de un punto critico es de la forma:

) = | drglm(z). Vm(a).... (37)

e Para el caso de sistemas magnéticos con simetria s — —s
e interacciénes de corto alcance (por ejemplo Ising) la
teoria de Ginzburg-Landau propone:

— Parametro de orden: la magnetizacién local
m(r) = Q Z Sz (38)
zeA(r,Q)

donde A(r,(2) es una regién centrada en r que contiene
() espines.

— Funcional energia libre:

1 t A
H[m] = Q/ dr | = (Vm)* + =m? + Zm?* + J(r)m
Rt |2 2 4!
= QH[m]
donde A >0y J(r) es un campo magnético externo.

— La funcién de particion:

Z = / Dm exp {—Qﬁ[m]} (39)

donde se entiende que la suma es sobre todas las fun-
ciones diferenciables m en R?. El cdlculo de Z es al-
tamente no trivial sin embargo podemos estudiar el
limite semi-clasico i.e. cuando () — oc.

e Limite semi-clasico: El argumento de la integral es dom-
inado por los valores de m que maximalizan H, m.. Esto
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es, son aquellos solucion:

OH (¢) A g
= = —Am.+tm.+ = 4
0 Sn(r) |, me + tm. + 6mC+J(£) (40)
de esta forma el funcional se puede desarrollar como:
H{m) = H{m.] + Hiln) + Ha[n] + O(n’) (41)

donde n(r) = m(r) — m.(r),

il = | deofw) (42)

M) =5 [ e’ (e o)+ (43)
y
K(r,r') = % = {—Aﬂr t+ %mfl o(r—1r') (44)

NOTA: Diremos que el desarrollo de Taylor es estable
(al menos hasta orden 7?) si todos los valores propios del
operador K son positivos para un valor dado de m..

e La funciéon de particién se aproxima (en el caso de un
desarrollo de Taylor estable) por

Z = cte exp|—QH[m,]] (45)

e Soluciones clasicas (para J = 0): Existen tres soluciones:

(@) : me(r) =0
— + [—6t/\"?
= [—6t/)\]1/2 tanh [(—15/2)1/2 ZEZ] (46)

o S
— =
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donde r = (z;)%_,.

e Para las soluciones homogéneas (a) y (b) las funciones
propias y los valores propios de K son:

: A
vp(r) = et A= ]_?2 +14 §mz (47)
Yy I:IQ puede ser escrito en esos casos Ccomo:
N 1 R R
=3 [ dpviit-p) (18)
Rd

donde 7 es la transformada de Fourier de 7.

e Estabilidad de las soluciones homogéneas: (a) es estable
cuando t > 0 y la solucién (b) lo es cuando ¢ < 0.
e Estabilidad de la solucién inhomogénea:

El espectro de K para la solucién (c) tiene una estructura
mas compleja. En este caso K se puede escribir como

K(r,r') = —6(z — 2 )A0(x — 2') + 0(z — 2")G(z, ) (49)

donde
¢ = - i dme)se- o)
z,2) = 73 2mc z z— 2z
Si realizamos el cambio de variables

_ iqx
Ugp = €7

Up(2)
j\gyp = g2 + A
observamos que el problema de valores propios de K queda
reducido a encontrar los valores propios de G:

/ 4Gz, )i () = Ay (2) (51)
R
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que, se puede demostrar que son:
XﬁD) = —3t/2 6§D) — sinh(u)/ cosh?(u)
S\QD) =0 TéD) — 1/ cosh?(u)

. ¢ .
A\ O — ——(p* +4) 151()0) = P [3 tanh?u — p? — 1 — 3iptanh u}

con u = (—t/2)"/2z.

De forma natural podemos descomponer los campos de
la forma:

ZZ%_A> (52)

A=D,C peD(A

donde A = D es el espectro puntual con D(D) = {1,2},

A = C es el espectro continuo con D(C) = {R}, ,LL](QC) = ,u(f;)*

i = 3 X X N0 [ (V@) (V)

b @) (53)

NOTAR: A diferencia de las soluciones homogéneas (a)
y (b), ahora tenemos un vector propio con valor propio
cero:

v(()g)(g, z) =1/ cosh® u (54)
En este caso el operador K es marginalmente estable y
no esta bien definido el desarrollo semiclasico. Para re-
solverlo hay que introducir un cambio de variables (vari-
ables colectivas) que permita realizar una resumacién par-

cial para asi eliminar esa singularidad.
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e La existencia de esta singularidad esta relacionada con
la ruptura de una simetria continua del sistema que im-
plica la aparicién de un modo (particula) de Goldstone
sin masa que en nuestro caso esta representado por el
campo escalar u;D) (x).

e Propiedades de escala para las soluciones homogéneas:

En general las soluciones clasicas homogéneas en presen-
cia de un campo externo J son solucion de la ecuacién:

A
gmi +tm, = —J (55)

Esta ecuacién la podemos reescribir:
Ag
6¢ +s¢p =1 (56)

donde ¢ = —m./J'? y s =t/J?/3. Esto es, la solucién ¢ es
funcion de s y A, por lo tanto:

t
_ 1/3
me = =T P¢( <5, 0) (57)

se dice que ¢ es una funcion de escala. Notar que:

1/3
s =0 ¢(0,A):(§)
1

S

s — oo ¢(s,\) >

s — —o0 (s, A) 1/2

5]

e NOTAR: ;Que ocurre si incluimos las correcciones al com-
portamiento clasico? ;son relevantes?

e Correlaciones:
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e Para estudiar las correlaciones de la solucion clasica, es-
tudiamos la respuesta del sistema a la acciéon de un campo
magnético externo J(z). Suponiendo que la respuesta a
esa accion es lineal si J ~ 0, la magnetizacén se comporta:

(m(z)); = (m)y=o + /Rd da'x(z —2)J(z) + O(J%)  (58)
Esto es

_ Om(z;J)

X(E)-—-—7§jzay—

Ejercicio: Demostrar la anterior igualdad

= (m(0)m(z))s=0 = (M(0))s=0  (59)
J=0

Esto es, conociendo y conocemos la funcion de correlacion
de la magnetizacion. En la aproximacién semiclasica:

(m(z))s = ma(z; J) (60)

donde m, es solucion de la ecuacién:
A
—Amy + tmy + Emgl + J(g) =0 (61)

Para calcular y es suficiente tomar J(z) = J§(z). En este
caso
me(z; J) = ma(z;0) + x(z)J + O(J?) (62)

Sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon anterior y
quedandonos con los 6rdenes lineales en J, obtenemos
una ecuacion cerrada para y:

[—A+1] x(z) = —d(z) (63)

donde 7 =t + §my(z;0)%. Estoes, t =2t|sit <0y =1 si
t> 0.
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Para resolver la ecuacion diferencial es conveniente ex-
presar yx en funcién de su transformada de Fourier

W) = [ et i) (64)

De esta forma, la solucion es:

. 1
y por lo tanto
1 1 R
X(g) = —WF(d/Q—l)W si t=0
_\ d/2-1
1 Vi = o
- (i) S s o

donde K es la funcion de Bessel de segundo orden.
Ejercicio: hallar las anteriores expresiones
Se observa que ¢ = 1/ V1 es la escala natural de las cor-
relaciones que diverge en el punto critico. Si el exponente
critico asociado se define como

=t (66)
tenemos que, en nuestro caso, v = 1/2
Ejercicio: Demostrar que la susceptibilidad no es mas que
xX(0) y que su exponente critico es v = 1.

e Dimensiéon anémala:

Supongamos que |t| = 0. Entonces:

C

me(z; J) = Jx(z) = WTM

(67)
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n se denomina . En nuestro cason =0
pero en otros modelos no es asi. Si calculamos la mag-
netizacion total en una esfera de radio R centrada en el
origen obtenemos:

R
M = C'/ drr®my(z; J) = C"R*™" (68)
0

Asi, la dimension de Haussdorf que define una densidad
de magnetizacion en el punto critico es:

dp =2—1n (69)
En nuestro caso n = 0 por lo que las agrupaciones de
espines en el punto critico son bidimensionales.

Criterio de Ginzburg: La aproximacion clasica es buena
en tanto en cuanto las fluctuaciones del parametro de
orden son pequenas comparadas con su valor, esto es:

X(€) = ((m(0) —m)(m(€) —m)) <m (70)

Ginzburg supone que las fluctuaciones relevantes son las
que tienen lugar en la escala de la longitud de correlacion
del problema, ¢.

En nuestro caso:
X(€) = Ot m =t (71)
Asi el criterio de Ginzburg es,
Clt|7*? <« 1 (72)

Luego si d > d. = 4 la aproximacion clasica da el compor-
tamiento critico correcto. d. se llama dimensién critica y
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nos indica que las fluctuaciones de la solucion clasica son

relevantes y deben de ser tenidas en cuenta por debajo
de d..
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