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Sea una red con N lineas y M columnas. En cada nudo de la
red hay una variable de espin: s, ,, = £1.

El Hamiltoniano de interaccion es:

N M N M
H(S) =—J Z Z Sn,m [5n+1,m + Sn,m—i-l] —h Z Z Sn,m (1)

n=1 m=1 n=1 m=1



donde vamos a utilizar condiciones de contorno periédicas:

Spn,M+1 = Sp,1 SN+1,m = S1m (2)

Las propiedades termodinamicas del sistema quedan descritas
por la funcion de particién:

Z =" exp|-BH(s)] = exp [~ BNMF] (3)

donde F' es la energia libre de Helmholtz.

El objetivo de esta leccion es realizar la suma anterior de
forma algebraica.

El primer paso natural es reescribir la suma anterior como
la traza de un producto de matrices. Esta estrategia es ra-
zonable pues una matriz no es mas que la representacion
de un operador lineal y existen otras formas equivalentes de
representarlos y operar con ellos (como asi veremos).

Ejercicio 1: Demostrar que la funcion de particion Z puede

expresarse:
Z=1r|(5BW)"] (4)
donde las matrices V tienen la siguiente estructura:
M
(‘/i)Sn,Sn+1 - 11 eXp [Ksn,m3n+l,m]
m=1
M
(‘/Q)Snasn+1 = 1] &P [Ksn,msn,m—i—l] 5(5n,m; Sn—i—l,m)
m=1
i
(V}))Sn,snﬂ = exXp [hsn,m] 5(3n,ma Sn—i—l,m)

m=1



donde h = fh 'y K = (3J. Ademas s, = (Sy1,502,---,S0M) Y S€
puede interpretar como la codificacion binaria de los indices
de una matriz que tienen 2" valores. Las V’s se denominan

2. Representacién SL(2,C)

En notacion de espacios de Hilbert podemos reescribir los
elementos matriciales de las matrices V' de la forma siguiente:

v

SmySnal <Sn|v|3n+l> — <3n,15n,2 - Sn,M‘V|Sn+1,lsn+1,2 .. 3n+1,M>

donde podemos ahora interpretar IV como un operador ac-
tuando en un espacio de Hilbert de estados definidos por
|sn). Por otra parte, observamos que la estructura de los
elementos matriciales de las matrices IV es de la forma:

M
‘/577,7571,-&-1 = H U(Sﬂ,mj Sn+1,m) (5)
m=1

Es natural deducir que nuestro espacio de Hilbert lo podemos
descomponer en suma directa de M subespacios de dimension
2:

M
‘Sn,lsn,Q cee Sn,M> — ® |5n,m> (6)
m=1

y esperamos que

U(Sn,ma Sn—i-l,m) - <Sn,m|vm‘5n+1,m> (7)

de forma que v,, es un operador que actia en un espacio de
Hilbert de dimensién 2 y con etiqueta m. Por ello es natural



pensar que v, sea una combinacion de Matrices de Pauli que,
como sabemos, son una representacion de SL(2,C).

Recordemos que las matrices generadoras del espacio SL(2, ()
son la matrices de Pauli:

(3 =(Vs)
(1) (0 Y)

Ejercicio 2: Demostrar las siguientes propiedades de las

matrices de Pauli:
7% =it7  (a,B,7) permutacién ciclica de (123)
(T2 =1
TP =0 a#p
exp(at®) = I cosha + 7 sinha

Ejercicio 3: Demostrar que las matrices de transferencia
en funcién de las matrices de Pauli se pueden expresar como:

M
Vi = (2sinh2K)M?exp (KZT}n>
m=1
M
Vo = exp (K Z T,?;LTSH1>
m=1
M
b = o (i32) ©
m=1

donde tanh K = exp(—2K) y el operador 7% no es mas que la
matriz 7% actuando en el subespacio m:

7—%:[®[®I®...®7a®l®...®] (9)
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Notar que se cumple la propiedad:

T]?Tlﬁ = 7'167']? k#1 (10)
A partir de ahora podemos trabajar con operadores lineales
y buscar tranformaciones y espacios en los que poder realizar
de forma explicita la potencia N’esima de los operadores (ma-
trices) de transferencia.

3. Operadores creacion y aniquilacién

A partir de ahora supondremos que el campo magnético h =

0. En otro caso las expresiones que obtendriamos para el

operador V5 en esta seccion serian de tal complejidad que no

nos permitirian avanzar en la resolucion del problema.
Vamos a realizar varios cambios de operadores.

e Operadores P y ():

Definimos:
11 1 3
P, = 719 . T T}
11 1 2
Qr = TiTy - -Tp_1Th
11 1
U = m1y...Ty

Ejercicio 4: Demostrar las siguientes propiedades:

3,2 - 1
Pk;Qk = TpT = 1T
- 3 3 .
Pk+1Qk - ZTk-i-lTk‘ kl,,M_l
e = iPQuU

U? 1
(iPQyuU)* = 1



Ejercicio 5: Demostrar que la matriz de transferencia I =
V5V, se puede escribir como:

1 1
donde

M
Vi =exp [_ZK Z Pm-l—lQm (12)

m=1

M
exp [zK Z PO,

1=1

con la convencién: Py .1 = FP;

e Operadores creacién y aniquiliacién a y a': Definimos:

Qm = am—l—ain
1P, = am—ajn

Ejercicio 6: Demostrar las siguientes propiedades:

T T _
Am Ay, +am/am = 6m,m’

A + Ay @y, = 0

Notar que a,, y a/. se comportan como operadores creacién
y aniquilacién de fermiones.

Ejercicio 7: Demostrar que V. y U se pueden expresar
como:

M M
_ 1
Vi = exp [K Z(aimrl — 1) (al 4 ap) | exp [2[( Z(a;rnam — 5)]
m=1 m=1

. e 1
U = (—i)™exp [m mz_:l(a;'nam — 5)]
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Las condiciones de contorno de a’s heredadas de las de
P’s son:
ayi1 = Fa, siV=x (14)

Observar que el operador U es, esencialmente un operador
de signo. Puesto que los operadores V. son cuadraticos en
a’s, estos siempre crearan y/o destruiran un nimero par
de particulas no afectando al signo, esto es equivalente a

demostrar que
U, V] =0 (15)

De esta forma podemos calcular las potencias del oper-
ador V:

1 1
V= S+ U) VS A= 0V (16)

Ejercicio 8: Demostrar la anterior expresion por induccién

Operadores invariantes por traslaciones 1 y n':

Nuestro sistema es invariante por traslaciones debido a
las condiciones de contorno periédicas. De igual forma
lo son los operadores a,, aunque heredan propiedades de
simetria o antisimitria dependiendo de si pertenecen a V.
o V_ respectivamente. De esta forma es razonable definir
los operadores n como la transformada de fourier de a:

1 i gm
am:WG /4Z€q Mg (17)
q

Las condiciones de contorno sobre los operadores a quedan
ahora reflejadas en los valores de ¢’s permitidas. Esto es,



suponiendo M par:

. (s .
q+ = j:(2j_1)M ’ ]:1727"'7

— 49" —010.. .M
Q—_ ]M 9 ]_777"'72

M
2

Ejercicio 9: Demostrar que Vi en funcién de 7, es:

Ve = [2sinh 2K T v, (18)

0<q+<m

V, = exp |2K cos q(ngnq + nT_qn_q) + 2K sin q(niqn; + nqn_q)}

exp | —2K (ning +n' g — 1)] q#0,m

[ _ 1
Vi = exp | ~2K ~ K)ol - 3)]

[ _ 1
Vi = exp |—2(K + K)(njrn7r — 5)}

Notar que se utiliza el hecho )  cosq = 0.

e Operadores >:

Definimos tres operadores:

2611 = T—qTq +77$77iq

52 = i(nqnq —niniq)

S5 o= ning i, —1 q#0mw
Sh o= 2nin—1

3 = 2777TT777T —1
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Ejercicio 10: Demostrar las siguientes propiedades de los
operadores X:

SeN) - XONY = 26,457 (a,8,7) = P(1,2,3)
ayfp Bya
YuZ, XNy =0 a#FB (¢#0,m)

Ejercicio 11: Expresar V, en funcién de los operadores >

Nuestro objetivo ahora es buscar una respresentacion ma-
tricial de los operadores . para ello definimos los estados del
espacio de Bloch de los operadores :

mela) =0 ni0) = |q) (19)

De esta forma observamos que los operadores , actian
sobre un espacio de Bloch con dos particulas de momentos ¢

y —¢:
[9,—q) 1¢,0) 10,—q) 10,0) (20)
Ejercicio 11: Demostrar el comportamiento de los oper-
adores ¥, en el espacio de Bloch de dos particulas |g, —¢):

(237 2(217 22”% _Q> - (|07 0>7 Z'|O7 0>7 ‘% _Q>)
(24,25, 5010,0) = (g, —q), —ilg, —q), —10,0))
(35, %22,52)]q,0) = 0
(Eév 237 22”07 —q) = 0
Este comportamiento, expresado en representacion matricial
viene dado por:

Se=r'QRI'R) .. Rt R R X (21)
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donde la matriz ¢®r" esta en la posicién j, con ¢ = (25— 1)7/M
(estamos trabajando con la matriz V., ), I* es una matriz iden-
tidad de dimension 4 y

N T 02 12 02
o ( 02 T ) ) 7”+ = ( 02 02 ) (22)
y donde podemos definir
« [0} Ta 02
0L =0 T+ = ( 02 02 ) (23)

Ejercicio 12: Demostrar que V, en la representacion de
matrices de dimensién 4 se puede escribir como:

M/2
Vi = [2sinh 2K]"* X) Va1 (24)
j=1
donde
[ [ —
V, = exp [2[( (COS Mﬂai — sin Mﬂai)} exp [—2Ko? | (25)

Ejercicio 13: Demostrar que V, se puede escribir de la

forma: ;
V) = exp [Z claafﬁ] (26)

a=1
Hallar los valores explicitos de c}' € R.
Ahora es muy sencillo hallar las potencias de V,:
M2
Vi = [2sinh 2K]"2 Q) Vi) (27)
j=1
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donde

V" = exp

3
n E oy
(0%

: 3
h
= r~ + 71" cosh(ny) + sinh(ny) Z q'of
m a=1
donde 7~ = I* + " y cosh; = cosh(2K) cosh(2K') — cos(lw /M)
Al igual que el calculo de V; podemos realizar el calculo
de V_. Al igual que antes la representacion natural es el uso

de los operadores ¥ con ¢ =1,2,..., M/2 — 1. Ademés ahora

definimos:
o= PRI QIR
2= TQRIR) . RIT R — )

notar que para la pareja ¢ = 7 y ¢ = 0 utilizamos la base
|7, q = 0), |m,0), |0,g = 0) y |0,0) donde diferenciamos entre
estado vacio (0) y particula con momento ¢ = 0.

Asi
M/2

V. = [2sinh 2K]""? (R) V3 (28)
j=1
donde V, tiene la misma expresiéon que la calculada para V.
sil# M. Sij= M/2 tenemos:
Vig=exp [—(K — K)o — (K + K)(r" —r7)] (29)

Asi las potencias de V_ son:
M2
V" = [2sinh 2K Q) Vi (30)
j=1
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donde V)" para [ # M ya la calculamos antes y

1 = _
V]\Z — 5 T—(€2nK+e2nK)+r+(€—2nK+€—2nK)

O'?i(GQnK . eZnK) + Oi(€—2nK . 6—2nK)
Por 1ultimo el operador U lo podemos expresar en la reprentacion
g, oen laq_

Ejercicio 14:Demostrar que el operador U en la representacion

4+ y q- es:
M/2

Ur = ®(7“+_7“_)

J=1
M/2—1

U. = ® (r"—7r7) ®(O’§r —a?)
j=1
Ejercicio 15: Obtener el valor de V"
Sabiendo que Tr(Q_)A, = [[\_, Tr(A,),
Ejercicio 16: Demostrar que la funcién de particion 7 =
Tr(VY) que es igual a

M M
o 1 NM/2 N”Yzy 1 N’V2g 1
Z = 5 2 sinh 2K] | | 2 cosh + | | 2 sinh
J=1 J=1

M
N
H [2 sinh 72‘7]

J=1

M
+ [2 cosh N ]

Para realizar el limite termodinamico hemos de tener en
cuenta el signo de 7y = 7o) y utilizar la formula de Euler-
McLaurin que sustituye la sumas sobre j por integrales.
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Ejercicio 17: Demostrar que en el limite termodinamico se
cumple:

™

. 1 1 . 1
—0OF = N}\l}l_lmwan = §ln [2sinh 2K + %/ dgv,  (31)

—T
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