Un autémata celular para Navier-Stokes:
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1. El modelo FHP

1.1. Introduccidon

Generalmente para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes por métodos numéricos se emplea el mé-
todo de los elementos finitos. La mayor parte de software para ingenieria implementa este método, que a
pesar de tener una precisién bastante alta, tiene un problema importante: hacer el mallado correcto para
dividir el espacio en los elementos finitos es complicado, y, ademas, el cdlculo puede ser realmente lento.
En este trabajo se propone una alternativa, el método lattice gas, un autémata celular capaz de hacer las
simulaciones muchisimo més rdpido, y sin la necesidad de un mallado -a costa de perder bastante precisién
e introducir posible ruido estadistico.

A pesar de sus problemas, este modelo es importante porque permite entender cémo funciona un fluido
a escala mesocépica, como pequeias particulas de fluido; y ademads, ha dado lugar a los llamados lattice
Botlzmann models, que solucionan gran parte de los problemas de estadisticos del lattice gas y que ac-
tualmente estdn en pleno desarrollo, con unas aplicaciones cientificas y técnicas realmente interesante en
campos como reologia, microfluidica u oceanografia.

1.2. Descripcion cualitativa

El modelo FHP, llamado asi por haber sido introducido por Fritsch, Hasslacher y Pomeau en 1986, es un
modelo de autémata celular capaz de reproducir las ecuaciones de Navier-Stokes. Como autémata celular,
estd compuesto por un montén de nodos en una red, de tipo hexagonal. En cada nodo de la red puede
haber particulas, las cuales estdn caracterizadas por su velocidad. Las particulas no pueden tener cualquier
velocidad, sino solamente aquellas que coinciden con las direcciones de la red hexagonal. Adicionalmente,
cada nodo solo puede contener una particula en cada direccién (es decir, un méaximo de 6 particulas por
nodo).

El tiempo va avanzando en pasos discretos. En cada paso, se realizan dos operaciones: la propagaciéon
y la colisién. En la propagacioén, cada particula avanza a un nodo vecino segtn su velocidad. En teoria se
mueven todas al mismo tiempo. Después, se va revisando nodo por nodo para realizar el paso de colision.
En este, estamos interesados en buscar configuraciones de particulas que llevarian a una colisién y cambiar
la velocidad de las particulas, pero de forma que el momento total se conserve. Se pueden introducir més
o menos configuraciones que consideramos como colisién, y dependiendo de eso, hablamos de diferentes
modelos FHP. La diferencia entre estos es fundamentalmente pardmetros como la viscosidad o la atenuaciéon
de ondas en el fluido.

Estos pasos se repiten una y otra vez. El resultado macroscépico de estas reglas es un fluido que se
comporta segtn las ecuaciones de Navier-Stokes.
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Figura 1: Algunas reglas de colisién. Las que estdn a la izquierda pasan a una de las configuraciones de la
derecha. Las celdas ocupadas por particulas se representan por flechas

Victor B.

1.3. Algunos aspectos teéricos

La forma de tratar analiticamente estos sistemas es el formalismo de la Fisica Estadistica. En una red de
muchos nodos hay una gran cantidad de estados posibles. Cada uno de estos es un microestado. Sin embar-
g0, a nosotros lo que nos interesa es el resultado fisico observable, que vendra definido por los macroestados.
Un cierto conjunto de microestados puede llevar al mismo macroestado. Siguiendo el formalismo de Gibbs,
a nosotros lo que nos interesa es tomar promedios de los microestados en la colectividad.

(1) =Y q(S)P(t9)
Ser

donde g es la variable que queremos medir, P es la probabilidad de tener un microestado concreto S, y I es
el espacio de fases, el conjunto de todos los microestados posibles del sistema. La medida mds importante
que debemos realizar en el sistema es el de nimero de ocupacién media:

N] (i’,?) = <1’l] (t,7)>
que representa el promedio de particulas con velocidad ¢; en la posicién 7. A partir de aqui se pueden
obtener la densidad y la velocidad de las particulas



Con b el namero de celdas, que son 6 para FHP-1y 7 para FHP-II y FHP-III, que incluyen particulas en re-
poso. La densidad es basicamente la medida de particulas que hay en un nodo, de media. Podemos calcular
también el flujo de particulas de cada nodo, de donde puede obtenerse facilmente la velocidad a partir de

la relacién J (t,7) = p (t,7) i (t,7). Sobre los nimeros de ocupacién media merece hacer la pena un par de
comentarios. Para empezar, deben cumplir las ecuaciones de conservacién de masa y momento:

ZN]- (t+1,7+4¢) = ZNj(t,?)
] J

ZEJNJ» (t+1,745)
)

= ZC_’}N] (f, 7)
]

Por otro lado, para un fluido que se mueve con velocidad constante il y que ha llegado al equilibrio, los
numeros de ocupacién media toman la forma:

eq _ 1
I 1+exp(h+7-5)

en el caso concreto del modelo FHP-I, esta distribucion es:

Njeq (p, i) = % + §EJ il + oG (p) Q;(ﬁu,xuﬁ +0 (uS)

con Q?ﬁ = c}?‘ c]ﬁ — 3% /2y G (p) una constante que depende de la densidad global del fluido.
Analiticamente puede emplearse la fisica estadistica para demostrar que con estas herramientas se llegan

a las ecuaciones de Navier-Stokes. No hacemos el desarrollo completo aqui, pero la deduccion se basa en el

hecho de que hay tres procesos a escalas completamente distintas:

1. Relajacién al equilibrio. Depende basicamente de la cantidad de colisiones, que se producen a densi-
dades ni demasiado bajas ni demasiado altas. Para estos casos, el tiempo es de orden € ~ 1.

2. Propagacién de ondas. Estas son las propagaciones de las perturbaciones de la densidad (que veremos
que son directamente proporiconales a la presién). Las ondas sonoras se desplazan a velocidad ¢ o
t~1, de modo que su escala es de e .

3. Difusién. La difusién siempre es el proceso més lento y su escala es del orden 2. Sin embargo la
escala espacial en la que acttia la difusién es muy parecida a la de propagacién de ondas.

Teniendo esto en cuenta y a partir de desarrollos en serie pueden llegarse a las ecuaciones de Navier-Stokes.
Al hacerlo, es posible identificar algunos de los pardmetros que hemos presentado aqui con algunas de las
caracteristicas de los fluidos, como la velocidad del sonido en fluido cg, la viscosidad v o el coeficiente de
atenuacién de ondas 7:

] FHP-I \ FHP-II FHP-III
b 6 7 7
Cs 1/v2 V/3/7 3/7
d) T1—2d 7 1-2d 7 1-2d
8 21-d 12 1-d 12 1-d
v (d) 1 _ T I 1 1 1 N 1 _1
1250-a° 8 | 414> 1-4d/7 ~ 8 | 28d(1—d) 1-8d(1-d)/7 8
1 (d) 0 1T T T 1T _ 1 — 1
9B (1_q7 28 98 (1-d) 2—2d(1-d) _ 28

Cuadro 1: Constantes de interés para los diferentes modelos FHP. d = p/b la viscosidad reducida. g (d) es

un parametro constante una vez seleccionada la densidad.




2. Algunas simulaciones con FHP

Simular FHP es relativamente sencillo usando una técnica llamada multispin coding. Consiste en apro-
vechar que solo tenemos los estados «ocupado» o «vacio», 1 6 0, para sacar el mdximo rendimiento posible
a las simulaciones. En el c6digo el estado de las celdas lo representaremos con un entero sin signo de 64 bits.
Aunque externamente los enteros pueden ser cualquier niimero, internamente esta variable es una cadena
de 64 estados 0 6 1. Lenguajes como C++ y FORTRAN permiten trabajar bit a bit (en el caso de FORTRAN
hace falta una librerfa externa), de modo que al aplicarle una sola operacién a un nimero, actuamos sobre 64
bits al mismo tiempo. Esto supone un ahorro de tiempo no solo porque hagamos 64 operaciones en el tiem-
po de una, sino porque ademaés estas se realizan de forma mds rapida. Asf, el programa puede ejecutarse a
una velocidad realmente rapida.

Finalmente, en la practica no podemos promediar sobre la colectividad. Sin embargo, suponemos que lo
que hacemos es coger el sistema y discretizarlo en una red. Si hacemos una red bastante densa, los nodos
cercanos entre si estardn en aproximadamente el mismo microestado, de moodo que podemos promediar
sobre ellos. Asi pues, los promedios se hacen sobre sub-regiones de tamafio 32x32 o 64 x64. Las funciones
que acttian directamente sobre bits ayudan a hacer los promedios para calcular los N; (¢,7) de forma sencilla
y eficiente. Una vez tenemos los niimeros de ocupacién media, podemos obtener los otros pardmetros de
interés en el fluido.

A continuacién comentamos ligeramente algunas de las simulaciones realizadas con interés fisico.

2.1. Flujo contra un obsticulo

Un problema clésico en la mecanica de fluidos es el del fluido que atraviesa un obstdculo. Aqui hemos
querido realizar este experimento, para lo cual se emple6 una red de 3200x1920. El fluido se acelera hasta
llegar a velocidad constante, y en ese momento se hace aparecer sobre el dominio un obstéculo y paredes en
el camino del fluido. Por supuesto, es necesario afiadir condiciones adicionales para las colisiones sobre las
paredes. Aunque pueden realizarse de muy diferentes maneras, optamos por la mds simple, que consiste
simplemente en reflejar las particulas en la misma direccién que entraron.

Se observa bien la evolucién del choque del fluido, pero en este caso no se pudieron obtener vértices de
von Karman, probablemente por usar condiciones de contorno periédicas en ambos lados.
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Figura 2: Flujo atravesando un obstaculo. El fluido se mueve de derecha a izquierda

2.2. Propagacién de ondas

Podemos propagar ondas a lo largo del fluido. Para esto, lo que hacemos es coger un pequefio espacio
en el centro del fluido en equilibrio y rellenarlo todo lo posible con particulas, lo que crea una regién con
una densidad mucho mas alta que el resto del fluido. Esta perturbacién se propaga en todas las direcciones
a la velocidad ¢, y es capaz de reproducir el comportamiento de una onda a la perfeccién, incluyendo
fenémenos como interferencias, o reflexiéon. Esta simulacion se llevé a cabo en una red 1280 x1280. El tiempo
de simulacién es de 250 pasos.

Aunque la velocidad del sonido del modelo FHP-II es mucho mayor mayor que la del modelo FHP-I, es
dificil observar la diferencia a menos que realicemos la propagaciéon durante mucho tiempo en un espacio
muy grande. Otra diferencia importante es la atenuaciéon de la onda. Como puede verse en la tabla, la
viscosidad voltimica es 0 en el modelo FHP-I, y distinta de este valor en FHP-II. El coeficiente de atenuacién
de ondas de sonido es directamente proporcional a esta constante, de modo que esto implica que las ondas
en el modelo FHP-I no son atenuadas. Para las imédgenes se ha cogido este modelo porque precisamente se
observan mejor las ondas debido a que no hay atenuacién.
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Figura 3: Propagacién de una onda con el modelo FHP-I

También podemos realizar la simulacién al contrario. En lugar de poner una gran densidad sobre un
fluido de densidad media, inicializar un fluido con una densidad relativamente alta y eliminar todas las
particulas de un punto. Esto también es una perturbacién en la densidad que se propaga exactamente de
la misma forma que la anterior. En las simulaciones puede verse que estas perturbaciones se propagan
de forma practicamente isétropa y circular. Ademads, se pueden realizar interferencias con otras ondas de
presién. Esto hace que el lattice gas sea adecuado para realizar simulaciones de actstica.
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Figura 4: Propagacién de una onda con el modelo FHP-II

2.3. Primer problema de Stokes

Pasamos ahora a analizar el primer problema de Stokes que es un problema clasico de la mecénica de
fluidos viscosa. Tenemos un fluido sobre un plano, que inicialmente estd quieto. En cierto ¢t = 0, el plano
comienza a moverse con velocidad U, transmitiendo, por tanto, su movimiento al fluido. Este es un ejemplo
clasico de una difusién, ya que una vez hacemos aproximaciones en la ecuaciéon de Navier-Stokes [?] nos



queda que la componente horizontal de la velocidad obedece la ecuacion:
ou  du

_— =Y —
ot Iy?

En esta simulacién uno de los objetivos principales es comprobar que en efecto la velocidad cumple esta

ecuacién de difusién. Si tenemos en cuenta las condiciones de contorno que nos pone el problema, puede

demostrarse que la solucién tiene la siguiente forma:

y
u(y,t)=U[1—erf
wi=u (1ot (57))
donde erf (x) es la funcién error.

Para realizar la simulacién, debemos poner unas condiciones adecuadas que simulen el plano movién-
dose. Lo que hacemos es imponer que toda particula que se encuentre en y = 0 tengo una velocidad ¢, es
decir, hacia arriba y a la derecha. Si pusiéramos solo hacia la derecha, la perturbacién no se propagaria en
y, como queremos. El resto de fluido se inicializa en equilibrio. Podemos observar en la simulacién cémo va
aumentando poco a poco la velocidad horizontal del fluido.

Por otro lado, hay algo bastante interesante que podemos hacer. Si cogemos el resultado de la simulacién
para cierta iteracion ¢ cualquiera y representamos u# = u (), observamos que la velocidad horizontal es
précticamente constante hasta cierto punto donde se hace 0, tal y como esperamos. Podemos tratar de ajustar
la expresioén tedrica a esta curva. Asi podremos ver, primero, si la forma de la ecuacién tedrica es parecida

a la de la simulacién, y también podremos calcular el valor de U, es decir, la velocidad de movimiento del
-1

plano, por ajuste. Esta velocidad ha resultado ser U = (4.1 £ 0.1), mientras que el parametro (2@)

(0.052 £ 0.001). No ponemos unidades al estar medidos ambos parametros en la red.
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Figura 5: El primer problema de Stokes. Las lineas mds inclinadas corresponden a la difusién de la velocidad
en if, mientras que las practicamente verticales se deben a la propagacion de la perturbacién en vertical. La
propagacién se produce a un tiempo mas rapido (del orden de 1) que la difusién (de orden e~2).



Como podemos observar en la figura, resulta que la curva tedrica y la simulada con el modelo FHP
coinciden muy exactamente, lo que da a indicar que la difusién de las particulas se estd realizando de
una forma absolutamente correcta y acorde con la ecuacién de Navier-Stokes. Por otro lado, aunque como
podemos ver, lattice gas nos ofrece una vision cualitativa correcta, es complicado en este caso extraer los
resultados de las variables que podrian interesarnos, mds alld de la velocidad o de la densidad.
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Figura 6: Comparacién tedrica y simulada de la solucién del primer problema de Stokes

3. El modelo Lattice Boltzmann

El modelo lattice Boltzmann merece una pequefia mencién por ser el sucesor de los métodos de latti-
ce gas. Es una forma bastante potente de estudiar la dindmica de fluidos que arregla buena parte de los
problemas que nos encontramos en un lattice gas. La idea principal consiste en que las particulas que se
mueven por la red no sean realmente particulas, sino que sean un promedio de la colectividad al completo.
Asf, cada particula ya no deja «llena» o «vacia» una celda sino que lo que tenemos es un valor que puede
ser cualquiera, entre 0 y 1. Al realizar este cambio de particulas a promedios en la colectividad, el operador
de colisién queda sustituido por la ecuaciéon de Boltzmann en su forma discreta:

fi (t+ALF+CiAL) — £ (1,7) = Q

donde f; es el valor real que empleamos ahora en lugar de la particulas. El término (); contiene las colisiones
del modelo, y normalmente se realiza una aproximacién porque su forma exacta es muy complicada. Por lo
demas, la implementacién de este método es muy parecida a la de lattice gas
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Lattice Boltzmann Method with Applications in Acoustics, que tiene un enfoque mucho maés didéctico y
facil de entender.
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