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1. Introduccion.

= En el contexto de la Mecanica Estadistica de equilibrio se deriva que un sistema en equilibrio termodinamico
con una temperatura 7', numero de particulas N y volumen V', la probabilidad de encontrar a las N particulas
en un estado X = (z(1), .., x(N)) esta dada por

Py(X)=2Zzle "MW 7 = [dXe PN (1)

donde 8 = 1/(kgT) y kp es la constante de Boltzmann. Z es la funcion de particion y Hy(X) es el hamiltoniano
que define la dindmica microscépica correspondiente a las N particulas. Asi, conocida Hy(X), podemos calcular
el valor esperado de cualquier variable (que coincidira con el valor observado en un experimento):

(A) = 27" [dXe PPV Ap(X) (2)

= La Mecanica Estadistica conecta las ecuaciones del movimiento microscopicas de un sistema de particulas con
sus propiedades termodinamicas macroscopicas. Sin embargo, en la practica, sélo en unos pocos casos de interés,
podemos realizar de forma analitica alguna de esas integrales N dimensionales. De esta forma debemos de acudir
a métodos numéricos para conocer el comportamiento del sistema.

= La estrategia mds natural que se aplica es usar la ley de los grandes ntmeros. Esta nos dice que
independientemente de la distribucion de probabilidad Py (X)), el valor esperado de cualquier observable puede
ser hallado mediante sumas parciales de M realizaciones concretas de los mismos, esto es

(4) = 5 & AX) + 001 o

donde X; deben de seguir las distribucién Py(X) y han de ser estadisticamente independientes.
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= Para generar esas configuraciones podemos utilizar la técnica del rechazo. Esta, se basa en el hecho obvio de que
si f(x) es una cierta densidad de probabilidad (de una sola variable por sencillez), entonces si una y cumple
que f(y) = 2f(x) entonces y es dos veces mas probable que x. Osea, lo que tenemos que conseguir es que la
frecuencia relativa entre eventos sea la correcta. Asi el esquema para generar nimeros aleatorios que sigan una
cierta distribucion f(x) hemos de seguir el siguiente algoritmo:

e (0) Generar un valor x aleatoriamente y uniformemente en su dominio de definicion.
e (1) Generar un nimero aleatorio uniforme £ € [0, 1].

e (2)5i¢& < f(xr)/ méx, f(y) entonces x se acepta como representante de la distribucion f(z).
o (3)Ira (0)

Si intentamos utilizar este sencillo algoritmo para generar configuraciones que sigan la distribucion Py (X), nos
pasariamos todo el tiempo rechazando configuraciones. Esto es debido a que cuando N es grande
(como es el caso en los sistemas que se quieren simular), el hamiltoniano es una variable extensiva en N y la
distribucién de probabilidad Py(X) ~ exp —N(e(X) — (e)) lo que la hace extremadamente picuda alrededor
de sus valores de equilibrio termodinamico. De esta forma si aplicamos el algoritmo de rechazo tendriamos
dos efectos adversos: (1) las configuraciones aleatorias son, normalmente, mucho mas numerosas que las deméas
y por lo tanto, la probabilidad de escojer al azar una configuracion aleatoria es practicamente uno y (2) las
configuraciones aleatorias son las que tienen mas energia (las correspondientes en un gas a temperatura infinita)
por lo que Py(X) =~ 0 es cero y ningtin nimero aleatorio uniforme generado por nosotros va a ser menor o igual
a cero.

= Para solucionar este problema Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller y Teller desarrollaron en 1953 un
algoritmo que abandona la idea original de generar configuraciones estadisticamente independientes. En este
caso, las configuraciones son construidas a través de cadenas de Markov. Una cadena de Markov de eventos
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sucesivos X1, Xo, ..., X tiene como probabilidad:
PN<X1,X2, ...,XN> = P1<X1>T<X1 — XQ)T(XQ — Xg)....T(XN_l — XN> (4)
donde T(X — Y) es la probabilidad de transicién de estando en el estado X ir al estado Y. Obviamente

YT(X —-Y)=1 (5)

Si g( X, t) es la probabilidad de que en el paso t de la cadena de Markov nos encontremos en el estado X podemos
escribir facilmente su ecuacion de evolucion

g(X,t+1):§g(X’,t)T(X’—>X) (6)
:X%é:Xg<X,7t>T<X,_>X>+g<X,t>T<X_>X> (7)
ZAXWU%M@WﬂX%ﬂ—%WWW%XH (8)

que no es mas que la llamada Ecuacion Maestra. Una solucion estacionaria de este proceso de Markov la

encontramos pidiendo que
g(XNT(X' = X) = g(X)T(X — X') (9)

donde g(X) es la probabilidad estacionaria de que el sistema se encuentre en el estado X . Esta condicion suficiente
se denomina condicién de balance detallado.

= En este contexto, la estrategia a seguir para generar estados X cuya distribucion estacionaria sea Py (X)
supuestamente conocida es la siguiente:
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e (0) Contruimos una T'(X" — X) a partir de la condicion de balance detallado. En nuestro caso Py(X) =~
exp [—BHN(X)] asi la condicién de balance detallado debe de cumplir

T(X' — X) = e XA (x5 X7 (10)

Obviamente funciones T(X — X') que cumplan la anterior ecuacion hay infinitas pero vamos a elegir la
utilizada por Metropolis et al.

T(X — X') = min(1, e IPXI=EX] (11)

e (1) Dar un estado inicial X = X.

e (2) Elegir un estado X'. Generar un ntimero aleatorio uniforme £ € [0,1]. Si & < T(X — X') entonces
mover el sistema al estado X'.

o (3)Tra (2).

= Fista dinamica de estados que nos hemos inventado recorre todos los estados accesibles por el sistema y, para
tiempos largos, tiende a muestrear los estados con probabilidad Py(X). Obviamente, si elegimos al azar X’
tendriamos el mismo problema que nos encontrabamos con el algoritmo de rechazo. El truco aqui es que podemos
elegir un X' que no sea mds que una pequeria modificacion de X. De esta forma si en algin momento de la
cadena de Markov las X son las mas probables segiin Py (X) los siguientes estados generados seguiran estando
concentrados alrededor de ese maximo de probabilidad.
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2. Modelo Basico

» Lenz en 1927 propuso a su estudiante Ising modelar de forma sencilla unos materiales que sufrian un cambio brusco
en sus propiedades magnéticas con la temperatura. A temperaturas altas eran paramagnéticos (magnetizacion
expontanea cero) y a temperaturas suficientemente bajas eran ferromagnéticos (magnetizacién expontéanea no
nula). El modelo (hoy llamado de Ising) se define en una red cuadrada bi-dimensional N2 donde en cada nudo
de la red existe una variable llamada de espin s(i, j) (i,7 = 1,2,.., N) que puede tener dos valores 1 y —1. La
energia de interaccion del sistema dada una configuracion de espines S es:

1 N N
E(S) = =523 s(0,5)s(t, 5 + 1) +5(i,5 = 1) +s(i+1,5) + (i = 1, j)] (12)
i=1j=1
donde suponemos que el sistema tiene condiciones de contorno periddicas i.e. s(0,5) = s(N,7),

s(N+1,7) =s(1,5), s(,0) = s(i, N) y s(i, N + 1) = s(i, 1). Dada una temperatura 7', cuando el sistema esta
en equilibrio termodinamico la probabilidad de encontrar una configuracion S viene dada por

1
P(S) = Ze—ﬁE(S) (13)

Asi, notar que cuando T' = 0, P(S) = £ 11; ; 6(s(i, j) — 1) + 2 11;; 6(s(4, j) + 1). Esto es, todos los espines tienen
valor 1 o todos tienen valor —1. Por otra parte, si T' = oo entonces P(S) = cte o sea, todas las configuraciones

son igual de probables Para generar configuraciones tipicas con probabilidad de equilibrio P(.S) utilizaremos el
algoritmo de Metropolis:

e (0)Daruna T € [0,5]. Generar una configuracién inicial de espines. Por ejemplo una configuracion ordenada
i.e.s(i,j) =1 V¥ 14,7, 0desordenada (elegir aleatoriamente 1 0 —1 en cada nudo de la red con probabilidad

1/2).
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e (1) Elegir un punto al azar, (n,m), de la red.

e (2) Evaluar p = min(1,exp —[AE/T]) donde AE = 2s(n,m)[s(n +1,m) + s(n — 1,m) + s(n,m + 1) +
s(n,m — 1)]. Usar las condiciones de contorno periddicas.

e (3) Generar un nimero aleatorio uniforme £ € [0, 1]. Si €& < p entonces cambiar el signo del espin (n, m) i.e.
s(n,m) = —s(n,m).

o (4)Ira (1)

Notar que este algoritmo cumple la premisa anteriormente contemplada, la diferencia entre una configuracion S
v la siguiente después de un paso de Markov S’ es de un solo espin, s(m, n), todos los demés son iguales. De
esta forma, la unidad de tiempo bésica es el paso Monte Carlo que equivale a realizar N2 intentos de cambio
de un espin. Asi, en un paso Monte Carlo, en promedio todos los espines han intentado cambiar una vez.

3. Problemas

Obligatorio:

Realizar el programa que simular el Modelo de Ising con el método Monte Carlo. Mostrar su evolucién por
pantalla para diversas temperaturas.

Voluntario 1:

Dado el tamafio N, elegir una configuracién inicial ordenada i4..e. s(i,j) = 1 y dejar evolucionar el sistema 10°
pasos Monte Carlo (pMC).
Se pide obtener valores medios y sus correspondientes errores para las siguientes magnitudes:
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= La magnetizacion promedio:

N N
my = (5l & £ s60.9) (1)
= La energia media:
eEN = <£Z(]€>> (15)
= El calor especifico: X
x = 5 [(E(SP) — (B(S)) (16)
= La funcién de correlacion: {
)= gz 3 (sl st +6,m) (17)

donde (-) es un promedio sobre distintas medidas realizadas cada 100 pMC, esto es promedios sobre 10* medidas.
Realizar el experimento para 10 temperaturas en un intervalo T° € [1,5,3,5] y para N = 16, 32, 64 y 128. Hacer
como minimo el siguiente analisis:

= Describir el comportamiento de las anteriores magnitudes para el rango de temperaturas y tamanos. Comparar
con el resultado exacto de Onsager. Describir el efecto del tamano en cada una de las variables.

= Obtener de la literatura informacion sobre exponentes criticos y teoria de tamano finito.

= Estimar el valor del punto critico: Para cada valor de N obtener una estimaciéon del maximo del calor especifico,
T.(N), y estudiar su comportamiento con N extrapolando para N — oo,

= Obtener numéricamente el exponente critico 3 de la magnetizacion y comparar con el resultado exacto.
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» Estudiar de la funcion f(i) con la temperatura y el tamano del sistema. Extraer la longitud de correlacion y su
exponente critico caracteristico.

Voluntario 2: Modelo de Hopfield de red neuronal

Usar el modelo de Ising para simular y estudiar el comportamiento emergente de una red neuronal de Hopfield
para cualquier temperatura 7. Para ello se asumen las siguientes hipdtesis del modelo:

1. Cada variable de espin representa el estado de una neurona que esta disparando o esta sin disparar. Es tutil
entonces transformar el hamiltoniano de Ising del c6digo s(i) = —1, 1 (espin mas o menos) al codigo s(i) = 1,0
(neurona disparando o no) obteniendo:

1
H(S) = —5 Z Jl'jSZ'Sj + Z 91'82'
1,] 1

2. Las interacciones entre espines J;; = w;; representan ahora el estado de las sinapsis o conexiones entre neuronas
y se denominan pesos sinapticos. Estos vienen dados en término de P configuraciones particulares de la red

g={"=1,0i=1,... N}, llamados patrones o memorias mediante la regla de aprendizaje Hebbiano:
LS 0 —a)
Wi = ————— P —a)& —a

con a = (&!').

3. En vez de conexiones a vecinos proximos la red de Hopfield asume interacciones de largo alcance y en particular
una red totalmente conectada.
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4. No se permiten autoconexiones w;; = 0, y los umbrales de disparo 6; vienen dados en términos de los pesos en
la forma:

1
92' = 2%:’11}@]

Se pide:

1. Ver como la red es capaz de recordar los patrones almacenados en funciéon de la temperatura y el niimero de
patrones almacenados en los pesos sinapticos, partiendo de una condicién inicial aleatoria o un patron deformado,
y calculando el llamado solapamiento con cada patron definido como:

1 1

m'(s) = m %:(&H —a)(s; — 5)

Utilizar diferentes tipo de patrones, incluyendo el caso de patrones aleatorios, y prefijados, como por ejemplo los
digitos del 0 al 9, un conjunto de caras o un conjunto de simbolos.

2. Considerando una red de N = 400 neuronas y haciendo 17" = 0, calcular como decae la recuperacion de la
memoria en funcién del nimero de patrones almacenados, y asumiento que un patrén dado se recuerda sin
apenas error cuando el solapamiento es mayor que (.75, calcular la fraccién maxima a,. = P./N de patrones que
la red podra almacenar de forma que todos los patrones se pueden recordar. En este caso es mejor trabajar con
patrones aleatorios.
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