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1. Fundamento Teodrico

= En Mecanica cuantica, el estado fisico de un sistema unidimensional de una particula viene descrito
completamente por una funcion de onda compleja ®(z,t) que obedece la denominada ecuacién de Schrodinger
0D (x,t) h? 0

donde V(x) es el potencial al que estd sometida la particula, que supondremos que tiene una masa m
independiente del tiempo, A es la constante de Planck reducida y H es el operador Hamiltoniano, que es hermitico.

= La densidad de probabilidad de encontrar a la particula en un volumen dV alrededor del punto x y en el instante
t es

dP = |®(z,t)|*dV. (2)

= Normalizacion: Para un sistema compuesto tnicamente por una particula, como es el nuestro, la probabilidad
total de encontrar la particula en algiin punto del espacio, en cualquier instante ¢, es igual la unidad,

1@, t)PdV = 1. (3)

= Notese que la integral de probabilidad es constante durante la evolucion temporal, lo que habra que tenerse en
cuenta al plantear la resolucién numérica del problema.

= Podemos observar que la ecuacion de Schrodinger es lineal y que se trata de una ecuacion diferencial de primer
orden en el tiempo.

= Para evitar el uso continuado de m y h, haremos el cambio de variable ¢ — th en el tiempo y x — zh/v/2m en
el espacio, lo que conduce a una ecuacién equivalente a (1) pero enla que h =1y m = 1/2:

9 Viz)| d(x,t) = —ia—q}. (4)

—He= Ox? ot
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m Fsta ecuacién puede resolverse términos de las autofunciones del hamiltoniano H, que, recordemos, es

independiente del tiempo.

= Llamando u,, a los estados acotados y u; a los estados del continuo, entonces la solucion dependiente del tiempo
viene dada de forma rigurosa por

O(x,t) = ape” Prlu, (x) + /dka(k)e_iE(k)tuk(x), (5)
con

an = (U, ¢(z,0)),  alk) = (ug, ¢(z,0)), (6)
donde ®(x,0) es el estado inicial del sistema (y por lo tanto a,, y a(k) son los coeficientes ® en las bases {u,} y
{uy}, respectivamente).
= De seguir este procedimiento, topariamos con los inconvenientes de que:
e En la mayoria de los casos, las autofunciones y los autovalores del hamiltoniano no se pueden calcular
analiticamente y han de determinarse numéricamente.

e Por motivos numeéricos, el estado inicial debe restringirse necesariamente a una combinacion lineal finita
de autofunciones y, en cualquier caso, el nimero de éstas debe ser el menor posible para reducir el trabajo
computacional. Truncar la base tiene como inconveniente anadido que la evolucion deja de ser unitaria.

= Por todo ello, en lugar de seguir el procedimiento anterior integrararemos directamente la ecuacion (4). Pero hay
que ser muy cuidadosos con el método numérico porque, en general, la discretizacion provoca que no se conserve
la normalizacion de la funcién de onda (ecuacion 3).

= La solucion formal de la ecuacion de Schrodinger es

Oz, 1) = e (2, 1) (7)



Fisica Computacional Resolucion de ecuaciones en derivadas parciales: la ecuacion de Schrodinger 4

donde el operador e # es unitario (su inverso coindice con su adjunto) por ser H hermitico. Esta tltima

propiedad sera de utilidad a la hora de hallar la discretizacion mas adecuada para resolver el problema
numéricamente como veremos a continuacion.

2. Método numérico

» Discretizaremos el espacio y el tiempo tomando z; = jh y t, =ns,con j =0,1,..., N yn =0,1,2, ..., donde
h es el espaciado en la discretizacion espacial y s es el espaciado temporal.

= La funcion de onda viene dada en cada punto del reticulo espacio-temporal por:

O(xj,t,) = ®(jh,ns) =P;, con j=0,1,.,N yv n=0,12 .. (8)

= Supondremos que las condiciones de contorno para la funcién de onda en § = 0y 7 = N son las correspondientes
a la existencia de un potencial infinito en esos puntos, esto es, la densidad de probabilidad de encontrar la
particula en dichos puntos es cero. Asi, &y, = @y, = 0, en cualquier instante.

» Puede definirse de forma inmediata un primer algoritmo a partir de la expresion
@1 =e "o, (9)

Si s es muy pequeno, el operador de evolucion exp (—isH) puede aproximarse por su desarrollo de Taylor a
primer orden en t. Si ademas observamos que el operador Hamiltoniano no es mas que la aplicacion de una
derivada segunda, su discretizacion espacial es obvia y en total obtenemos el siguiente algoritmo

®;,11 = (1 —isHp + O(sHp)?) ®;,, (10)
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donde

, 0P 1 5
y Hp viene dado por
1
Hpf; = —hQ(fjH —2fi+ fi-1) + Vif; (12)

con V; =V (jh).

» Este algoritmo tan simple y natural adolece de un grave problema: el operador (1 —isH) no es unitario. Esto
implica que durante la iteracion del algoritmo para encontrar la evolucion de la funcion de onda, la normalizacion,
> h|(I>j,n]2, ira variando con el tiempo, lo que es incompatible con la restriccién de normalizacion a la unidad
expresada en (3) y viola la interpretacién de Born.

= Asi pues, el objetivo sera encontrar un operador evolucion similar al anterior pero que sea exactamente unitario.
Esto se consigue haciendo uso de la aproximacion de Cayley para el operador evolucion temporal
isH 1 —isHp/2
1+sH D / 2 7

(13)

que conduce al algoritmo
1 —isHp/2

1 +isHp/2 ™"

®j7n+1 — (14)

= Nétese que ademéds de ser unitario, este operador es exacto hasta orden (sHp)?.

= Para completar el algoritmo, sélo resta disenar la estrategia para utilizar eficazmente el operador 1/(1 4 isHp).
Para ello reescribimos la anterior ecuacion como

2
1+isHp/2

q)j,n—i—l —

1] (I)j,n = Xj,n — q)j,ny <15)
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donde

2

= . 16
Xin =1 isHp/2 (16)

o lo que es lo mismo, dada ®;,, 7 =0,.., N, xj, es la solucion de la ecuacion
[1 + ZSHD/Q] Xjn = Qq)j’n, (17)

que en forma explicita puede escribirse como
21 -~ 4q

Xj+1n + [_2 + E - V]] Xj.n + Xj—1n = Eq)j,n (18)

donde § = s/h*y V; = h?V,.

= De esta forma, el algoritmo de evolucion es claro: dada una funcion de onda en el instante n para toda posicion
J se resuelve el conjunto de ecuaciones (18) y se obtiene x;, (7 = 0,..,N). Con esta solucion se recurre a la
ecuacion (15) para obtener las nuevas @;,,41 (7 =0, ..., N), iterandose el proceso.

= Sélo falta por conocer como resolver ecuaciones del tipo (18); es decir, como invertir matrices tridiagonales.

= Fn este caso, hemos de resolver un conjunto de ecuaciones del tipo
A]'_Xj—l,n + AE)X],TL + A;—Xj—l-l,n = bj,n ] = 17 s 7N —1 (19)
donde A7 =1, AY= —2+2i/5—V;, A =1y b, =4iD;,/s.

= Las condiciones de contorno son yy = xny = 0 (notemos que estas condiciones de contorno implican que en (15)
Py v P son nulas en cualquier instante).
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» Para resolver la recurrencia (19) suponemos que su solucién es del tipo
Xj+1n = Q5X5n + 6],71 j — 07 ) N —1 (20)
donde, para garantizar que se cumple xn,, = 0, tomaremos ay_1 = Sn_1, = 0.

» Sustituyendo esta expresion en (19) obtenemos

Aj bin — A Bjn

van - = 0 + Xj—l + 0 I . <21)
= Si identificamos las ecuaciones (20) y (21) podemos definir las recurrencias para los coeficientes av y 5 asi
ajo1=—A7v, Biein =7 <bj,n - Ajﬁj,n) : (22)

donde v; ' = AY + Afa;.

» Fistas ecuaciones nos dan la forma de obtener todas las a y 3 partiendo de 5 = N — 1 y obteniendo en orden
decreciente a; y 8, con j = N —2,...,1,0.

= Obsérvese que a no depende del tiempo y s6lo es necesario calcularlas una vez.
» Una vez obtenidas las o y 3, se usa la recurrencia (20) para hallar las x; en orden de j crecientes.

= Conocida x;», y con ella ®;,, 11, queda discutir qué funcion de onda inicial se usa y con qué potencial. La funcion
de onda inicial que vamos a usar es una onda plana con una amplitud gaussiana, esto es,

(ID(x, O) _ eikome—(x—;po)Z/Zaz. (23)

Notemos que con esta eleccion, la densidad de probabilidad de encontrar inicialmente la particula en un punto
X es una gaussiana centrada en x( y de anchura o.
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= El ntmero de oscilaciones completas que la funcion de onda tiene sobre la red depende de ky. En particular,
koNh = 2mn.iq0s. En lugar de dar como parametro inicial kg, daremos 7..q0s.

s Obviamente ngq0s = 0,1, ...., N. Pero fisicamente no tendria mucho sentido que se produjese una oscilacion
completa de la funcion de onda entre dos puntos del reticulo, pues querria decir que la discretizacion no es
suficientemente fina. Asi pues, restringiremos el parametro n.;.,s a los valores 1, ..., N /4. De esta forma, un ciclo
tendra 4 puntos como minimo.

» La posicién media inicial y la anchura de la gaussiana seran por ejemplo o = Nh/4 y 0 = Nh/16, aunque es
recomendable escribir la funcion de onda inicial de manera genérica y jugar con zy y o.

= Por dltimo, el potencial que usaremos tendra una anchura N/5, estard entrado en N/2 y su altura serd
proporcional a la energfa de la funcién de onda incidente: Ak3 (puede usarse, por ejemplo, A = 0,3).

= Fn resumen, utilizando las constantes reescaladas, la funcién de onda en el reticulo se tomara

G = eihol g =8(4j=N)*/N? (24)

donde kg = koh = 27N icl0s /N donde ngjeros = 1, ..., N/4.

= El potencial es
0 sij & |[2N/5,3N/5],

X 25
k3 sij € [2N/5,3N/5). (25)

v = -]

= S6lo queda por fijar el pardmetro § = s/h* Puesto que la energfa es proporcional a k3 y el operador dindmico
discreto tiende a ser exacto en potencias de H's, lo 6ptimo es elegir ||H||s < 1, esto es, kgs < 1. Asi deducimos
que § < 1/k3. En particular tomaremos § = 1/4k;.
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= Resumiendo, los parametro que se han de fijar inicialmente son NV, 1005 v A, pues todos los demas se determinan

a partir de ellos.

= Por lo tanto, el algoritmo para resolver la ecuacion de Schrodinger unidimensional puede esquematizarse del
siguiente modo:

1. Dar los parametros iniciales: N, ngicos ¥ A. Generar §, /;:0, ‘7j, ®; o (incluyendo las condiciones de contorno
Doy =Pnp=10)y a.

Calcular f utilizando la recurrencia (22).

Calcular x a partir de (20).

Calcular @, ,,4; de (15).

n=mn+1,ir a al paso 2.

AN

3. Problemas

m Obligatorio: Resolver la ecuacion de Schrodinger unidimensional para un potencial cuadrado. Comprobar que
se conserva la norma.

m Voluntario 1: Estudiar el coeficiente de transmision

El coeficiente de transmision es la probabilidad de encontrar a la particula al otro lado del obstaculo para tiempos
largos. En sistemas clasicos este coeficiente es 1 si la energia de la particula es mayor que la energia del escalon y
0 si es menor. En sistemas cuanticos esto cambia por la accion del efecto tinel. Para determinar si una particula
es reflejada o transmitida debemos colocar detectores al final del sistema. Como ya hemos visto, la probabilidad
de encontrar a la particula entre los puntos x1 y x5 viene dada por
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Play,w0) = [ [0(x)* da (26)

Suponemos que tenemos detectores finitos, actuando a derecha e izquierda de la barrera. Si estos detectores
tienen un ancho de N/5 la probabilidad a tiempo n de detectar la particula a la derecha vendra dado por
Pp(n) =2, N/ |®;.,]°, v la probabilidad de detectarla a la izquierda serfa Py(n) = zjV:/S |®;.,|°. Después de
realizar el experimento m veces el coeficiente de transmision se calcula como K = myp/m, donde myp es el

numero de veces que hemos detectado la particula a la derecha del potencial.

Si la particula es detectada no hace falta continuar con la simulacion, pero si no se detecta hay que proyectarla.
Esto significa que a cada paso que no haya deteccién hay que hacer los coeficientes ¢; = 0 para j € [AN/5, N,
si hemos aplicado el detector derecho, y ®; = 0 para j € [0, N/5] si ha sido el izquierdo. Para garantizar la
normalizacion tendremos que calcular tras cada paso el valor

N 2
k=3 |9 (27)

7=0
y multiplicar todos los elementos de la funcién de onda de la manera ®; = ﬁq)j'

Hay que tener en cuenta que un detector que funcione a cada paso afecta fuertemente la dinamica del sistema
(comprobadlo). Asi habra que aplicar los detectores sélo tras un intervalo de tiempo np. Este intervalo debe
ser lo suficientemente grande para dejar el sistema evoluciona, y lo suficientemente pequeno como para evitar
reflexiones en las paredes. Los resultados dependen fuertemente de este parametro.

Asi, el algoritmo quedara:

1. Generar la funcion de onda inicial.

2. Evolucionar np pasos.
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3. Calcular Pp.
4. Generar un numero aleatorio x. Si * < Pp aumentar my e ir a 1.
5. Hacer ®; = 0 para j € [4N/5, N|, calcular k = ©3' |®;|° v hacer ®; = ﬁq)j para todo j.
6. Calcular P;.
7. Generar un numero aleatorio x. Si z < Preir a 1.
8. Hacer ®; = 0 para j € [0, N/5], calcular k = £1 |®;|° v hacer ; = ﬁq)j para todo 7.
9. Ira 2.

Para obtener una buena estadistica habra que simular el sistema al menos 10 veces.

Hay que realizar como minimo:

e bistudiar la dependencia en N de K realizando simulaciones para N = 500, 1000, 2000.
e Estudiar la dependencia en V (z) de K, usando valores A = 0, 1; 0,3; 0,5; 1; 5; 10.

e Comparar con resultados tedricos.
Algunas cuestiones extra que se pueden calcular son las siguientes:

e Estudiar la dinamica y el coeficiente de transmision en funcion del parametro mp. Discutir en base a conceptos
tales como la medida y el colapso de la funcién de onda.
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e Calcular los valores esperados de distintos observables (posicién, momento, energia cinética, energia total,
...) con y sin mediciones y discutir los resultados.

Nota: El valor esperado de un observable se puede calcular como

(0) = [ ¢*(x)0¢(x)da,

donde O es el operador correspondiente al observable (52’ =x,p= —iha%, . )

Numeros complejos en Fortran.

» Declaracion: implicit double complex (h)
» Asignacion de valores constantes: h = (1,0d0, 0,3d0) (=1+i0.3).

» Asignacion de variables: h = complex(a,b) (=a+ib).
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