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1. Introduccidn.

Un sistema cuantico de N particulas idénticas queda completamente de-
scrito por su funcion de ondas:

U (ry,r9,...,7N) (1)

que es solucién de la ecuaciéon de Schrodinger:

9 N
Zh%—lfz —;—m;Ai+V(T1,T2,...,TN) U (2)
dada una condicién inicial. Ya hemos dicho que las particulas en un
sistema cuantico son indistinguibles. Esto es debido a que el operador
Hamiltoniano del sistema es simétrico respecto al intercambio de etique-
tas posicién (r;). Esto es, podemos definir el operador I(i,j) i # j, que
itercambia etiquetas:

[(’I;,j)qf(...,ri,...,7"]',...) :\II(...,rj,...,rZ-,...) (3)
y que conmuta con el Hamiltoniano del sistema:
[H,1(i,7)] =0 (4)

Demostracién: Sean ¢, (rq,...,ry) las funciones propias del Hamiltoniano,
esto es:

H¢n(7°1,...,7“]\[) :Enqsn(?nlp--wTN) (5)



donde FE,, son los valores propios del Hamiltoniano que definen los niveles
de energia posibles del sistema. Cualquier funcion de ondas se puede
expresar en funcion de esta base del espacio de Hilbert:

D(ry,...,rN) :Zangbn(rl,...,m\;) (6)

Aplicamos los operadores H e [(i,j) a esta funcién de ondas genérica:
H[(i,j)@(...,7’7;,...,7“.7',...) = H(I)( . .,7’7;,...)
= HZan@L “ oy ’7---;1’;---)

= ZanEn¢n ey Ty Ty )

= I(i,J Zan Enon(.. iy 1),
= I(1, ])HCI)( TiyeooyTiye.s) (7)

Por lo que [H, I(i,7)] = 0.

Al conmutar con el Hamiltoniano, el operador [(i,j) es parte del con-
junto completo de observables compatibles del sistema y, por lo tanto,
exite una funcion de ondas que es simultaneamente propia del Hamil-
toniano y del operador I(i,j). Sea ¥ esa funcién de ondas que debe de
cumplir simultaneamente:

H‘Ij(/rlw"?rN):E\il(Tla"wrN) I(i,j)\ij(Tl’...7TN):(9\I~1(’)“1,...,’]“N) (8)

donde 6 es el valor propio del operador [(i,j). Observamos que si apli-
camos dos veces el operador la funcién de ondas queda invariante:

U =1(i,§)*0 = 0*T (9)
esto es
0=4+1=U(....r5,....,75...) =2V (...,7r5...,7...) (10)

Esto es para un conjunto particulas idénticas, la funcion de ondas
propia del hamiltoniano, U, s6lo puede ser simétrica o antisimétrica bajo
la permutacion de dos particulas.

Notar que esta propiedad deja invariante a la densidad de probabilidad
de la configuracion bajo esa permutacién:

~ 2 9
\II(TZT’]) :|\IJ(T’]7”Z>‘ s



Observamos también que si hacemos r; — r; obtenemos:

\II(...,Tj,...,Tj,...):9\11(...,7“3-,...,7“3-,...)
Esto es, tenemos dos situaciones:

e =—-1: ¥(...,r,...,rj,...) = 0, luego la probabilidad de encontrar a
dos particulas en el mismo lugar (|¥|?) es cero. Las particulas con
esta propiedad se denominan Fermiones.

e =1:V(...,rj,...,15...) # 0 luego la probabilidad de encontrar a dos
particulas en el mismo lugar (|¥|?) no es cero (genéricamente). Las
particulas con esta propiedad se denominan Bosones.

Este es el conocido como Principio de exclusiéon de Pauli.

Por ultimo existe el Principio de conexion spin-estadistica por el que
se relaciona el valor de # con el valor entero o semi-entero del espin de
las particulas. De esta forma se pueden clasificar a las particulas segiun
su comportamiento colectivo:

bosones espin  fermiones espin
part « 0 electréon 1/2
dtomo He (est fund) O positron 1/2
mesoén m 0 protén 1/2
foton 1 neutroén 1/2
deuterodn 1 muon 1/2

U simétrica, 0 = +1 VU antisimétrica, § = —1

Esta propiedad es muy relevante porque juega un papel esencial en las
propiedades macroscopicas de sistemas con muchos grados de libertad.

2. Sistemas cuanticos ideales.

Al igual que los sistemas clasicos ideales, los sistemas cuanticos ideales
se definen como aquellos que tienen un operador hamiltoniano del tipo:

N
H(Tlapla SR 7TN7pN) = Zh(rzapz)
=1

Sabemos que, en este caso, una solucion de la ecuacion de Schrodinger:

HY = EV



es de la forma:

N N

Uy (71, rw) = [ [ () E=Y (k)

i=1 i=1
donde v y € se obtienen de la solucién de la ecuacién de Schrodinger de
una particula:

hibg = e(k)yy,

Observar que Yy, i (71,...,78) = Hff\il Ui, (r;) NO tiene las propiedades de
simetria bajo el intercambio de etiquetas de posiciéon (fijados los nive-
les energéticos n;). Sabemos que debido a la simetria del hamiltoniano,
la funcién de ondas del sistema DEBE de ser simétrica o antisimétrica
bajo el intercambio de etiquetas en las coordenadas de posiciéon. Esta
propiedad se consigue simetrizando adecuadamente la anterior solucién:

e Fermiones:

Uk (r1) Yr,(ra) - (rw)
\I/kl,...,kN (Tla o 7TN) _ \/% wkz .(7"1) 7%4?“2) Wg (.TN) (11>
¢kN (T1> 7mﬁ\/ (TQ) . 1/)7411\/ (rN)

que es el llamado determinante de Slater.

e Bosones:
N

Uty (71, ) = C Y P(rycorw) [ () (12)
P

1=1

donde P(rl, ...,Tn) es un operador que permuta las etiquetas y la suma
se extiende sobre TODAS las posibles permutaciones de las mismas.
C' es la constante que normaliza la funcién de ondas.

Observar que el Principio de exclusion de Pauli en los sistemas ideales
cuanticos se pueden interpretar de dos formas:

e (1): Dos fermiones NO pueden estar en la misma posicién espacial
(tiene probabilidad cero de observarse).

e (2): TODOS los estados energéticos monoparticulares deben de ser
diferentes. De aqui la imagen de llenado de niveles energéticos cuando
estamos tratando de un sistema ideal de fermiones.



Representacion de nimeros de ocupacién

De todo lo anterior observamos que para determinar el estado mi-
croscopico de un gas ideal cuantico es suficiente obtener los niveles en-
ergéticos, ¢(k), del problema cudntico de una particula y conocer el nimero
de particulas que se encuentran en ese nivel, n(k), pues con esos datos
podemos reconstruir la funcién de ondas colectiva. De esta forma:

E = Zn(z)e(z) N = Zn(z)

donde el caracter bosénico o fermiénico queda reflejado por el hecho que
la ocupacion de los niveles energéticos es diferente en cada caso:
Bosones: n(i) =0,1,2,... Fermiones: n(i) =0, 1

Desde el punto de vista de la Fisica Estadistica de Equilibrio esta in-
formacién es todo lo que necesitamos para describir el comportamiento
macroscopico de un sistema ideal cuantico.

3. Gas ideal cuantico: ecuacion de estado

Sea sistema de N particulas confinadas en V. El Hamiltoniano del prob-
lema uniparticular viene dado por:

con la condicién de contorno
o(r)=0 VredV

Los niveles de energia de cada particula estan determinados por los
valores propios del momento p' y su cuantizacién: E(E) = p?/2m = —h3(k? +
ki 4 kZ)/2mL>.

La funcion de particion candnica viene dada por:

Z=Tre ™ =T[> exp | -8 e®)n(k)| | n(k),N (13)
ko n(k) k k

La sencillez de esta expresion es aparente: la restricciéon en la suma
impide que Z factorice como lo que refleja la existencia de correlaciones
cuanticas asociadas con el principio de exclusion de Pauli y se hace dificil
el calculo de la suma.



Esta dificultad puede suavizarse utilizando la funcién de particion macro-
canonica:

=(B,V,p) = ZeﬁﬂNZN (14)

Sustituyendo obtenemos:

= ZHZ5 Z" e~ B pek)n(k) oS n(k)

Nokn

_ZH25 Zn exp 62(#—6(%))%(%)

Nokn

Ahora podemos reallzar la suma sobre N y obtenemos:

==TI>exp |8 (1= ei) n(k)] (15)
k n(k)

Podemos entonces estudiar dos casos dependiendo del tipo de particulas
que llenan los niveles energéticos:

e Fermiones: sélo es posible n =0, 1, luego

=(T,V,u) = H <1 + eﬂ(u—e(g)))

—

k

e Bosones: n=0,1,2,..., luego

E(T,V,p) = H (1 1 Blue®) 4 28(u—e®) 4 )

serie geometrlca

oy —1
= H (1 — eBln—elk) )>
Nota: la convergencia de esta serie requiere que:
exp [5 (u — E(E))} <1 Vek)
luego (suponiendo E(E) = 0) implica que el potencial quimico ha de ser
negativo en el caso de bosones.

Podemos tratar los dos casos simultaneamente:

E(T,V,u) = H (1 _ geﬁ(u—e(ﬁ)))_e7 0 { +1 bosones

- —1 fermiones
k



Observamos que el producto se extiende sobre TODOS los niveles en-
ergéticos accesibles por una particula que son infinitos.

El gas ideal cuantico es un buen ejemplo en el que la colectividad
macrocanénica es matematicamente mas conveniente que la colectividad
canonica.

Ell potencial macrocandénico viene dado por:

= kT > In {1 _ eeﬁ(ﬂ—d@))}
k

Para sistemas macroscépicos (L. — o) y dada una temperatura, los
valores consecutivos de los niveles de energia estan lo suficientemente
préximos para poder sustituir ) ;. por 1l dk. Esta aproximacién es ra-
zonable en general salvo en el caso de un sistema de bosones a muy
bajas temperaturas en el que TODAS las particulas pueden colapsar en
el mismo estado fundamental.

Si sabemos que p'= hlg/L, entonces dk = Vdp/h? y obtenemos:

2
VP = —Qk:BT;; diln {1 — fexp (%) }

Integrando sobre los dngulos y haciendo x = p?/2mkgT:

P (T, p) = —m0m®? (2kgT)** h=° / dz+/x 1n [1 — fexp ( T + L)]

kT
0 B
Integrando por partes y usando, A (T) = h/\/2mmkgT, se tiene
3/2
P(T, 1) = 2kpTA d & 16
() = GTA 2 [ e .

Conviene reemplazar la dependencia en u, por ejemplo por la densidad,

(OP) 5 / 2exp (x — p/kpT)
p= (%) =2a
o 35 7 lexp (@ — p/kpT) — 0]

Combinando la ecuacién de la presion y la ecuacion de la densidad se
tiene la P en funcion de p y T, esto es, obtenemos la ecuacion de estado
para un gas ideal cuantico (sin interacciones).

Otras propiedades se siguen de aqui usando relaciones termodinamicas
familiares. Por ejemplo, se encuentra

u 3 2




que también satisface el gas de Boltzmann que sabemos que es el limite
de un gas cuantico cuando la temperatura tiende a infinito.

No es facil obtener ecuaciones de estado explicitas a partir de las ecua-
ciones paramétricas anteriores.

4. Gas ideal cuantico débilmente degenerado

Estudiemos de las anteriores expresiones el caso de fugacidades pequenas:

lo que, veremos, se corresponde con efectos cuanticos débiles. En este
limite tenemos que:

50 232 o0 32
| - [ an
0 exp(x — u/kT)—6  J, et z7l— 0

= / do 232 e 2 (1 — Gze_x)fl
0

= /Oooda: x?’/Ze_xz(1+He_xz+e_2xz2+---)
que conduce a
P =kgTA 2 (1 + 02752, 4 375/2,2 4 .. )
De la misma forma, se tiene:
p=A32 (1 + 02732, 437322 4 )

Invirtiendo ésta ultima expresion:

_ 1 1
Z:A3p [1—92 3/2A3p—|— <Z—@> A6p2+]

y sustituyendo en la serie para P :

1 2
—5/2 A3 6 2
P—,O]{EBT|:1—92 /1&p+<§—W)Ap +]

P = pkpT (1 — 01768 OA°p — 00033 A%p® + - - ) (17)



Esta expresién es un desarrollo del virial (esto es, en potencias de la
densidad) caracteristico de gases imperfectos cuya desviaciéon del com-
portamiento perfecto es consecuencia de (débiles) efectos cuanticos mas
que de interacciones.

Vemos en la anterior ecuaciéon que la primera correccién al compor-
tamiento perfecto tiene signo distinto para fermiones y bosones:

e Fermiones (# = —1): la presion (para valores de p y T dados) es
mayor que la del gas perfecto: es como si existiera una fuerza re-
pulsiva adicional entre fermiones (consecuencia del principio de ex-
clusién en un entorno cooperativo) que desfavoreciese configuraciones
con particulas muy préximas entre si.

e Bosones (0 = 1): la cooperatividad se manifiesta en un efecto como el
que produciria una fuerza atractiva.

Ahora, a posteriori, podemos comentar sobre la validez de esta de-
scripciéon. El pardmetro relevante (perturbativamente) resulta ser

\ B2 3/2
)=Np=|—"—
P (27rkaT> P

llamado parametro de degeneracion, y la convergencia del desarrollo exige
que 0 < 1 y pequeno. En particular, la aproximacién gas de Boltzmann
se sigue para 6 < 1, esto es,

e para temperaturas altas (dada la densidad), o

e para densidades bajas (dada la temperatura)

Por otra parte, J sera mayor (implicando efectos cuanticos mas nota-
bles) cuanto menores sean 7'y p, de modo que los efectos cudnticos serdan
mas notables en moléculas ligeras a 7’s bajas. Es el caso del helio, en
el que los efectos cuanticos llegan a manifestarse a nivel macroscépico.
En el hidrégeno, mas ligero, las interacciones son fuertes y sus efectos
predominan sobre los cuanticos; por el contrario, las interacciones son
débiles en el gas noble helio.

El desarrollo diverge para ¢ grande; el caso de un gas ideal cuantico
fuertemente degenerado que requiere un tratamiento distinto del pre-
sente, y diferenciado para bosones y fermiones, como se hace en lecciones
siguientes.



