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½ ÁÒØÖÓdÙcØiÓÒ

Ìhe cÓÒceÔØ× aÒd ØechÒiÕÙe× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic× aÖe beiÒg Ù×ed ÒÓÛadaÝ×
ØÓ ×ØÙdÝ ×eÚeÖaÐ a×ÔecØ× Óf cÓÑÔÐeÜ ×Ý×ØeÑ× [½] ÑaÒÝ Óf Ûhich¸ ØiÐÐ a feÛ
decade× agÓ¸ Ù×ed ØÓ faÐÐ ÓÙØ×ide Øhe ØÖadiØiÓÒaÐ dÓÑaiÒ Óf ÔhÝ×icaÐ ×Ý×ØeÑ×
[¾]º ÈhÝ×icaÐ¹¸ cheÑicaÐ¹¸ eaÖØh¹¸ biÓÐÓgicaÐ¹ aÒd ×ÓciaÐß×cieÒce× a× ÛeÐÐ a× Øech¹
ÒÓÐÓgÝ ÑeeØ aØ Øhi× fÖÓÒØieÖ aÖea Óf iÒØeÖ¹di×ciÔÐiÒaÖÝ Öe×eaÖchº FÐÓÛ Óf Úehic¹
ÙÐaÖ ØÖaÆc aÒd gÖaÒÙÐaÖ ÑaØØeÖ [¿¸4]¸ fÓÐdiÒg Óf ÔÖÓØeiÒ× [5]¸ fÓÖÑaØiÓÒ aÒd
gÖÓÛØh Óf bacØeÖiaÐ cÓÐÓÒie× [6]¸ biÓÐÓgicaÐ eÚÓÐÙØiÓÒ Óf ×Ôecie× [7] aÒd ØÖaÒ×ac¹
ØiÓÒ× iÒ ¬ÒaÒciaÐ ÑaÖkeØ× [8] aÖe jÙ×Ø a feÛ eÜaÑÔÐe× Óf eÜÓØic ÔheÒÓÑeÒa iÒ
×Ùch ×Ý×ØeÑ×º ÅÓ×Ø Óf Øhe×e ×Ý×ØeÑ× aÖe iÒØeÖe×ØiÒg ÒÓØ ÓÒÐÝ fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf
ÚieÛ Óf ÆaØÙÖaÐ ËcieÒce× fÓÖ fÙÒdaÑeÒØaÐ ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf hÓÛ ÆaØÙÖe ÛÓÖk×
bÙØ aÐ×Ó fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ× Óf ÚieÛ Óf aÔÔÐied ×cieÒce× aÒd eÒgiÒeeÖiÒg fÓÖ Øhe
ÔÓØeÒØiaÐ ÔÖacØicaÐ Ù×e Óf Øhe Öe×ÙÐØ× Óf Øhe iÒÚe×ØigaØiÓÒ×º ÇÙÖ ÖeÚieÛ Óf Øhe
cÙÖÖeÒØ ×ØaØÙ× aÒd fÙØÙÖe ØÖeÒd× Óf Öe×eaÖch ÓÒ Øhe ØheÓÖÝ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc
´aÒd ×ÓÑe ÖeÐaØed ×Ý×ØeÑ×µ ÛiÐÐ¸ Ûe hÓÔe¸ cÓÒÚiÒce ÝÓÙ ØhaØ¸ iÒdeed¸ Øhe Öe¹
×ÙÐØ× Óf ÖeceÒØ ×ØÙdie× Óf cÓÑÔÐeÜ ×Ý×ØeÑ× haÚe beeÒ "a cÓÒceÔØÙaÐ ÖeÚÓÐÙØiÓÒ¸
a ÔaÖadigÑ ×hifØ ØhaØ ha× faÖ ÖeachiÒg cÓÒ×eÕÙeÒce× fÓÖ Øhe ÚeÖÝ de¬ÒiØiÓÒ Óf
ÔhÝ×ic×" [9]º

FÓÖ aÐÑÓ×Ø haÐf a ceÒØÙÖÝ ÔhÝ×ici×Ø× haÚe beeÒ ØÖÝiÒg ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe fÙÒ¹
daÑeÒØaÐ ÔÖiÒciÔÐe× gÓÚeÖÒiÒg Øhe ÓÛ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc Ù×iÒg ØheÓÖeØicaÐ
aÔÔÖÓache× ba×ed ÓÒ ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic× [¿¸4¸½¼ß½¿]º Ìhe aÔÔÖÓach Óf a ÔhÝ×i¹
ci×Ø i× Ù×ÙaÐÐÝ ÕÙiØe di«eÖeÒØ fÖÓÑ ØhaØ Óf a ØÖaÆc eÒgiÒeeÖº A ÔhÝ×ici×Ø ÛÓÙÐd
Ðike ØÓ deÚeÐÓÔ a ÑÓdeÐ Óf ØÖaÆc bÝ iÒcÓÖÔÓÖaØiÒg ÓÒÐÝ Øhe ÑÓ×Ø e××eÒØiaÐ iÒ¹
gÖedieÒØ× Ûhich aÖe ab×ÓÐÙØeÐÝ Òece××aÖÝ ØÓ de×cÖibe Øhe geÒeÖaÐ feaØÙÖe× Óf
ØÝÔicaÐ ÖeaÐ ØÖaÆcº Ìhe ØheÓÖeØicaÐ aÒaÐÝ×i× aÒd cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ Óf Øhe×e
ÑÓdeÐ× ÒÓØ ÓÒÐÝ ÔÖÓÚide deeÔ iÒ×ighØ iÒØÓ Øhe ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÑÓdeÐ bÙØ aÐ×Ó
heÐÔ iÒ beØØeÖ ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf Øhe cÓÑÔÐeÜ ÔheÒÓÑeÒa Ób×eÖÚed iÒ ÖeaÐ ØÖaf¹
¬cº ÇÙÖ aiÑ iÒ Øhi× ÖeÚieÛ i× ØÓ ÔÖe×eÒØ a cÖiØicaÐ ×ÙÖÚeÝ Óf Øhe ÔÖÓgÖe×× Ñade
×Ó faÖ ØÓÛaÖd× ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ a×ÔecØ× Óf ØÖaÆc ÔheÒÓÑeÒa
fÖÓÑ Øhe ÔeÖ×ÔecØiÚe Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic×º

ÌheÖe aÖe ØÛÓ di«eÖeÒØ cÓÒceÔØÙaÐ fÖaÑeÛÓÖk× fÓÖ ÑÓdeÐiÒg ØÖaÆcº ÁÒ Øhe
"cÓaÖ×e¹gÖaiÒed" Ùid¹dÝÒaÑicaÐ de×cÖiÔØiÓÒ¸ Øhe ØÖaÆc i× ÚieÛed a× a cÓÑ¹
ÔÖe××ibÐe Ùid fÓÖÑed bÝ Øhe ÚehicÐe× bÙØ Øhe×e iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× dÓ ÒÓØ
aÔÔeaÖ eÜÔÐiciØÐÝ iÒ Øhe ØheÓÖÝº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸ iÒ Øhe ×Ó¹caÐÐed "ÑicÖÓ×cÓÔic"
ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc aØØeÒØiÓÒ i× eÜÔÐiciØÐÝ fÓcÙ×ed ÓÒ iÒdiÚidÙaÐ Úehi¹
cÐe× each Óf Ûhich i× ÖeÔÖe×eÒØed bÝ a "ÔaÖØicÐe"; Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe iÒØeÖacØiÓÒ×
aÑÓÒg Øhe×e ÔaÖØicÐe× i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÛaÝ Øhe ÚehicÐe× iÒÙeÒce each ÓØh¹
eÖ×³ ÑÓÚeÑeÒØº ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ iÒ Øhe "ÑicÖÓ×cÓÔic" ØheÓÖie× ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc
i× ØÖeaØed a× a ×Ý×ØeÑ Óf iÒØeÖacØiÒg "ÔaÖØicÐe×" dÖiÚeÒ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑº
ÌhÙ×¸ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc Ó«eÖ× Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ ØÓ ×ØÙdÝ ÚaÖiÓÙ× fÙÒdaÑeÒØaÐ a×¹
ÔecØ× Óf Øhe dÝÒaÑic× Óf ØÖÙÐÝ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ ×Ý×ØeÑ× Ûhich aÖe Óf cÙÖÖeÒØ
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iÒØeÖe×Ø iÒ ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic× [½4ß½7]º

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÔÖÓÚide a bÖÓad ÔeÖ×ÔecØiÚe¸ Ûe de×cÖibe bÓØh "ÑacÖÓ×cÓÔic" aÒd
"ÑicÖÓ×cÓÔic" aÔÔÖÓache× aÐØhÓÙgh Ûe ÔÙØ ÑÓÖe eÑÔha×i× ÓÒ Øhe ÐaØØeÖº ËÓÑe¹
ØiÑe× Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ eÕÙaØiÓÒ× Óf ØÖaÆc ÓÛ iÒ Øhe "ÑacÖÓ×cÓÔic"
ÑÓdeÐ× caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ ÑicÖÓ×cÓÔic cÓÒ×ideÖaØiÓÒ× iÒ Øhe ×aÑe ×ÔiÖiØ iÒ
Ûhich ÑacÖÓ×cÓÔic ÓÖ ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ØheÓÖie× Óf ÑaØØeÖ aÖe deÖiÚed fÖÓÑ
ØheiÖ ÑÓÐecÙÐaÖ¹ØheÓÖeØic de×cÖiÔØiÓÒº

AØ ÔÖe×eÒØ¸ eÚeÒ ÛiØhiÒ Øhe cÓÒceÔØÙaÐ fÖaÑeÛÓÖk Óf "ÑicÖÓ×cÓÔic" aÔÔÖÓach¸
ØheÖe aÖe ×eÚeÖaÐ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÑaØheÑaØicaÐ fÓÖÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ
eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ×Ý×ØeÑº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Øhe ÔÖÓbabiÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Óf ÚehicÙÐaÖ
ØÖaÆc iÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ i× deÚeÐÓÔed bÝ aÔÔÖÓÔÖiaØeÐÝ ÑÓdifÝiÒg Øhe kiÒeØic
ØheÓÖÝ Óf ga×e×º ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ a deØeÖÑiÒi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhe ÑÓØiÓÒ
Óf iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× i× ÔÖÓÚided bÝ Øhe ×Ó¹caÐÐed caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie× Ûhich
aÖe ba×ed ÓÒ Øhe ba×ic ÔÖiÒciÔÐe× Óf cÐa××icaÐ ÆeÛØÓÒiaÒ dÝÒaÑic×º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸
Øhe ×Ó¹caÐÐed ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÑÓdeÐ× de×cÖibe ØÖaÆc iÒ ØeÖÑ× Óf a ×ØÓcha×Øic
dÝÒaÑic× Óf iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe×º Ïe eÜÔÐaiÒ Øhe gÙidiÒg ÔÖiÒciÔÐe× behiÒd aÐÐ
Øhe×e fÓÖÑÙÐaØiÓÒ×º BÙØ Ûe di×cÙ×× iÒ deØaiÐ Øhe Öe×ÙÐØ× ÓbØaiÒed ÑaiÒÐÝ fÖÓÑ
Øhe iÒÚe×ØigaØiÓÒ× Óf Øhe ÖeceÒØÐÝ deÚeÐÓÔed "ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg" ÑÓdeÐ× Ûhich
aÖe Ù×ÙaÐÐÝ fÓÖÑÙÐaØed Ù×iÒg Øhe ÐaÒgÙage Óf ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa ´CAµ [½8]º
AØ ÔÖe×eÒØ¸ ØheÖe i× ÒÓ ØÖaÆc ÑÓdeÐ ÝeØ Ûhich caÒ accÓÙÒØ fÓÖ aÐÐ a×ÔecØ× Óf
ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº ÁÒ Øhi× ÖeÚieÛ Ûe cÓÒ×ideÖ a Ûide ÚaÖieØÝ Óf CA ÑÓdeÐ× Ûhich
de×cÖibe ÚaÖiÓÙ× di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ØÖaÆc ÔheÒÓÑeÒaº

Ïe ÑaÔ Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc ÓÒØÓ ×ÓÑe ÓØheÖ ÑÓdeÐ
×Ý×ØeÑ×; Øhe×e ÑaÔÔiÒg× iÒdicaØe Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ Óf eÜÔÐÓiØiÒg ÔÓÛeÖfÙÐ Øech¹
ÒiÕÙe×¸ Ù×ed eaÖÐieÖ fÓÖ ÓØheÖ ×Ý×ØeÑ×¸ ØÓ ×ØÙdÝ ØÖaÆc ÑÓdeÐ× aÒd¸ ×ÓÑeØiÑe×¸
eÒabÐe Ù× ØÓ ÓbØaiÒ Öe×ÙÐØ× fÓÖ ØÖaÆc ÑÓdeÐ× diÖecØÐÝ fÖÓÑ Øhe kÒÓÛÒ Öe×ÙÐØ×
fÓÖ ÑÓdeÐ× Óf ÓØheÖ ×Ý×ØeÑ×º Ïe ÔÖe×eÒØ ÔedagÓgicaÐ ×ÙÑÑaÖie× Óf Øhe ×ØaØi×¹
ØicaÐ ÑechaÒicaÐ ØÖeaØÑeÒØ× Óf Øhe CA ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆcº Ïe cÖiØicaÐÐÝ eÜaÑiÒe
Øhe ÖegiÑe× Óf ÚaÐidiØÝ Óf Øhe aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ×cheÑe× Óf aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ×
Ûhich Ûe iÐÐÙ×ØÖaØe ÛiØh eÜÔÐiciØ caÐcÙÐaØiÓÒ× iÒ ØhÓ×e ÐiÑiØiÒg ca×e× ÛheÖe
Øhe×e Ù×ÙaÐÐÝ ÝieÐd eÜacØ Öe×ÙÐØ×º Ìhe Öe×ÙÐØ× Óf Øhe ØheÓÖeØicaÐ aÒaÐÝ×i× Óf
Øhe×e ÑÓdeÐ× aÖe cÓÑÔaÖed ÛiØh ØhÓ×e ÓbØaiÒed fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×
aÒd¸ ÛheÖeÚeÖ ÔÓ××ibÐe¸ ÛiØh Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ× fÖÓÑ ÖeaÐ
ØÖaÆcº Ïe aÐ×Ó cÓÑÔaÖe ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc ÛiØh ÑaÒÝ ÓØheÖ ×iÑiÐaÖ ÔhÝ×icaÐ
×Ý×ØeÑ× ØÓ ×hÓÛ Øhe ÙbiÕÙiØÝ Óf ×ÓÑe ÔhÝ×icaÐ ÔheÒÓÑeÒaº

CÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× aÖe kÒÓÛÒ ØÓ ÔÖÓÚide ×ÙÆcieÒØÐÝ accÙÖaØe ÕÙaÒØiØaØiÚe
Öe×ÙÐØ× ÛheÒ aÒaÐÝØicaÐ ØÖeaØÑeÒØ× ÖeÕÙiÖe aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ× Ûhich aÖe ØÓÓ cÖÙde
ØÓ ÝieÐd Öe×ÙÐØ× Óf cÓÑÔaÖabÐe accÙÖacÝº ÁÒ Øhi× ÖeÚieÛ Ûe deÑÓÒ×ØÖaØe hÓÛ
cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× ÓfØeÒ heÐÔ iÒ geØØiÒg deeÔ iÒ×ighØ iÒØÓ ÚaÖiÓÙ× ÔheÒÓÑ¹
eÒa iÒÚÓÐÚed iÒ ØÖaÆc aÒd iÒ ÕÙaÐiØaØiÚe ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf Øhe ba×ic ÔÖiÒciÔÐe×
gÓÚeÖÒiÒg ØheÑ ØheÖebÝ aÚÓidiÒg ÔÓØeÒØiaÐÐÝ haÞaÖdÓÙ× eÜÔeÖiÑeÒØ× ÛiØh ÖeaÐ
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ØÖaÆcº CÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe "ÑicÖÓ×cÓÔic" ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc haÚe ÒÓØ
ÓÒÐÝ aØØÖacØed Øhe aØØeÒØiÓÒ Óf a gÖÓÛiÒg ÒÙÑbeÖ Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ici×Ø× iÒ
Øhe ÖeceÒØ ÝeaÖ×¸ bÙØ haÚe aÐ×Ó beeÒ ÖeceiÚed ÔÓ×iØiÚeÐÝ bÝ ÑaÒÝ ØÖaÆc eÒ¹
giÒeeÖ×º Ìhe ÓÒgÓiÒg Öe×eaÖch e«ÓÖØ× ØÓ ÙØiÐiÞe cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe
ÑicÖÓ×cÓÔic ÑÓdeÐ× fÓÖ ÔÖacØicaÐ aÔÔÐicaØiÓÒ× iÒ ÔÐaÒÒiÒg aÒd de×igÒ Óf ØÖaÒ×¹
ÔÓÖØaØiÓÒ ÒeØÛÓÖk× haÚe beeÒ ÖeÚieÛed ÚeÖÝ ÖeceÒØÐÝ bÝ ÆageÐ eØ aÐº [½9]º

ÇÙÖ ÖeÚieÛ i× cÓÑÔÐiÑeÒØaÖÝ ØÓ ØhÓ×e ÔÙbÐi×hed iÒ Øhe ÖeceÒØ ÝeaÖ× bÝ ÀeÐbiÒg
[½¿] aÒd bÝ ÆageÐ eØ aÐº [½9]º A ÐaÖge ÒÙÑbeÖ Óf iÑÔÓÖØaÒØ ÔaÔeÖ× ÓÒ ØÖaÆc
ÔÙbÐi×hed iÒ ÖeceÒØ ÝeaÖ× aÖe ba×ed ÓÒ Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÑÓdeÐ×º BÙØ Øhe×e
ÛÓÖk× haÚe ÖeceiÚed ÚeÖÝ ÐiØØÐe aØØeÒØiÓÒ iÒ [½¿]º Ïe di×cÙ×× Øhe ÑeØhÓd× aÒd
Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÑÓdeÐ× iÒ gÖeaØ deØaiÐ iÒ Øhi× ÖeÚieÛ afØeÖ
eÜÔÐaiÒiÒg Øhe ba×ic ÔÖiÒciÔÐe× Óf aÐÐ Øhe ØheÓÖeØicaÐ aÔÔÖÓache×º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Ûe
fÓcÙ× aÐÑÓ×Ø eÜcÐÙ×iÚeÐÝ ÓÒ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ ÔÖiÒciÔÐe× fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ
Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic× ÛhiÐe ÆageÐ eØ aÐº [½9] eÑÔha×iÞe ÔÖacØicaÐ aÔÔÐicaØiÓÒ×
Ûhich aÖe diÖecØÐÝ ÖeÐeÚaÒØ fÓÖ ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒgº

AØ Øhi× ÔÓiÒØ a ×keÔØic ÑaÝ Öai×e a ×eÖiÓÙ× ÕÙe×ØiÓÒ: "caÒ Ûe eÚeÖ ÔÖedicØ ØÖaÆc
ÔheÒÓÑeÒa ÛiØh ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒicaÐ ØheÓÖie× ÛiØhÓÙØ ØakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ
e«ecØ× aÖi×iÒg fÖÓÑ ÛideÐÝ di«eÖeÒØ hÙÑaÒ ØeÑÔeÖaÑeÒØ× aÒd dÖiÚiÒg habiØ×
Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ dÖiÚeÖ×?" Ïe adÑiØ ØhaØ¸ ÙÒÐike Øhe ÔaÖØicÐe× iÒ a ga×¸ a dÖiÚeÖ
i× aÒ iÒØeÐÐigeÒØ ageÒØ ÛhÓ caÒ "ØhiÒk"¸ Ñake iÒdiÚidÙaÐ deci×iÓÒ× aÒd "ÐeaÖÒ"
fÖÓÑ eÜÔeÖieÒceº Be×ide×¸ Øhe acØiÓÒ Óf Øhe dÖiÚeÖ ÑaÝ aÐ×Ó deÔeÒd ÓÒ hi×»heÖ
ÔhÝ×icaÐ aÒd ÑeÒØaÐ ×ØaØe× ´eºgº¸ ×ÓÖÖÓÛ¸ haÔÔiÒe××¸ eØcºµº ÁØ i× aÐ×Ó ØÖÙe ØhaØ
Øhe behaÚiÓÖ Óf each iÒdiÚidÙaÐ dÖiÚeÖ dÓe× ÒÓØ eÒØeÖ eÜÔÐiciØÐÝ iÒØÓ Øhe "ÑicÖÓ¹
×cÓÔic" ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆcº ÆeÚeÖØheÐe××¸ a× Ûe ×haÐÐ ×hÓÛ iÒ Øhi× ÖeÚieÛ¸ ÑaÒÝ
geÒeÖaÐ feaØÙÖe× Óf ØÖaÆc caÒ be eÜÔÐaiÒed iÒ geÒeÖaÐ ØeÖÑ× ÛiØh Øhe×e ÑÓd¹
eÐ× ÔÖÓÚided Øhe di«eÖeÒØ ÔÓ××ibÐe behaÚiÓÙÖaÐ e«ecØ× aÖe caÔØÙÖed cÓÐÐecØiÚeÐÝ
ØhÖÓÙgh a ÔÖÓbabiÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Ûhich ÖeÕÙiÖe× ÓÒÐÝ a feÛ ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgi¹
caÐ ÔaÖaÑeØeÖ×º ËiÑiÐaÖ ×ØÖaØegie× haÚe beeÒ ×Ùgge×Øed aÐ×Ó fÓÖ caÔØÙÖiÒg Øhe
behaÚiÓÙÖaÐ e«ecØ× Óf ×ÓÑe iÒdiÚidÙaÐ ØÖadeÖ× iÒ ¬ÒaÒciaÐ ÑaÖkeØ× cÓÐÐecØiÚeÐÝ
ØhÖÓÙgh ÔÖÓbabiÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ× [½]º Ìhe×e ÔÖÓbabiÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ× Ñake
Øhe dÝÒaÑic× Óf Øhe ÑÓdeÐ× iÒØÖiÒ×icaÐÐÝ ×ØÓcha×Øicº

ÌhÖÓÙghÓÙØ Øhi× aÖØicÐe Øhe ØeÖÑ× ÚehicÐe ´ÓÖ¸ caÖµ aÒd dÖiÚeÖ aÖe Ù×ed iÒ¹
ØeÖchaÒgeabÐÝ̧ aÐØhÓÙgh each Óf Øhe×e ØeÖÑ× Ù×ÙaÐÐÝ ÖefeÖ× ØÓ Øhe cÓÑÔÓ×iØe
ÙÒiØ cÓÒ×i×ØiÒg Óf Øhe ÚehicÐe aÒd Øhe dÖiÚeÖº Ìhe ÑaiÒ ÕÙe×ØiÓÒ× addÖe××ed bÝ
ÔhÝ×ici×Ø× aÖe ÔÓ×ed a× ÔÖÓbÐeÑ× iÒ ËecØiÓÒ ¾º A× a ÑÓØiÚaØiÓÒ Ûe ÔÖe×eÒØ ×ÓÑe
ÖeÐeÚaÒØ eÑÔiÖicaÐÐÝ Ób×eÖÚed geÒeÖaÐ feaØÙÖe× Óf ÖeaÐ ØÖaÆc a× ÛeÐÐ a× ØheiÖ
ÔÐaÙ×ibÐe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ eÜÔÐaÒaØiÓÒ× iÒ ËecØiÓÒ ¿º Ìhe fÓÐÐÓÛiÒg ×ecØiÓÒ×
ÖeÚieÛ Øhe di«eÖeÒØ ØheÓÖeØicaÐ aÔÔÖÓache×º Ìhe cÐa××i¬caØiÓÒ Óf Øhe ÑÓdeÐ×
iÒØÓ di«eÖeÒØ cÐa××e× i× ÒÓØ ÙÒiÕÙeº ÅÓ×ØÐÝ Ûe chÓÓ×e a cÐa××i¬caØiÓÒ accÓÖdiÒg
ØÓ Øhe Ù×e Óf di×cÖeØe ÓÖ cÓÒØiÒÙÓÙ× ×Ôace¸ ØiÑe aÒd ×ØaØe ÚaÖiabÐe×º Ìhe cÓÒ¹
ceÔØÙaÐ ba×i× Óf Øhe ÓÐdeÖ ØheÓÖeØicaÐ aÔÔÖÓache×¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ
ØheÓÖie×¸ Øhe kiÒeØic ØheÓÖie× aÒd Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie×¸ aÖe eÜÔÐaiÒed¸ iÒ
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Øhe ËecØiÓÒ× 4¸5 aÒd 6¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ÛheÖe Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÖeceÒØ deÚeÐÓÔ¹
ÑeÒØ× aÖe aÐ×Ó ×ÙÑÑaÖiÞedº Ìhe×e ÑÓdeÐ cÐa××e× aÖe cÓÒØiÒÙÓÙ× iÒ ×Ôace¸ ØiÑe
aÒd ×ØaØe ÚaÖiabÐe×º ËÓÑe cÓÙÔÐed ÑaÔ ÐaØØice ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc aÖe cÓÒ×id¹
eÖed iÒ ËecØiÓÒ 7º ÌheÝ aÖe di×cÖeØe iÒ ØiÑeº CA ÑÓdeÐ× aÖe di×cÖeØe iÒ ×Ôace¸
ØiÑe aÒd ×ØaØe ÚaÖiabÐe×º Ìhe ÑÓdeÐ ×Ùgge×Øed bÝ ÆageÐ aÒd ËchÖeckeÒbeÖg
´ÆaËchµ [¾¼] i× Øhe ÑiÒiÑaÐ ÑÓdeÐ Óf ØÖaÆc ÓÒ highÛaÝ×; Øhe ØheÓÖeØicaÐ Öe×ÙÐØ×
ÓÒ ÚaÖiÓÙ× a×ÔecØ× Óf Øhi× ÑÓdeÐ aÖe di×cÙ××ed iÒ ËecØiÓÒ 8 ÛheÖe Øhe ÒaØÙÖe
Óf Øhe ×ÔaØiÓ¹ØeÑÔÓÖaÐ ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ Óf ÚehicÐe× aÖe aÐ×Ó iÒÚe×ØigaØed aÒd Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ ÕÙe×ØiÓÒ Óf Øhe ´iÑ¹µÔÓ××ibiÐiØÝ Óf aÒÝ dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÖaÒ×i¹
ØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× addÖe××edº ÎaÖiÓÙ× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× aÒd eÜØeÒ×iÓÒ×
Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´iÒcÐÙdiÒg ØhÓ×e fÓÖ ÑÙÐØi¹ÐaÒe ØÖaÆcµ aÖe ÖeÚieÛed iÒ
ËecØiÓÒ 9º Ìhe ÓccÙÖÖeÒce Óf ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØicaÐiØÝ iÒ Øhe ×Ó¹caÐÐed cÖÙi×e¹
cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× ÔÓiÒØed ÓÙØº ÁØ i× deÑÓÒ×ØÖaØed hÓÛ addi¹
ØiÓÒaÐ "×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ" ÖÙÐe× Óf CA caÒ giÚe Öi×e ØÓ ÑeØa×ØabiÐiØÝ¸ hÝ×ØeÖe×i× aÒd
Ôha×e¹×eÔaÖaØiÓÒ iÒ Øhe geÒeÖaÐiÞed ÆaËch ÑÓdeÐ×¸ iÒ ÕÙaÐiØaØiÚe agÖeeÑeÒØ
ÛiØh eÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚaØiÓÒ×º ÁÒ ËecØiÓÒ ½¼ Øhe fÓÖÑaØiÓÒ aÒd "cÓaÖ×eÒiÒg" Óf
ÔÐaØÓÓÒ× Óf ÚehicÐe× aÖe iÒÚe×ØigaØed iÒ aÒ aÔÔÖÓÔÖiaØe geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÓÒe ØÝÔe Óf ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑÒe××; ÝÓÙÖ aØØeÒØiÓÒ i× dÖaÛÒ
ØÓ Øhe fÓÖÑaÐ aÒaÐÓgÝ beØÛeeÒ Øhi× ÔheÒÓÑeÒÓÒ aÒd Øhe BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ cÓÒ¹
deÒ×aØiÓÒº ÁÒ Øhi× ×ecØiÓÒ Øhe e«ecØ× Óf ÓØheÖ kiÒd× Óf ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ ÓÒ Øhe
ÒaØÙÖe Óf Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÖe aÐ×Ó cÓÒ×ideÖedº ÁÒ ËecØiÓÒ
½½ Ûe ÔÖe×eÒØ ×ÓÑe ÓØheÖ CA ÑÓdeÐ× Óf highÛaÝ ØÖaÆc Ûhich aÖe ÒÓØ diÖecØÐÝ
ÖeÐaØed ØÓ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº Ìhe BihaÑ¹ÅiddÐeØÓÒ¹ÄeÚiÒe ´BÅÄµ [¾½] ÑÓdeÐ
i× Øhe eaÖÐie×Ø CA ÑÓdeÐ Óf ØÖaÆc iÒ ideaÐiÞed ÒeØÛÓÖk× Óf ×ØÖeeØ× iÒ ciØie×; iØ
eÜhibiØ× a ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒº A cÖiØicaÐ ÖeÚieÛ Óf Øhi× ÑÓdeÐ i× ÔÖe¹
×eÒØed iÒ ËecØiÓÒ ½¾ ØÓgeØheÖ ÛiØh a Ði×Ø Óf iØ× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Ûhich haÚe beeÒ
ÖeÔÓÖØed ×Ó faÖº FÙÖØheÖÑÓÖe a ÑaÖÖiage Óf Øhe ÆaËch de×cÖiÔØiÓÒ Óf ØÖaÆc aÒd
Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ¸ Ûhich ha× Ðed ØÓ Øhe deÚeÐÓÔÑeÒØ Óf a ÒÓÚeÐ ÑÓdeÐ Óf ciØÝ
ØÖaÆc¸ i× eÜÔÐaiÒedº A bÖief ×ØaØÙ× ÖeÔÓÖØ Óf Øhe ÓÒgÓiÒg e«ÓÖØ× ØÓ Ñake ÔÖac¹
ØicaÐ Ù×e Óf Øhe ØheÓÖeØicaÐ ÑÓdeÐ× fÓÖ ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒg i× aÐ×Ó ÔÖe×eÒØedº Ìhe
×iÑiÐaÖiØie× beØÛeeÒ ÚaÖiÓÙ× ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc aÒd ×ÓÑe ÓØheÖ
×Ý×ØeÑ× faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑ aÖe ÔÓiÒØed ÓÙØ iÒ ËecØiÓÒ ½¿ fÓÐÐÓÛed bÝ Øhe
cÓÒcÐÙdiÒg ËecØiÓÒ ½4 ÛheÖe ÝÓÙÖ aØØeÒØiÓÒ i× aÐ×Ó dÖaÛÒ ØÓÛaÖd× chaÐÐeÒgiÒg
ÓÔeÒ ÕÙe×ØiÓÒ×º ËeÚeÖaÐ AÔÔeÒdice× deaÐ ÑÓ×ØÐÝ ÛiØh ÑÓÖe ØechÒicaÐ a×ÔecØ×
Óf ×ÓÑe iÑÔÓÖØaÒØ caÐcÙÐaØiÓÒ×¸ bÙØ aÖe ÒÓØ Òece××aÖÝ fÓÖ aÒ ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf
Øhe ÑaiÒ ØeÜØº

¾ FÙÒdaÑeÒØaÐ aÒd ÔÖacØicaÐ ÕÙe×ØiÓÒ×

Ìhe aiÑ Óf ba×ic Öe×eaÖch iÒ ØÖaÆc ×cieÒce i× ØÓ di×cÓÚeÖ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ
ÐaÛ× gÓÚeÖÒiÒg ØÖaÆc ×Ý×ØeÑ×º Ìhe ÑaiÒ aiÑ Óf ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒg i× ÓÒ ÔÐaÒ¹
ÒiÒg¸ de×igÒ aÒd iÑÔÐeÑeÒØaØiÓÒ Óf ØÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ ÒeØÛÓÖk aÒd ØÖaÆc cÓÒØÖÓÐ
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×Ý×ØeÑ×º ËØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ici×Ø× haÚe beeÒ cÓÒØÖibÙØiÒg ØÓ ØÖaÆc ×cieÒce bÝ de¹
ÚeÐÓÔiÒg ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc aÒd dÖaÛiÒg geÒeÖaÐ cÓÒcÐÙ×iÓÒ× abÓÙØ Øhe ba×ic
ÔÖiÒciÔÐe× gÓÚeÖÒiÒg ØÖaÆc ÔheÒÓÑeÒa bÝ ×ØÙdÝiÒg Øhe×e ÑÓdeÐ× Ù×iÒg Øhe
ØÓÓÐ× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic×º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Ù×iÒg Øhe×e ÑÓdeÐ×¸ ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ici×Ø×
haÚe aÐ×Ó beeÒ caÐcÙÐaØiÒg ×eÚeÖaÐ ÕÙaÒØiØie× Ûhich ÑaÝ ¬Òd ÔÖacØicaÐ aÔÔÐica¹
ØiÓÒ× iÒ ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒgº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ ×eÚeÖaÐ gÖÓÙÔ× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ici×Ø×
aÖe cÙÖÖeÒØÐÝ aÐ×Ó eÒgaged iÒ deÚeÐÓÔiÒg ×ØÖaØegie× fÓÖ fa×Ø ÓÒ¹ÐiÒe ×iÑÙÐaØiÓÒ
aÒd ØÖaÆc cÓÒØÖÓÐ ×Ó a× ØÓ ÓÔØiÑiÞe ØÖaÆc ÓÛ; ×igÒi¬caÒØ cÓÒØÖibÙØiÓÒ× ØÓ
Øhi× ØÖadiØiÓÒaÐ dÓÑaiÒ Óf ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒg caÒ ÖedÙce Øhe ¬ÒaÒciaÐ bÙÖdeÒ
ÓÒ Øhe gÓÚeÖÒÑeÒØ×º

¾º½ ËÓÑe fÙÒdaÑeÒØaÐ ÕÙe×ØiÓÒ×

BecaÙ×e Óf Øhe aÔÔaÖeÒØ ×iÑiÐaÖiØie× beØÛeeÒ Øhe "ÑicÖÓ×cÓÔic" ÑÓdeÐ× Óf ØÖaf¹
¬c aÒd ÑacÖÓ×cÓÔic ×aÑÔÐe× Óf iÓÒic cÓÒdÙcØÓÖ× iÒ Øhe ÔÖe×eÒce Óf eÜØeÖÒaÐ
eÐecØÖic ¬eÐd¸ Øhe ØÓÓÐ× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒic× ×eeÑ ØÓ be Øhe ÒaØÙÖaÐ chÓice
fÓÖ ×ØÙdÝiÒg Øhe×e ÑÓdeÐ×º ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe acØÙaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ Óf eÚeÒ Øhe ×ØeadÝ¹
×ØaØe ÔÖÓÔeÖØie× Óf ØÖaÆc fÖÓÑ Øhe "ÑicÖÓ×cÓÔic" ÑÓdeÐ× i× a highÐÝ diÆcÙÐØ
ÔÖÓbÐeÑ becaÙ×e ´aÔaÖØ fÖÓÑ Øhe hÙÑaÒ eÐeÑeÒØ iÒÚÓÐÚedµ ´aµ Øhe ÚehicÐe×
iÒØeÖacØ ÛiØh each ÓØheÖ aÒd ´bµ Øhe ×Ý×ØeÑ i× dÖiÚeÒ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑ¸
aÐØhÓÙgh iØ ÑaÝ aØØaiÒ a ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ ×ØeadÝ¹×ØaØeº

ÁÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Øhe ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ Ób×eÖÚabÐe ÔÖÓÔeÖØie× Óf ÐaÖge Ôiece× Óf ÑaØ¹
ØeÖ caÒ be caÐcÙÐaØed ÛiØhiÒ Øhe geÒeÖaÐ fÖaÑeÛÓÖk Óf eÕÙiÐibÖiÙÑ ×ØaØi×ØicaÐ
ÑechaÒic×¸ ÔiÓÒeeÖed bÝ ÅaÜÛeÐÐ¸ BÓÐØÞÑaÒÒ aÒd Gibb×¸ ÔÖÓÚided Øhe ×Ý×¹
ØeÑ i× iÒ ØheÖÑaÐ eÕÙiÐibÖiÙÑº Çf cÓÙÖ×e¸ iÒ ÔÖacØice¸ iØ ÑaÝ ÒÓØ be ÔÓ××ibÐe
ØÓ caÖÖÝ ÓÙØ Øhe caÐcÙÐaØiÓÒ× ÛiØhÓÙØ ÑakiÒg aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ× becaÙ×e Óf Øhe
iÒØeÖacØiÓÒ× aÑÓÒg Øhe cÓÒ×ØiØÙeÒØ× Óf Øhe ×Ý×ØeÑº ËÓÑe ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ Ôhe¹
ÒÓÑeÒa¸ eºgº¸ ÙcØÙaØiÓÒ aÒd ÖeÐaÜaØiÓÒ¸ caÒ aÐ×Ó be iÒÚe×ØigaØed Ù×iÒg Øhe
ÄiÒeaÖ Êe×ÔÓÒ×e ÌheÓÖÝ ÔÖÓÚided Øhe ×Ý×ØeÑ i× ÒÓØ ØÓÓ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑº
ÍÒfÓÖØÙÒaØeÐÝ̧ ×Ó faÖ ØheÖe i× ÒÓ geÒeÖaÐ ØheÓÖeØicaÐ fÓÖÑaÐi×Ñ fÓÖ deaÐiÒg ÛiØh
×Ý×ØeÑ× faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe cÓÒdiØiÓÒ Óf deØaiÐed baÐaÒce dÓe×
ÒÓØ hÓÐd [¾¾] aÐØhÓÙgh a cÓÒdiØiÓÒ Óf ÔaiÖÛi×e baÐaÒce [¾¿] hÓÐd× fÓÖ ×ÓÑe ×Ôe¹
ciaÐ ×Ý×ØeÑ× dÖiÚeÒ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑº

Ìhe dÝÒaÑicaÐ Ôha×e× Óf ×Ý×ØeÑ× dÖiÚeÒ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑ aÖe cÓÙÒØeÖÔaÖØ×
Óf Øhe ×ØabÐe Ôha×e× Óf ×Ý×ØeÑ× iÒ eÕÙiÐibÖiÙÑº ËÓÑe Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ ÕÙe×¹
ØiÓÒ× ÖeÐaØed ØÓ Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe×e Ôha×e× aÖe a× fÓÐÐÓÛ×º
´iµ ÏhaØ aÖe Øhe ÚaÖiÓÙ× dÝÒaÑicaÐ Ôha×e× Óf ØÖaÆc? DÓe× ØÖaÆc eÜhibiØ
Ôha×e¹cÓeÜi×ØeÒce¸ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ¸ cÖiØicaÐiØÝ [¾4¸¾5] ÓÖ ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØ¹
icaÐiØÝ [¾6¸¾7] aÒd¸ if ×Ó¸ ÙÒdeÖ Ûhich ciÖcÙÑ×ØaÒce×?
´iiµ ÏhaØ i× Øhe ÒaØÙÖe Óf ÙcØÙaØiÓÒ× aÖÓÙÒd Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe× Óf ØÖaÆc? AÒaÐ¹
ÓgÓÙ× ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf Øhe ÙcØÙaØiÓÒ× aÖÓÙÒd ×ØabÐe ×ØaØe× iÒ eÕÙiÐibÖiÙÑ i×
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bÝ ÒÓÛ ÕÙiØe ÛeÐÐ ÙÒdeÖ×ØÓÓdº
´iiiµ Áf Øhe iÒiØiaÐ ×ØaØe i× faÖ fÖÓÑ a ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf Øhe dÖiÚeÒ ×Ý×ØeÑ¸ hÓÛ
dÓe× iØ eÚÓÐÚe ÛiØh ØiÑe ØÓ Öeach a ØÖÙÐÝ ×ØeadÝ¹×ØaØe? AÒaÐÓgÓÙ× ÔheÒÓÑeÒa
Óf eÕÙiÐibÖaØiÓÒ Óf ×Ý×ØeÑ× eÚÓÐÚiÒg fÖÓÑ ÑeØa×ØabÐe ÓÖ ÙÒ×ØabÐe iÒiØiaÐ ×ØaØe×
ØhÖÓÙgh ÒÙcÐeaØiÓÒ ´fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ iÒ a ×ÙÔeÖ×aØÙÖaØed ÚaÔÓÙÖµ ÓÖ ×ÔiÒÓdaÐ de¹
cÓÑÔÓ×iØiÓÒ ´fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ iÒ a biÒaÖÝ aÐÐÓÝµ haÚe aÐ×Ó beeÒ ×ØÙdied eaÖÐieÖ
eÜØeÒ×iÚeÐÝ [¾8]º
´iÚµ ÏhaØ aÖe Øhe e«ecØ× Óf ÕÙeÒched ´×ØaØic ÓÖ ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØµ di×ÓÖdeÖ ÓÒ
Øhe aÒ×ÛeÖ× Óf Øhe ÕÙe×ØiÓÒ× ÔÓ×ed iÒ ´iµ¹´iiiµ abÓÚe?

¾º¾ ËÓÑe ÔÖacØicaÐ ÕÙe×ØiÓÒ×

ÄeØ i× ¬Ö×Ø de¬Òe ×ÓÑe chaÖacØeÖi×Øic ÕÙaÒØiØaØiÚe feaØÙÖe× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº
Ìhe ÙÜ Â ¸ Ûhich i× ×ÓÑeØiÑe× aÐ×Ó caÐÐed ÓÛ ÓÖ cÙÖÖeÒØ¸ i× de¬Òed a× Øhe
ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× cÖÓ××iÒg a deØecØÓÖ ×iØe ÔeÖ ÙÒiØ ØiÑe [¾9]º Ìhe di×ØaÒce
fÖÓÑ a ×eÐecØed ÔÓiÒØ ÓÒ Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe ØÓ Øhe ×aÑe ÔÓiÒØ ÓÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg
ÚehicÐe i× de¬Òed a× Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ [¾9]º Ìhe ØiÑe¹headÛaÝ i× de¬Òed
a× Øhe ØiÑe iÒØeÖÚaÐ beØÛeeÒ Øhe deÔaÖØÙÖe× ´ÓÖ aÖÖiÚaÐ×µ Óf ØÛÓ ×Ùcce××iÚe
ÚehicÐe× ÖecÓÖded bÝ a deØecØÓÖ ÔÐaced aØ a ¬Üed ÔÓ×iØiÓÒ ÓÒ Øhe highÛaÝ [¾9]º
Ìhe di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf di×ØaÒce¹headÛaÝ× aÒd ØiÑe¹headÛaÝ× aÖe ÖegaÖded a×
iÑÔÓÖØaÒØ chaÖacØeÖi×Øic Óf ØÖaÆc ÓÛº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ÐaÖgeÖ headÛaÝ× ÔÖÓÚide
gÖeaØeÖ ÑaÖgiÒ× Óf ×afeØÝ ÛheÖea× higheÖ caÔaciØie× Óf Øhe highÛaÝ ÖeÕÙiÖe
×ÑaÐÐeÖ headÛaÝ×º

ÄeØ Ù× ÒÓÛ ÔÓ×e ×ÓÑe ÕÙe×ØiÓÒ× Ûhich aÖe Óf ÔÖacØicaÐ iÒØeÖe×Ø iÒ ØÖaÆc eÒgi¹
ÒeeÖiÒgº
´aµ ÏhaØ i× Øhe ÖeÐaØiÓÒ beØÛeeÒ deÒ×iØÝ c aÒd ÙÜ Â? ÁÒ ØÖaÆc eÒgiÒeeÖiÒg¸
Øhi× ÖeÐaØiÓÒ i× Ù×ÙaÐÐÝ ÖefeÖÖed ØÓ a× Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑº
´bµ ÏhaØ aÖe Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ aÒd ØiÑe¹headÛaÝ?
´cµ ÀÓÛ ×hÓÙÐd ÓÒ¹ aÒd Ó«¹ÖaÑÔ× be de×igÒed?
´dµ DÓe× aÒ addiØiÓÒaÐ ÐaÒe ÖeaÐÐÝ Ðead ØÓ aÒ iÑÔÖÓÚeÑeÒØ?
´eµ ÏhaØ aÖe Øhe e«ecØ× Óf a ÒeÛ ÖÓad ÓÒ Øhe ÔeÖfÓÖÑaÒce Óf Øhe ÖÓad ÒeØ¹
ÛÓÖk?
´fµ ÏhaØ ØÝÔe Óf ×igÒaÐiÒg ×ØÖaØegÝ ×hÓÙÐd be adÓÔØed ØÓ ÓÔØiÑiÞe Øhe ØÖaÆc
ÓÛ ÓÒ a giÚeÒ ÒeØÛÓÖk Óf ×ØÖeeØ× aÒd highÛaÝ×?
´gµ Ìhe geÒeÖaÐiÞed ØÖaÚeÐÐiÒg ×aÐe×ÑaÒ ÔÖÓbÐeÑ: Á× Øhe ×hÓÖØe×Ø ØÖiÔ aÐ×Ó Øhe
fa×Øe×Ø?
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¿ ËÓÑe eÑÔiÖicaÐ facØ× aÒd ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ eÜÔÐaÒaØiÓÒ×

FÓÖ ×eÚeÖaÐ Öea×ÓÒ×¸ iØ i× diÆcÙÐØ ØÓ ÓbØaiÒ ÚeÖÝ ÖeÐiabÐe ´aÒd ÖeÔÖÓdÙcibÐeµ
deØaiÐed eÑÔiÖicaÐ daØa ÓÒ ÖeaÐ ØÖaÆcº FiÖ×Ø Óf aÐÐ¸ ÙÒÐike cÓÒØÖÓÐÐed eÜÔeÖi¹
ÑeÒØ× ÔeÖfÓÖÑed iÒ Øhe cÓÒÚeÒØiÓÒaÐ ¬eÐd× Óf Öe×eaÖch iÒ ÔhÝ×icaÐ ×cieÒce×¸ iØ
i× ÒÓØ ÔÓ××ibÐe ØÓ ÔeÖfÓÖÑ ×Ùch ÐabÓÖaØÓÖÝ eÜÔeÖiÑeÒØ× ÓÒ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº ÁÒ
ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ eÑÔiÖicaÐ daØa aÖe ØÓ be cÓÐÐecØed ØhÖÓÙgh Ôa××iÚe Ób×eÖÚaØiÓÒ×
ÖaØheÖ ØhaÒ acØiÚe eÜÔeÖiÑeÒØ×º ËecÓÒdÐÝ̧ ÙÒaÑbigÙÓÙ× iÒØeÖÔÖeØaØiÓÒ Óf Øhe
cÓÐÐecØed daØa i× aÐ×Ó ÓfØeÒ a ×ÙbØÐe eÜeÖci×e becaÙ×e ØÖaÆc ×ØaØe× deÔeÒd ÓÒ
×eÚeÖaÐ eÜØeÖÒaÐ iÒÙeÒce×¸ eºgº Øhe ÛeaØheÖ cÓÒdiØiÓÒ×º Ìhe ×Ý×ØeÑaØic iÒÚe×¹
ØigaØiÓÒ Óf ØÖaÆc ÓÛ ha× a ÕÙiØe ÐÓÒg hi×ØÓÖÝ [¿¼ß¿¾]º AÐØhÓÙgh Ûe ÒÓÛ haÚe
a cÐeaÖ ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf ÑaÒÝ a×ÔecØ× Óf ÖeaÐ ØÖaÆc ×eÚeÖaÐ ÓØheÖ cÓÒØÖÓÚeÖ×iaÐ
a×ÔecØ× ×ØiÐÐ ÖeÑaiÒ iÒØeÐÐecØÙaÐ chaÐÐeÒge× fÓÖ ØÖaÆc ×cieÒØi×Ø×º ÁÒ Øhi× ×ecØiÓÒ
Ûe giÚe aÒ ÓÚeÖÚieÛ Óf ×ÓÑe Óf Øhe ÛeÐÐ ÙÒdeÖ×ØÓÓd eÜÔeÖiÑeÒØaÐ ¬ÒdiÒg×¸
Ûhich aÖe ÖeÐeÚaÒØ fÓÖ ÓÙÖ ØheÓÖeØicaÐ aÒaÐÝ×i× iÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ×ecØiÓÒ×º ÅÓÖe¹
ÓÚeÖ¸ ÛheÖeÚeÖ ÔÓ××ibÐe¸ Ûe ÔÖÓÚide ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ eÜÔÐaÒaØiÓÒ× Óf Øhe×e
eÑÔiÖicaÐÐÝ Ób×eÖÚed ØÖaÆc ÔheÒÓÑeÒaº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ Ûe ×haÐÐ aÐ×Ó ÑeÒØiÓÒ
×ÓÑe Óf Øhe ÑÓÖe ÖeceÒØ eÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚaØiÓÒ× fÓÖ Ûhich¸ aØ ÔÖe×eÒØ¸ ØheÖe
aÖe ÒÓ geÒeÖaÐÐÝ acceÔØed eÜÔÐaÒaØiÓÒ×º

¿º½ AcceÐeÖaØiÓÒ ÒÓi×e

ÁÒ geÒeÖaÐ¸ becaÙ×e Óf Øhe di«eÖeÒØ hÙÑaÒ ØeÑÔeÖaÑeÒØ× aÒd dÖiÚiÒg habiØ×¸
di«eÖeÒØ dÖiÚeÖ× ÖeacØ ×ÐighØÐÝ di«eÖeÒØÐÝ ØÓ Øhe ×aÑe cÓÒdiØiÓÒ× ÓÒ a high¹
ÛaÝ̧ eÚeÒ ÛheÒ ÒÓ ÓØheÖ ÚehicÐe iÒÙeÒce× iØ× ÑÓØiÓÒº CÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ eÚeÒ
ÓÒ aÒ eÑÔØÝ ×ØÖeØch Óf a highÛaÝ̧ a dÖiÚeÖ caÒ ÒeiØheÖ ÑaiÒØaiÒ a cÓÒ×ØaÒØ
de×iÖed ×Ôeed ÒÓÖ acceÐeÖaØe iÒ a ×ÑÓÓØh fa×hiÓÒº ÁÒ addiØiÓÒ ØÓ Øhe ØÝÔe Óf
Øhe highÛaÝ ´iºeº¸ Øhe ×ÙÖface cÓÒdiØiÓÒ×¸ fÖeÕÙeÒcÝ Óf Øhe cÙÖÚe×¸ eØcºµ Øhe
dÖiÚeÖ¹ØÓ¹dÖiÚeÖ ÙcØÙaØiÓÒ Óf Øhe acceÐeÖaØiÓÒ aÐ×Ó deÔeÒd× ÓÒ Øhe deÒ×iØÝ Óf
ÚehicÐe× ÓÒ Øhe highÛaÝº Ìhe ÖÓÓØ¹ÑeaÒ¹×ÕÙaÖe deÚiaØiÓÒ Óf Øhe acceÐeÖaØiÓÒ Óf
Øhe ÚehicÐe× i× a Ñea×ÙÖe Óf Øhe ×Ó¹caÐÐed acceÐeÖaØiÓÒ ÒÓi×eº Ìhe di×ØÖibÙØiÓÒ×
Óf Øhe acceÐeÖaØiÓÒ× haÚe beeÒ Ñea×ÙÖed ×iÒce Ñid ÒiÒeØeeÒ ¬fØie× aÒd aÖe ÛeÐÐ
dÓcÙÑeÒØed [¿¿¸¿4]º

¿º¾ FÓÖÑaØiÓÒ aÒd chaÖacØeÖiÞaØiÓÒ Óf ØÖaÆc jaÑ×

ÌÖaÆc jaÑ i× Øhe ÑÓ×Ø eÜØeÒ×iÚeÐÝ ×ØÙdied ØÖaÆc ÔheÒÓÑeÒÓÒº ÌÖaÆc jaÑ×
caÒ eÑeÖge becaÙ×e Óf ÚaÖiÓÙ× di«eÖeÒØ Öea×ÓÒ×º ÅÓ×Ø ÓfØeÒ ØÖaÆc jaÑ× aÖe
Ób×eÖÚed aØ bÓØØÐeÒeck×¸ eºgº ÐaÒe¹ÖedÙcØiÓÒ× ÓÖ cÖÓ××iÒg× Óf highÛaÝ× [¿5]º AØ
bÓØØÐeÒeck× Øhe caÔaciØÝ Óf Øhe ÖÓad i× ÐÓcaÐÐÝ ÖedÙced ØheÖebÝ ÐeadiÒg ØÓ Øhe
fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× ÙÔ×ØÖeaÑ ØÖaÆcº DÓÛÒ×ØÖeaÑ Øhe bÓØØÐeÒeck¸ ØÝÔicaÐÐÝ̧ a
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fÖee¹ÓÛ ÖegiÓÒ i× Ób×eÖÚedº ÁÒ addiØiÓÒ¸ ØÖaÆc accideÒØ×¸ Ûhich aÐ×Ó Ðead ØÓ a
ÐÓcaÐ ÖedÙcØiÓÒ Óf Øhe caÔaciØÝ Óf Øhe highÛaÝ̧ caÒ giÚe Öi×e ØÓ ØÖaÆc jaÑ×º

Figº ½º EÜÔeÖiÑeÒØaÐ ÓÛ ×Ôeed¹diagÖaÑ× ÒeaÖ ÓÒ¹ aÒd Ó« ÖaÑÔ× Óf a ØhÖee ÐaÒe
highÛaÝº Ìhe ÙÔÔeÖ ÔaÖØ Óf Øhe ¬gÙÖe ×hÓÛ× Øhe eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ×º Each dÓØ ÖeÔ¹
Öe×eÒØ× a ¬Úe¹ÑiÒÙØe aÚeÖage Óf Øhe ÐÓcaÐ Ñea×ÙÖeÑeÒØº Ìhe ÐiÒe× ×eÖÚe ÑeÖeÐÝ a×
gÙide ØÓ Øhe eÝe×º Ìhe ÐÓÛeÖ ÔaÖØ Óf Øhe ¬gÙÖe ×hÓÛ× Øhe ÐÓcaØiÓÒ Óf Øhe deØecØÓÖ×
´fÖÓÑ [¿¾]µº

Figº ½ ×hÓÛ× a× aÒ eÜaÑÔÐe eÑÔiÖicaÐ daØa Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ aØ a ØhÖee¹ÐaÒe
highÛaÝ cÐÓ×e ØÓ aÒ ÓÒ¹ aÒd Ó«¹ÖaÑÔ [¿¾]º Ìhe daØa ×hÓÛ ØhaØ dÓÛÒ×ØÖeaÑ
Øhe bÓØØÐeÒeck ´aØ deØecØÓÖ Cµ ÒÓ ×ÐÓÛ ÚehicÐe ha× beeÒ ÖecÓÖdedº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸
iÒ Øhe ÑeÖgiÒg ÖegiÑe ÒeaÖ deØecØÓÖ A ÚehicÐe× ÓfØeÒ haÚe ØÓ ÑÓÚe ×ÐÓÛÐÝº
ÁÒ beØÛeeÒ Øhe ÓÒ¹ aÒd Ó«¹ÖaÑÔ× Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚe ÛiØh ÐaÖgeÖ ÚeÐÓciØie×
cÓÑÔaÖed ØÓ ØhÓ×e iÒ ÐÓcaØiÓÒ A aÐØhÓÙgh Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× Ôa××iÒg
deØecØÓÖ B i× ÑaÜiÑaÐº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe ÓÒ¹ÖaÑÔ caÙ×e× a ÐÓcaÐ ÖedÙcØiÓÒ Óf Øhe
caÔaciØÝ Óf Øhe highÛaÝº

ÈeÖhaÔ×¸ ÛhaØ Ñake× Øhe ×ØÙdÝ Óf ØÖaÆc jaÑ× ×Ó iÒØeÖe×ØiÒg i× ØhaØ jaÑ× ÓfØeÒ
aÔÔeaÖ¸ a× if¸ fÖÓÑ ÒÓÛheÖe ´aÔÔaÖeÒØÐÝ ÛiØhÓÙØ ÓbÚiÓÙ× Öea×ÓÒ×µ ×ÙddeÒÐÝ ÓÒ
cÖÓÛded highÛaÝ×; Øhe×e ×Ó¹caÐÐed "ÔhaÒØÓÑ jaÑ×" 5 aÖe fÓÖÑed bÝ ×ÔÓÒØa¹
ÒeÓÙ× ÙcØÙaØiÓÒ× iÒ aÒ ÓØheÖÛi×e ×ØÖeaÑÐiÒed ÓÛº DiÖecØ eÑÔiÖicaÐ eÚideÒce
fÓÖ Øhi× ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× Ûa× ÔÖe×eÒØed bÝ ÌÖeiØeÖeÖ [¿6] bÝ aÒ¹
aÐÝÞiÒg a ×eÖie× Óf aeÖiaÐ ÔhÓØÓgÖaÔh× Óf a ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝº ÁÒ Figº ¾ Øhe
ÔicØÙÖe fÖÓÑ [¿6] i× ÖedÖaÛÒº Each ÐiÒe ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe ØÖajecØÓÖÝ Óf aÒ iÒdi¹
ÚidÙaÐ ÚehicÐe ÓÒ ÓÒe ÐaÒe Óf Øhe highÛaÝ 6 º Ìhe ×Ôace¹ØiÑe ÔÐÓØ ´iºeº¸ Øhe
ØÖajecØÓÖie× Ü´Øµ Óf Øhe ÚehicÐe×µ ×hÓÛ× Øhe fÓÖÑaØiÓÒ aÒd ÔÖÓÔagaØiÓÒ Óf a
ØÖaÆc jaÑº ÁÒ Øhe begiÒÒiÒg Óf Øhe aÒaÐÝ×ed ØiÑe ÚehicÐe× aÖe ÛeÐÐ ×eÔaÖaØed
fÖÓÑ each ÓØheÖº ÌheÒ¸ dÙe ØÓ ÙcØÙaØiÓÒ×¸ a deÒ×e ÖegiÓÒ aÔÔeaÖ× Ûhich¸ ¬¹
ÒaÐÐÝ̧ Ðead× ØÓ Øhe fÓÖÑaØiÓÒ Óf a jaÑº Ìhe jaÑ ÖeÑaiÒ× ×ØabÐe fÓÖ a ceÖØaiÒ

5 "ËØaÙ aÙ× deÑ ÆichØ×" iÒ geÖÑaÒ
6 Ìhe di×cÓÒØiÒÙÓÙ× ØÖajecØÓÖie× cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ ÚehicÐe× chaÒgiÒg Øhe ÐaÒeº
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ÔeÖiÓd Óf ØiÑe bÙØ¸ ØheÒ¸ di×aÔÔeaÖ× agaiÒ ÛiØhÓÙØ aÒÝ ÓbÚiÓÙ× Öea×ÓÒº Ìhi×
¬gÙÖe cÐeaÖÐÝ e×ØabÐi×he× ÒÓØ ÓÒÐÝ Øhe ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf ØÖaÆc jaÑ bÙØ
aÐ×Ó ×hÓÛ× ØhaØ ×Ùch jaÑ× caÒ ÔÖÓÔagaØe ÙÔ×ØÖeaÑ ´ÓÔÔÓ×iØe ØÓ Øhe diÖecØiÓÒ
Óf ÓÛ Óf Øhe ÚehicÐe×µº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ iØ i× ÔÓ××ibÐe ØhaØ ØÛÓ ÓÖ ÑÓÖe jaÑ× cÓeÜi×Ø
ÓÒ a highÛaÝº

Figº ¾º ÌÖajecØÓÖie× Óf iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× ÓÒ a ×iÒgÐe ÐaÒe Óf a ÑÙÐØi¹ÐaÒe high¹
ÛaÝº Ìhe ØÖajecØÓÖie× ÛeÖe dÖaÛÒ fÖÓÑ aeÖiaÐ ÔhÓØÓgÖaÔh×º DÙÖiÒg Øhe aÒaÐÝÞed
ØiÑe¹iÒØeÖÚaÐ Øhe ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ¸ ÔÖÓÔagaØiÓÒ aÒd di××ÓÐÙØiÓÒ Óf a jaÑ ha×
beeÒ Ób×eÖÚed ´fÖÓÑ [¿6]µº

A ÑÓÖe deØaiÐed aÒaÐÝ×i× Óf ØÖaÆc jaÑ× iÒ ab×eÒce Óf hiÒdÖaÒce× ha× beeÒ giÚeÒ
bÝ ÃeÖÒeÖ aÒd ÊehbÓÖÒ [¿7ß¿9] ÛhÓ ÔÓiÒØed ÓÙØ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg chaÖacØeÖi×Øic
feaØÙÖe× Óf Ûide jaÑ×º ÌheÝ fÓÙÒd ØhaØ Øhe ÙÔ×ØÖeaÑ ÚeÐÓciØÝ aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸
Øhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ i× aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ cÓÒ×ØaÒØº Ìhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ aÒd
Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe jaÑ fÖÓÒØ× aÖe ÒÓÛ ÖegaÖded a× ØÛÓ iÑÔÓÖØaÒØ eÑÔiÖicaÐ
ÔaÖaÑeØeÖ× Óf highÛaÝ ØÖaÆc Ûhich caÒ be Ù×ed fÓÖ caÐibÖaØiÒg ØheÓÖeØicaÐ
ÑÓdeÐ×º

¿º¿ FÐÙÜ¹deÒ×iØÝ ÖeÐaØiÓÒ

ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ ØÖaÆc ÓÛ ÔheÒÓÑeÒa ×ØÖÓÒgÐÝ deÔeÒd ÓÒ Øhe ÓccÙÔaÒcÝ Óf Øhe
ÖÓadº ÏhaØ ØÝÔe Óf ÚaÖiaØiÓÒ Óf ÙÜ aÒd aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ hÚi ÛiØh deÒ×iØÝ c caÒ
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ÓÒe eÜÔecØ ÓÒ Øhe ba×i× Óf iÒØÙiØiÚe aÖgÙÑeÒØ×? ËÓ ÐÓÒg a× c i× ×ÙÆcieÒØÐÝ ×ÑaÐÐ¸
Øhe aÚeÖage ×Ôeed hÚi i× ÔÖacØicaÐÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf c a× Øhe ÚehicÐe× aÖe ØÓÓ faÖ
aÔaÖØ ØÓ iÒØeÖacØ ÑÙØÙaÐÐÝº ÌheÖefÓÖe¸ aØ ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐÓÛ deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe×¸
ÔÖacØicaÐÐÝ "fÖee ÓÛ" Øake× ÔÐaceº ÀÓÛeÚeÖ¸ fÖÓÑ Øhe ÔÖacØicaÐ eÜÔeÖieÒce
ØhaØ ÚehicÐe× haÚe ØÓ ÑÓÚe ×ÐÓÛeÖ ÛiØh iÒcÖea×iÒg deÒ×iØÝ̧ ÓÒe eÜÔecØ× ØhaØ aØ
iÒØeÖÑediaØe deÒ×iØie×¸

dhÚi
dc
 ¼; ´½µ

ÛheÒ Øhe fÓÖÛaÖd ÑÓÚeÑeÒØ Óf Øhe ÚehicÐe× i× ×ØÖÓÒgÐÝ hiÒdÖed bÝ ÓØheÖ×
becaÙ×e Óf Øhe ÖedÙcØiÓÒ iÒ Øhe aÚeÖage ×eÔaÖaØiÓÒ beØÛeeÒ ØheÑº A fa×ØeÖ¹
ØhaÒ¹ÐiÒeaÖ ÑÓÒÓØÓÒic decÖea×e Óf hÚi ÛiØh iÒcÖea×iÒg c caÒ Ðead ØÓ a ÑaÜiÑÙÑ
[¾9] iÒ Øhe ÙÜ hÂi = hcÚi aØ c = cÑ; fÓÖ c < cÑ¸ iÒcÖea×iÒg c ÛÓÙÐd Ðead
ØÓ iÒcÖea×iÒg hÂi ÛheÖea× fÓÖ c > cÑ ×haÖÔ decÖea×e Óf hÚi ÛiØh iÒcÖea×e Óf
c ÛÓÙÐd Ðead ØÓ Øhe ÓÚeÖaÐÐ decÖea×e Óf hÂiº ÀÓÛeÚeÖ¸ cÓÒØÖaÖÝ ØÓ Øhi× ÒaiÚe
eÜÔecØaØiÓÒ¸ iÒ ÖeceÒØ ÝeaÖ× ×ÓÑe ÒÓÒØÖiÚiaÐ ÚaÖiaØiÓÒ Óf ÙÜ ÛiØh deÒ×iØÝ haÚe
beeÒ Ób×eÖÚedº Ìhe ÒaØÙÖe Óf Øhe ÚaÖiaØiÓÒ Óf Øhe ÙÜ ÛiØh Øhe deÒ×iØÝ i× ×ØiÐÐ
ÒÓØ cÐeaÖÐÝ ÙÒdeÖ×ØÓÓd [4¼] ×iÒce Øhe deØaiÐ× Óf Øhe cÓÑÔÐeÜ eÜÔeÖiÑeÒØaÐ ×eØÙÔ
caÒ ×ØÖÓÒgÐÝ iÒÙeÒce Øhe eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ×º

Figº ¿º EÑÔiÖicaÐ daØa fÓÖ ÓÛ aÒd ÓccÙÔaÒcÝº Ìhe daØa haÚe beeÒ cÓÐÐecØed bÝ
cÓÙÒØiÒg ÐÓÓÔ× ÓÒ a CaÒadiaÒ highÛaÝº BÓØh Øhe ÓccÙÔaÒcÝ aÒd Øhe ÓÛ haÚe beeÒ
diÖecØÐÝ Ñea×ÙÖed bÝ Øhe deØecØÓÖº Each ÔÓiÒØ iÒ Øhe diagÖaÑ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ aÒ
aÚeÖage ÓÚeÖ a ØiÑe iÒØeÖÚaÐ Óf ¬Úe ÑiÒÙØe× ´fÖÓÑ [4¼]µº

Figº ¿ ×hÓÛ× ØÝÔicaÐ ØiÑe aÚeÖaged ÐÓcaÐ Ñea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe deÒ×iØÝ aÒd ÓÛ
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Ûhich haÚe beeÒ ÓbØaiÒed fÖÓÑ Øhe ÉÙeeÒ EÐiÞabeØh ÏaÝ iÒ ÇÒØaÖiÓ ´CaÒadaµ
[4¼]º AØ ÐÓÛ deÒ×iØie× Øhe daØa iÒdicaØe a ÐiÒeaÖ deÔeÒdeÒce Óf Øhe ÓÛ ÓÒ Øhe
deÒ×iØÝº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ×ØÖÓÒg ÙcØÙaØiÓÒ× Óf Øhe ÓÛ aØ ÐaÖge deÒ×iØie× eÜi×Ø Ûhich
ÔÖeÚeÒØ× a diÖecØ eÚaÐÙaØiÓÒ Óf Øhe fÙÒcØiÓÒaÐ fÓÖÑ aØ high deÒ×iØie×º

Figº 4º ËcheÑaØic ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ Óf fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh eÑÔiÖicaÐ
iÒÚe×ØigaØiÓÒ× ´fÖÓÑ [4¼]µº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ Ù×e Øhe eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ× fÓÖ a ØheÓÖeØicaÐ aÒaÐÝ×i× iØ i× ÓfØeÒ ÑÓÖe
cÓÒÚeÒieÒØ ØÓ Ù×e Øhe ÑeaÒ¹ÚaÐÙe× Óf Øhe ÓÛ aØ a giÚeÒ deÒ×iØÝº Figº 4 ×hÓÛ×
a cÓÐÐecØiÓÒ Óf ÔÓ××ibÐe fÓÖÑ× Óf aÚeÖaged fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× cÓÒ×i×ØeÒØ
ÛiØh eÑÔiÖicaÐ daØa [4¼]º ÏhiÐe Øhe di×cÓÒØiÒÙiØÝ Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ
ÒÓÛ ×eeÑ× ØÓ be ÛeÐÐ e×ØabÐi×hed [4½] ÒÓ cÐeaÖ aÒ×ÛeÖ caÒ be giÚeÒ ØÓ Øhe
ÕÙe×ØiÓÒ ÓÒ Øhe fÓÖÑ Óf Øhe diagÖaÑ iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÓÖ high¹deÒ×iØÝ ÖegiÑeº
ÁÒ Øhe ÐÓÛ deÒ×iØÝ ÖegiÑe ÐiÒeaÖ a× ÛeÐÐ a× ÒÓÒ¹ÐiÒeaÖ fÙÒcØiÓÒaÐ fÓÖÑ× Óf Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× haÚe beeÒ ×Ùgge×Øedº FÓÖ Øhe high deÒ×iØÝ bÖaÒch ÒÓ
cÓÒ×i×ØeÒØ ÔicØÙÖe fÓÖ Øhe high deÒ×iØÝ bÖaÒch eÜi×Ø×º ÀeÖe Øhe Öe×ÙÐØ× ×ØÖÓÒgÐÝ
deÔeÒd ÓÒ Øhe ×Ôeci¬c ÖÓad ÒeØÛÓÖkº

ÁÒ ×eÚeÖaÐ ×iØÙaØiÓÒ× iØ ha× beeÒ Ób×eÖÚed ØhaØ Â dÓe× ÒÓØ deÔeÒd ÙÒiÕÙeÐÝ
ÓÒ c iÒ aÒ iÒØeÖÑediaØe ÖegiÑe Óf deÒ×iØÝ; iØ iÒdicaØe× Øhe eÜi×ØeÒce Óf hÝ×¹
ØeÖe×i× e«ecØ× aÒd ÑeØa¹×ØabÐe ×ØaØe×º ÁÒ Øhe cÓÒØeÜØ Óf ØÖaÆc ÓÛ¸ hÝ×ØeÖe×i×
e«ecØ× haÚe Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÑeaÒiÒg: if a Ñea×ÙÖeÑeÒØ ×ØaÖØ× iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ
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Figº 5º ÌiÑe¹ØÖaced Ñea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÓÛ ´fÖÓÑ [4¼]µº Each daØa ÔÓiÒØ cÓÖ¹
Öe×ÔÓÒd× ØÓ a ØiÑe¹aÚeÖaged ÚaÐÙe Óf Øhe ÓÛ aÒd deÒ×iØÝ ÓbØaiÒed fÖÓÑ a ÐÓcaÐ
Ñea×ÙÖeÑeÒØº Ìhe aÚeÖage Ûa× ÔeÖfÓÖÑed ÓÚeÖ ¬Úe ÑiÒÙØe iÒØeÖÚaÐ×º

ÖegiÑe¸ aÒ iÒcÖea×e Óf Øhe deÒ×iØÝ Ðead× ØÓ aÒ iÒcÖea×e Óf Øhe ÓÛº ÀÓÛeÚeÖ¸
beÝÓÒd a ceÖØaiÒ deÒ×iØÝ̧ a fÙÖØheÖ iÒcÖea×e Óf Øhe deÒ×iØÝ Ðead× ØÓ a di×cÓÒ¹
ØiÒÙÓÙ× ÖedÙcØiÓÒ Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ÓÛ ´"caÔaciØÝ dÖÓÔ"µ aÒd jaÑ× eÑeÖgeº
Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ´Figº 4 A¸ Bµ ØheÒ ha× Øhe ×Ó¹caÐÐed
³iÒÚeÖ×e¹ fÓÖÑ³º FigÙÖe 5 ×hÓÛ× aÒ eÜÔeÖiÑeÒØaÐ ÚeÖi¬caØiÓÒ Óf a hÝ×ØeÖe×i×
ÐÓÓÔ [4¼] aØ a ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ a fÖee ÓÛ ØÓ a cÓÒge×Øed ×ØaØeº

ÊeceÒØ eÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚaØiÓÒ× Ûhich haÚe beeÒ ÓbØaiÒed ÒeaÖ a cÖÓ××iÒg Óf
highÛaÝ× eÜhibiØ [4½] a aØ ÔÐaØeaÙ ´iºeº¸ a deÒ×iØÝ¹iÒdeÔedeÒØ ÙÜµ ÓÚeÖ aÒ
iÒØeÖÑediaØe ÖegiÑe Óf deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×º

¿º4 ÅicÖÓ×cÓÔic ×ØaØe× Óf ØÖaÆc ÓÛ aÒd Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ×

Ìhe Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ÙÜ¹deÒ×iØÝ ÖeÐaØiÓÒ aÐÖeadÝ ×Ùgge×Ø Øhe eÜi×ØeÒce Óf aØ Ðea×Ø
ØÛÓ di«eÖeÒØ dÝÒaÑicaÐ Ôha×e× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc ÓÒ highÛaÝ×¸ ÒaÑeÐÝ a fÖee¹
ÓÛ Ôha×e aÒd a cÓÒge×Øed Ôha×eº ÁÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe aÐÐ ÚehicÐe× caÒ ÑÓÚe
ÛiØh high ×Ôeed cÐÓ×e ØÓ Øhe ×Ôeed ÐiÑiØº Ìhe ÒaØÙÖe Óf Øhe cÓÒge×Øed ØÖaÆc i×
×ØiÐÐ ÙÒdeÖ debaØeº CaÖefÙÐ eÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚaØiÓÒ× iÒ Øhe ÖeceÒØ ÝeaÖ× iÒdicaØe
Øhe eÜi×ØeÒce Óf ØÛÓ di«eÖeÒØ cÓÒge×Øed Ôha×e×¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed Ôha×e
aÒd Øhe ×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆc Ôha×e [¿8¸¿9¸4¾ß44]º ÎehicÐe× ÑÓÚe ÖaØheÖ ×ÐÓÛÐÝ
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iÒ Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe×¸ a× cÓÑÔaÖed ØÓ Øhe fÖee¹ÓÛ ×ØaØe×¸ bÙØ Øhe ÙÜ iÒ
Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe× caÒ Øake a ÚaÐÙe× cÐÓ×e ØÓ Øhe ÓÔØiÑÙÑ ÚaÐÙe becaÙ×e
Óf ÖeÐaØiÚeÐÝ ×ÑaÐÐ headÛaÝ×º Be×ide×¸ ÒÓÒ¹ØÖiÚiaÐ ×ØÖÓÒg cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ
Øhe deÒ×iØÝ ÓÒ di«eÖeÒØ ÐaÒe× eÜi×Ø iÒ Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe [¿8¸44¸45] Ûhich
acØÙaÐÐÝ ÑÓØiÚaØe× Øhe ÒÓØaØiÓÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆcº Ìhe ×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆc
di«eÖ× fÖÓÑ Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe× iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ eÚeÖÝ ÚehicÐe iÒ×ide Øhe
jaÑ× cÓÑe ØÓ a cÓÑÔÐeØe haÐØ fÓÖ a ceÖØaiÒ ÔeÖiÓd Óf ØiÑeº

Figº 6º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ×ÝÒchÖÓÒiÞed ÓÛº
Åea×ÙÖeÑeÒØ× Ûhich cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc Óf ØÝÔe ´iµ aÖe ÐÓcaÐi×ed iÒ
a ÒaÖÖÓÛ ÖegiÓÒ Óf Øhe ÓÛ deÒ×iØÝ ÔÐaÒe¸ ÛhiÐe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe× Óf ØÝÔe ´iiµ aÖe
×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe Öe×ÙÐØ× Óf fÖee¹ÓÛ ×ØaØe×º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø fÓÖ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc Óf ØÝÔe
´iiiµ Øhe ØiÑe¹ØÖaced Ñea×ÙÖeÑeÒØ× ×hÓÛ aÒ ÙÒ×Ý×ØeÑaØic behaÚiÓÙÖº

FÓÐÐÓÛiÒg ÃeÖÒeÖ ØhÖee di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc caÒ be di×¹
ØÖiÒgÙi×hed bÝ Øhe ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ behaÚiÓÙÖ Óf Øhe deÒ×iØÝ aÒd ÓÛ [¿8¸¿9¸44]º
ÁÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc Óf ØÝÔe ´iµ cÓÒ×ØaÒØ ÚaÐÙe× Óf deÒ×iØÝ aÒd ÓÛ caÒ be
Ób×eÖÚed dÙÖiÒg a ÐÓÒg ÔeÖiÓd Óf ØiÑeº ÁÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc Óf ØÝÔe ´iiµ ÔaØ¹
ØeÖÒ× Óf deÒ×iØÝ aÒd ÓÛ ÕÙiØe ×iÑiÐaÖ ØÓ fÖee ÓÛ ×ØaØe× haÚe beeÒ Ób×eÖÚedº
Ìhe di«eÖeÒce× beØÛeeÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe× Óf ØÝÔe ´iiµ aÒd fÖee¹ÓÛ aÖe giÚeÒ
bÝ Øhe ÖedÙced aÚeÖage ÚeÐÓciØie× aÒd Øhe aÐigÒÑeÒØ Óf Øhe ×Ôeed× ÓÒ di«eÖeÒØ
ÐaÒe× iÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆcº ÅÓÖeÓÚeÖ iÖÖegÙÐaÖ ÔaØØeÖÒ× Óf ØiÑe¹ØÖaced Ñea¹
×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÓÛ haÚe beeÒ fÓÙÒd iÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc ´×ee Figº 6µ Óf
ØÝÔe ´iiiµº

¿º5 ÌiÑe¹ aÒd di×ØaÒce¹headÛaÝ×

Ìhe ÙÜ Â caÒ be ÛÖiØØeÒ a× Â = Æ=Ì ÛheÖe Ì =
ÈÆ

i=½ Øi i× Øhe ×ÙÑ Óf
Øhe ØiÑe¹headÛaÝ× ÖecÓÖded fÓÖ aÐÐ Øhe Æ ÚehicÐe×º ÀeÒce¸ Â = ½=ÌaÚ ÛheÖe
ÌaÚ = ´½=Æµ

È
i Øi i× Øhe aÚeÖage ÌÀº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe ÌÀ di×ØÖibÙØiÓÒ cÓÒØaiÒ×

ÑÓÖe deØaiÐed iÒfÓÖÑaØiÓÒ× ÓÒ ØÖaÆc ÓÛ ØhaÒ ØhaØ aÚaiÐabÐe fÖÓÑ Øhe ÙÜ
aÐÓÒeº ÏiØh Øhe ÚaÖiaØiÓÒ Óf deÒ×iØÝ c Óf Øhe ÚehicÐe×¸ ÌaÚ eÜhibiØ× a ÑiÒiÑÙÑ
aØ c = cÑ ÛheÖe Øhe ÙÜ i× ÑaÜiÑÙÑ [¾9]º
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Figº 7º ÌiÑe¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ fÓÖ di«eÖeÒØ deÒ×iØÝ ÖegiÑe×º ÌÓÔ: ÁÒ fÖee¹ÓÛ
ØÖaÆc Øhe ¡Ø¹di×ØÖibÙØiÓÒ i× dÓÑiÒaØed bÝ ØÛÓ Ôeak× aØ ¼:8 ×ec aÒd ½:8 ×ecº ÅiddÐe:
ÁÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc caÖ× ÛiØh ÒaÖÖÓÛ ØiÑe gaÔ× aÖe ØÓ ¬Òd a× ÛeÐÐ a× a dÓÑiÒaØiÒg
Ôeakº BÓØØÓÑ: ÁÒ ×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆc ×hÓÖØ ØiÑe headÛaÝ× aÖe ×ÙÖÔÖe××edº Ìhe Ôeak
aØ ½:8 ×ec ÖeÑaiÒ× ×iÒce ÚehicÐe× aÖe ÐeaÚiÒg Øhe jaÑ ÛiØh a ØÝÔicaÐ ØeÑÔÓÖaÐ headÛaÝ
Óf aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ ¾ ×ecº

Ìhe Öe×ÙÐØ× di×cÙ××ed iÒ Øhe ÔÖeceediÒg ×Ùb×ecØiÓÒ× aÖe ba×ed ÓÒ ØiÑe aÚeÖaged
ÐÓcaÐ Ñea×ÙÖeÑeÒØ×º BÙØ iØ i× aÐ×Ó ÚeÖÝ Ù×efÙÐ ØÓ aÒaÐÝÞe Øhe ×iÒgÐe¹ÚehicÐe
daØa diÖecØÐÝ [46ß48¸4½]º Ìhe ×iÒgÐe¹ÚehicÐe daØa aÐÐÓÛ× caÐcÙÐaØiÓÒ Óf Øhe ØiÑe¹
headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ× [4½]º AÐÐ Øhe ØiÑe¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ× iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ
ÖegiÑe ×hÓÛ a ØÛÓ Ôeak ×ØÖÙcØÙÖeº Ìhe ¬Ö×Ø Ôeak aØ ¡Ø = ¼:8 ×ec ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe
gÐÓbaÐ ÑaÜiÑÙÑ Óf Øhe di×ØÖibÙØiÓÒº ÇÒ a ÑicÖÓ×cÓÔic ÐeÚeÐ Øhe×e ×hÓÖØ ØiÑe¹
headÛaÝ× cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ ÔÐaØÓÓÒ× Óf ×ÓÑe ÚehicÐe× ØÖaÚeÐiÒg ÚeÖÝ fa×Ø ß ØheiÖ
dÖiÚeÖ× aÖe ØakiÒg Øhe Öi×k Óf dÖiÚiÒg "bÙÑÔeÖ¹ØÓ¹bÙÑÔeÖ" ÛiØh a ÖaØheÖ high
×Ôeedº Ìhe×e ÔÐaØÓÓÒ× aÖe Øhe Öea×ÓÒ fÓÖ Øhe ÓccÙÖÖeÒce Óf high¹ÓÛ ×ØaØe× iÒ
fÖee ØÖaÆcº Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×ØaØe× eÜhibiØ ÑeØa×ØabiÐiØÝ̧ iºeº a ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ
Óf ¬ÒiØe ÑagÒiØÙde aÒd dÙÖaØiÓÒ i× abÐe ØÓ de×ØÖÓÝ ×Ùch a high¹ÓÛ ×ØaØe [¿9]º
AddiØiÓÒaÐÐÝ̧ a ×ecÓÒd Ôeak eÑeÖge× aØ ¡Ø = ½:8 ×ec Ûhich caÒ be a××ÓciaØed
ÛiØh a ØÝÔicaÐ dÖiÚeÖ×³ ÙÖge ØÓ ÑaiÒØaiÒ a ØeÑÔÓÖaÐ headÛaÝ Óf  ¾ ×ec ´Ûhich
i× Øhe ×afe di×ØaÒce ÖecÓÑÑeÒded iÒ dÖiÚiÒg ×chÓÓÐ×µº

ËÙÖÔÖi×iÒgÐÝ̧ Øhe ×ÑaÐÐ ØiÑe headÛaÝ× haÚe ÑÙch Ðe×× ÛeighØ iÒ cÓÒge×Øed
ØÖaÆcº ÇÒÐÝ Øhe Ôeak aØ ¡Ø = ½:8 ×ec i× ÖecÓÚeÖed¸ ÛheÖe Øhe ØiÑe headÛaÝ
di×ØÖibÙØiÓÒ ÒÓÛ Øake× Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÚaÐÙeº BÙØ ÒeÚeÖØheÐe××¸ Øhe ×ÑaÐÐ ØiÑe
headÛaÝ× ´¡Ø < ½:8 ×ecµ cÓÒØÖibÙØe ×igÒi¬caÒØÐÝ iÒ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆcº ÁÒ
×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆc ÓÒÐÝ Øhe ½:8 ×ec¹Ôeak ÖeÑaiÒ× aÒd ×hÓÖØ ØiÑe¹headÛaÝ× aÖe
×ÙÖÔÖe××edº Ìhe a×ÝÑÔØÓØic behaÚiÓÖ i× ÖaØheÖ ÙÒ×Ý×ØeÑaØic aÒd ÖeecØ× Øhe
dÝÒaÑic× Óf ÚehicÐe× iÒ×ide Øhe jaÑ×º
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Figº 8º ËÔeed¹di×ØaÒce ÖeÐaØiÓÒ iÒ fÖee aÒd cÓÒge×Øed ØÖaÆcº ÁØ ØÙÖÒ× ÓÙØ ØhaØ Øhe
ØÝÔicaÐ ÚeÐÓciØie× aØ ÐaÖge di×ØaÒce headÛaÝ× ×ØÖÓÒgÐÝ deÔeÒd ÓÒ Øhe ÔÖe×eÒØ ØÖaÆc
×ØaØe ´fÖÓÑ [4½]µº

AÒÓØheÖ iÑÔÓÖØaÒØ Öe×ÙÐØ chaÖacØeÖiÞiÒg Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØaØe× i× Øhe deÔeÒ¹
deÒce Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× ÓÒ Øhe di×ØaÒce headÛaÝ ´×ee Figº 8µº
Ìhi× fÙÒcØiÓÒ i× aÐ×Ó Óf gÖeaØ iÑÔÓÖØaÒce fÓÖ ØheÓÖeØicaÐ aÔÔÖÓache×¸ eºgº iØ i×
Ù×ed a× iÒÔÙØ fÓÖ Øhe ×Ó¹caÐÐed ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ÑÓdeÐº ÁÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe
iØ i× eÚideÒØ ØhaØ Øhe a×ÝÑÔØÓØic ÚeÐÓciØÝ i× Öeached aÐÖeadÝ fÓÖ ×ÑaÐÐ di×ØaÒce¹
headÛaÝ×º Ìhe ×ÐÓÔe Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒ i× ÑÙch ÐÓÛeÖ ØhaÒ ØhaØ iÒ Øhe
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑeº ËÙÖÔÖi×iÒgÐÝ̧ Øhe a×ÝÑÔØÓØic ÚeÐÓciØÝ deÔeÒd× ×ØÖÓÒgÐÝ ÓÒ
Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØaØe a× ÛeÐÐ a× ÓÒ Øhe deÒ×iØÝ̧ eºgº¸ iÒ deÒ×e ØÖaÆc ÐÓÛ ÚeÐÓc¹
iØie× Óf Øhe ÚehicÐe× aÖe aÐ×Ó Ób×eÖÚed eÚeÒ ÛheÒ ÐaÖge di×ØaÒce headÛaÝ× aÖe
aÚaiÐabÐeº

4 FÐÙid¹dÝÒaÑicaÐ ÌheÓÖie× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc

ÏheÒ ÚieÛed fÖÓÑ a ÐÓÒg di×ØaÒce¸ ×aÝ̧ aÒ aiÖcÖafØ¸ ÓÛ Óf faiÖÐÝ heaÚÝ ØÖaÆc
aÔÔeaÖ× Ðike a ×ØÖeaÑ Óf a Ùidº ÌheÖefÓÖe¸ a "ÑacÖÓ×cÓÔic" ØheÓÖÝ Óf ØÖaÆc caÒ
be deÚeÐÓÔed¸ iÒ aÒaÐÓgÝ ÛiØh Øhe hÝdÖÓdÝÒaÑic ØheÓÖÝ Óf Ùid×¸ bÝ ØÖeaØiÒg
ØÖaÆc a× aÒ e«ecØiÚeÐÝ ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ cÓÑÔÖe××ibÐe Ùid ´a cÓÒØiÒÙÙÑµ [49]º
Ïe fÓÐÐÓÛ Øhe cÓÒÚeÒØiÓÒ ØhaØ ØÖaÆc i× ÓÛiÒg fÖÓÑ ÐefØ ØÓ ÖighØº

ËÙÔÔÓ×e¸ c´Ü; Øµ aÒd Â´Ü; Øµ aÖe Øhe "cÓaÖ×e¹gÖaiÒed" deÒ×iØÝ aÒd ÙÜ aØ aÒ aÖ¹
biØÖaÖÝ ÐÓcaØiÓÒ Ü aØ aÒ aÖbiØÖaÖÝ iÒ×ØaÒØ Óf ØiÑe Øº Ìhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ
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fÓÖ Øhe Ùid ÖeÔÖe×eÒØiÒg ØÖaÆc i×

@c´Ü; Øµ

@Ø
·

@Â´Ü; Øµ

@Ü
=

ÂiÒX
i=½

«i´Ü  Üi; Øµ 
ÂÓÙØX
j=½

¬j´Ü  Üj; Øµ ´¾µ

ÛheÖe Øhe ¬Ö×Ø aÒd Øhe ×ecÓÒd ØeÖÑ× ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Øake caÖe Óf
Øhe ×ÓÙÖce× aÒd ×iÒk×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ aØ Øhe ÂiÒ ÓÒ¹ÖaÑÔ× ×iØÙaØed aØ Üi ´i =
½; ¾; :::; ÂiÒµ aÒd ÂÓÙØ Ó«¹ÖaÑÔ× ×iØÙaØed aØ Üj ´j = ½; ¾; :::; ÂÓÙØµº Ïe caÒ ÛÖiØe
«i´Ü  Üi; Øµ aÒd ¬j´Ü  Üj; Øµ a×

«i´Ü  Üi; Øµ = «¼
i ´Øµi´Ü  Üiµ aÒd ¬j´Ü  Üj; Øµ = ¬¼

j ´Øµj´Ü  Üjµ ´¿µ

ÛheÖe i´Ü   Üiµ aÒd j´Ü   Üjµ de×cÖibe Øhe ×ÔaØiaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe iÒ¹
cÓÑiÒg aÒd ÓÙØgÓiÒg ÙÜ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ÛhiÐe «¼

i ´Øµ aÒd ¬¼
j ´Øµ accÓÙÒØ fÓÖ Øhe

cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØeÑÔÓÖaÐ ÚaÖiaØiÓÒ×º

ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ×Ùb×ecØiÓÒ×¸ fÓÖ ×iÑÔÐiciØÝ̧ Ûe ×haÐÐ cÓÒ×ideÖ a giÚeÒ ×ØÖeØch
Óf highÛaÝ ÛiØh ÒÓ eÒØÖie× ÓÖ eÜiØ×º ÁÒ ×Ùch ×ÔeciaÐ ×iØÙaØiÓÒ× Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf
cÓÒØiÒÙiØÝ ÖedÙce× ØÓ Øhe ×iÑÔÐeÖ fÓÖÑ [5¼]

@c´Ü; Øµ

@Ø
·

@Â´Ü; Øµ

@Ü
= ¼: ´4µ

ÇÒe caÒÒÓØ geØ ØÛÓ ÙÒkÒÓÛÒ×¸ ÒaÑeÐÝ̧ c´Ü; Øµ aÒd Â´Ü; Øµ ´ÓÖ¸ eÕÙiÚaÐeÒØÐÝ̧
Ú´Ü; Øµµ bÝ ×ÓÐÚiÒg ÓÒÐÝ ÓÒe eÕÙaØiÓÒ¸ ÒaÑeÐÝ ´4µ¸ ÙÒÐe×× ØheÝ aÖe ÖeÐaØed ØÓ
each ÓØheÖº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÔÖÓceed fÙÖØheÖ¸ ÓÒe Òeed× aÒÓØheÖ iÒdeÔeÒdeÒØ eÕÙa¹
ØiÓÒ¸ ×aÝ̧ fÓÖ Ú´Ü; Øµ; Ûe ×haÐÐ ÛÖiØe dÓÛÒ ×Ùch aÒ eÕÙaØiÓÒ ÐaØeÖ iÒ ×Ùb×ecØiÓÒ
4º4º AÒ aÐØeÖÒaØiÚe ÔÓ××ibiÐiØÝ̧ Ûhich ÄighØhiÐÐ aÒd ÏhiØhaÑ [5¼] adÓÔØed iÒ
ØheiÖ ÔiÓÒeeÖiÒg ÛÓÖk¸ i× ØÓ a××ÙÑe ØhaØ Â´Ü; Øµ i× deØeÖÑiÒed ÔÖiÑaÖiÐÝ bÝ
Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ c´Ü; Øµ ×Ó ØhaØ Â´Ü; Øµ caÒ be ØÖeaØed a× a fÙÒcØiÓÒ Óf ÓÒÐÝ
c´Ü; Øµº CÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÙÒkÒÓÛÒ ÚaÖiabÐe× i× ÖedÙced ØÓ ÓÒe a×¸
accÓÖdiÒg ØÓ Øhi× a××ÙÑÔØiÓÒ¸ Øhe ØÛÓ ÙÒkÒÓÛÒ× c´Ü; Øµ aÒd Â´Ü; Øµ aÖe ÒÓØ
iÒdeÔeÒdeÒØ Óf each ÓØheÖº

4º½ ÄighØhiÐÐ¹ÏhiØhaÑ ØheÓÖÝ aÒd kiÒeÑaØic ÛaÚe×

A× a ¬Ö×Ø aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ¸ ÐeØ Ù× begiÒ ÛiØh ÄighØhiÐÐ¹ÏhiØhaÑ a××ÙÑÔØiÓÒ
ØhaØ

Â´Ü; Øµ = j´c´Ü; Øµµ ´5µ

ÛheÖe j´cµ i× a fÙÒcØiÓÒ Óf cº Ìhe fÙÒcØiÓÒaÐ ÖeÐaØiÓÒ ´5µ beØÛeeÒ deÒ×iØÝ aÒd
ÙÜ caÒÒÓØ be caÐcÙÐaØed ÛiØhiÒ Øhe fÖaÑeÛÓÖk Óf Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ Øhe¹
ÓÖÝ; Øhi× ÑÙ×Ø be eiØheÖ ØakeÒ a× a ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÖeÐaØiÓÒ eÜØÖacØed fÖÓÑ
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eÑÔiÖicaÐ daØa ÓÖ deÖiÚed fÖÓÑ ÑÓÖe ÑicÖÓ×cÓÔic cÓÒ×ideÖaØiÓÒ×º ÁÒ geÒeÖaÐ¸
Øhe ÙÜ¹deÒ×iØÝ cÙÖÚe iÑÔÐied bÝ eÕÙaØiÓÒ ´5µ Òeed ÒÓØ be ideÒØicaÐ ÛiØh Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØeº

ÍÒdeÖ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ´5µ¸ Øhe Ü¹deÔeÒdeÒce Óf Øhe ÐÓcaÐ ÙÜ Â´Ü; Øµ aÖi×e× ÓÒÐÝ
fÖÓÑ Øhe Ü¹deÔeÒdeÒce Óf c´Ü; Øµº AÐØeÖÒaØiÚeÐÝ̧ ×iÒce Â´Ü; Øµ = c´Ü; ØµÚ´Ü; Øµ¸
a××ÙÑiÒg Ú´Ü; Øµ ØÓ deÔeÒd ÓÒÐÝ ÓÒ c´Ü; Øµ Øhe Ü¹deÔeÒdeÒce Óf Ú´Ü; Øµ aÖi×e×
ÓÒÐÝ fÖÓÑ Øhe Ü¹deÔeÒdeÒce Óf c´Ü; Øµº Í×iÒg ´5µ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ´4µ
caÒ be eÜÔÖe××ed a×

@c´Ü; Øµ

@Ø
·

@c´Ü; Øµ

@Ü

"
Ú´Ü; Øµ · c´Ü; Øµ

dÚ

dc

#
=

@c´Ü; Øµ

@Ø
· Úg

@c´Ü; Øµ

@Ü
= ¼ ´6µ

ÛheÖe Úg = dÂ=dcº ÆÓØe ØhaØ Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´5µ aÒd ´6µ fÓÖÑ Øhe cÓÑÔÐeØe ×Ý×¹
ØeÑ Óf dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× gÓÚeÖÒiÒg ØÖaÆc ÓÛ iÒ Øhi× ¬Ö×Ø aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒº
ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´6µ i× ÒÓÒ¹ÐiÒeaÖ becaÙ×e¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ Úg = dÂ=dc =

Ú´cµ · cdÚ´cµ
dc

deÔeÒd× ÓÒ cº Áf Úg ÛeÖe a cÓÒ×ØaÒØ Ú¼¸ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf c¸ eÕÙa¹
ØiÓÒ ´6µ ÛÓÙÐd becÓÑe ÐiÒeaÖ aÒd Øhe geÒeÖaÐ ×ÓÐÙØiÓÒ ÛÓÙÐd be Óf Øhe fÓÖÑ
c´Ü; Øµ = f´Ü  Ú¼Øµ ÛheÖe f i× aÒ aÖbiØÖaÖÝ fÙÒcØiÓÒ Óf iØ× aÖgÙÑeÒØº ÁÒ ØhaØ
ca×e¸ Øhe ×ÓÐÙØiÓÒ Óf aÒÝ ÔaÖØicÙÐaÖ ÔÖÓbÐeÑ ÛÓÙÐd be fÓÙÒd bÝ ÑeÖeÐÝ ÑaØch¹
iÒg Øhe fÙÒcØiÓÒ f ØÓ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg giÚeÒ iÒiØiaÐ aÒd bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º
ËÙch a ×ÓÐÙØiÓÒ de×cÖibe× a deÒ×iØÝ ÛaÚe ÑÓØiÓÒ a× aÒ iÒiØiaÐ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe
ÛÓÙÐd geØ ØÖaÒ×ÐaØed bÝ a di×ØaÒce Ú¼Ø iÒ a ØiÑe iÒØeÖÚaÐ Ø ÛiØhÓÙØ aÒÝ chaÒge
iÒ iØ× ×haÔeº ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe ÒÓÒ¹ÐiÒeaÖiØÝ Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´6µ giÚe× Öi×e ØÓ ×Ùb¹
ØÐeØie× Ûhich aÖe e××eÒØiaÐ ØÓ caÔØÙÖe aØ Ðea×Ø ×ÓÑe a×ÔecØ× Óf ÖeaÐ ØÖaÆcº

Ìhe ×ÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÒÓÒÐiÒeaÖ eÕÙaØiÓÒ ´6µ i× Óf Øhe geÒeÖaÐ fÓÖÑ

c´Ü; Øµ = F ´Ü  ÚgØµ; ´7µ

ÛheÖe F i× aÒ aÖbiØÖaÖÝ fÙÒcØiÓÒ Óf iØ× aÖgÙÑeÒØ×º Áf Ûe de¬Òe a ÛaÚe ØÓ be
"ÖecÓgÒiÞabÐe ×igÒaÐ ØhaØ i× ØÖaÒ×feÖÖed fÖÓÑ ÓÒe ÔaÖØ Óf a ÑediÙÑ ØÓ aÒÓØheÖ
ÛiØh a ÖecÓgÒiÞabÐe ÚeÐÓciØÝ Óf ÔÖÓÔagaØiÓÒ" [5½] ØheÒ Øhe ×ÓÐÙØiÓÒ× Óf Øhe
fÓÖÑ ´7µ caÒ be ÖegaÖded a× a "deÒ×iØÝ ÛaÚe"º ÌheÖe aÖe ×eÚeÖaÐ ×iÑiÐaÖiØie×
beØÛeeÒ Øhe deÒ×iØÝ ÛaÚe aÒd Øhe ÑÓÖe cÓÑÑÓÒÐÝ eÒcÓÙÒØeÖed ÛaÚe× Ðike¸
fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ acÓÙ×Øic ÓÖ eÐa×Øic ÛaÚe×¸ BÙØ¸ Øhe acÓÙ×Øic ÓÖ eÐa×Øic ÛaÚe× aÖe
×ÓÐÙØiÓÒ× Óf ÐiÒeaÖiÞed ÔaÖØiaÐ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× ÛheÖea× Øhe eÕÙaØiÓÒ ´6µ
i× ÒÓÒÐiÒeaÖ aÒd¸ heÒce¸ Úg i× c¹deÔeÒdeÒØº Be×ide×¸ Øhe ÛaÚe× Óf Øhe ØÝÔe ´7µ
aÖe caÐÐed kiÒeÑaØic ÛaÚe× [5¼ß5¾] ØÓ eÑÔha×iÞe ØheiÖ ÔÙÖeÐÝ kiÒeÑaØic ÓÖigiÒ¸
iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe dÝÒaÑic ÓÖigiÒ Óf Øhe accÓÙ×Øic aÒd eÐa×Øic ÛaÚe×º FÖÓÑ
Øhe iÒiØiaÐ giÚeÒ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe c´Ü; ¼µ Øhe ÔÖÓ¬Ðe c´Ü; ¡Øµ aØ ØiÑe ¡Ø caÒ be
ÓbØaiÒed bÝ ÑÓÚiÒg each ÔÓiÒØ ÓÒ Øhe iÒiØiaÐ ÔÖÓ¬Ðe a di×ØaÒce Úg´cµØ ØÓ Øhe
ÖighØ; ÓbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe di×ØaÒce ÑÓÚed i× di«eÖeÒØ fÓÖ di«eÖeÒØ ÚaÐÙe× Óf cº Ìhe
ØiÑe¹eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe caÒ be ×hÓÛÒ gÖaÔhicaÐÐÝ [5¼¸5½] ÓÒ Øhe
×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ ´iºeº¸ Øhe Ü  Ø ÔÐaÒeµ ÛheÖe aÒ aÖbiØÖaÖÝ ÔÓiÒØ Ü¼ ÓÒ Øhe
Ø = ¼ aÜi× ÑÓÚe× aÐÓÒg a ×ØÖaighØ ÐiÒe Óf ×ÐÓÔe Úg´cµ if Øhe iÒiØiaÐ deÒ×iØÝ aØ Ü¼ i×
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cº Ìhe×e ×ØÖaighØ ÐiÒe× aÖe ÖefeÖÖed ØÓ a× chaÖacØeÖi×Øic×; di«eÖeÒØ chaÖacØeÖi×Øic×
cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ di«eÖeÒØ c haÚe di«eÖeÒØ ×ÐÓÔe× Úg´cµº

Ìhe ×Ôeed Úg´cµ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÛaÚe ×hÓÙÐd ÒÓØ be cÓÒfÙ×ed ÛiØh Ú´cµ¸ Øhe
acØÙaÐ ×Ôeed Óf Øhe cÓÒØiÒÙÙÑ Ùid ÖeÔÖe×eÒØiÒg ØÖaÆcº ÁÒ facØ¸ aØ aÒÝ iÒ×ØaÒØ
Óf ØiÑe Ú´Ü; Øµ caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe c´Ü; Øµ bÝ

Ù×iÒg Øhe ÖeÐaØiÓÒ Ú´Ü; Øµ = j´c´Ü; Øµµ=c´Ü; Øµº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ×iÒce Úg = Ú´cµ· cdÚ´cµ
dc

aÒd ×iÒce dÚ´cµ
dc

< ¼¸ Øhe ×Ôeed Óf Øhe deÒ×iØÝ ÛaÚe i× Ðe×× ØhaÒ ØhaØ Óf Øhe
Ùidº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe deÒ×iØÝ ÛaÚe ÔÖÓÔagaØe× backÛaÖd ÖeÐaØiÚe ØÓ Øhe ØÖaÆc
aÒd Øhe dÖiÚeÖ× aÖe ØheÖebÝ ÛaÖÒed Óf deÒ×iØÝ ÙcØÙaØiÓÒ× ahead dÓÛÒ×ØÖeaÑº
FÙÖØheÖÑÓÖe¸ Øhe deÒ×iØÝ ÛaÚe ÑÓÚe× fÓÖÛaÖd ÓÖ backÛaÖd ÖeÐaØiÚe ØÓ Øhe ÖÓad¸
deÔeÒdiÒg ÓÒ ÛheØheÖ c < cÑ ÓÖ c > cÑ ÛheÖe cÑ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÑaÜiÑÙÑ
iÒ Øhe fÙÒcØiÓÒ j´cµº

ÏheÒ Â´cµ i× cÓÒÚeÜ¸ iºeº¸ d¾Â=dc¾ < ¼¸ Ûe haÚe dÚg=dc < ¼; cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧
higheÖ ÚaÐÙe× Óf c ÔÖÓÔagaØe ×ÐÓÛeÖ ØhaÒ ÐÓÛeÖ ÚaÐÙe× Óf c ØheÖebÝ di×ØÓÖØiÒg
Øhe iÒiØiaÐ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðeº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ ÛheÒ dÚg=dc > ¼ higheÖ ÚaÐÙe× Óf
c ÔÖÓÔagaØe fa×ØeÖ aÒd Øhe di×ØÓÖØiÓÒ ha× Øhe ÓÔÔÓ×iØe ØeÒdeÒcÝ a× cÓÑÔaÖed
ØÓ Øhe ca×e Óf dÚg=dc < ¼º ÁÒ bÓØh Øhe ×iØÙaØiÓÒ× Øhe di×ØÓÖØiÓÒ Óf Øhe iÒiØiaÐ
deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe i× caÙ×ed bÝ Øhe c¹deÔeÒdeÒce Óf Úg Ûhich aÖi×e× fÖÓÑ Øhe ÒÓÒ¹
ÐiÒeaÖiØÝ Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´6µº Ìhe di×ØÓÖØiÓÒ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe ÛiØh ØiÑe
caÒ aÐ×Ó be fÓÐÐÓÛed ÓÒ Øhe ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑº Áf dÚg=dc < ¼¸ iÒ ÖegiÓÒ× Óf de¹
cÖea×iÒg deÒ×iØÝ ´iºeº¸ c´Ü½µ > c´Ü¾µ fÓÖ Ü½ < Ü¾µ Øhe chaÖacØeÖi×Øic× ÑÓÚe aÛaÝ
fÖÓÑ each ÓØheÖ ÛheÖea×¸ iÒ ÖegiÓÒ× Óf iÒcÖea×iÒg deÒ×iØÝ̧ Øhe chaÖacØeÖi×Øic×
ÑÓÚe ØÓÛaÖd× each ÓØheÖº

ÏheÒ ØÛÓ chaÖacØeÖi×Øic ÐiÒe× ÓÒ Øhe ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ iÒØeÖ×ecØ Øhe deÒ×iØÝ
ÛÓÙÐd be dÓÙbÐe¹ÚaÐÙed aØ Øhe ÔÓiÒØ Óf iÒØeÖ×ecØiÓÒº Ïe caÒ aÚÓid Øhi× aÔÔaÖ¹
eÒØÐÝ iÑÔÓ××ibÐe ×ceÒaÖiÓ bÝ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg iÒØeÖÔÖeØaØiÓÒ: ÏheÒ ØÛÓ chaÖacØeÖ¹
i×Øic ÐiÒe× iÒØeÖ×ecØ a ×hÓck ÛaÚe i× geÒeÖaØedº BÝ de¬ÒiØiÓÒ¸ a ×hÓck ÖeÔÖe×eÒØ×
a ÑaØheÑaØicaÐ di×cÓÒØiÒÙiØÝ iÒ c aÒd¸ heÒce¸ aÐ×Ó iÒ Úº Ìhe ×Ôeed Óf a ×hÓck
ÛaÚe i× giÚeÒ bÝ

Ú× =
Â´c·µ  Â´c µ

c·   c 
´8µ

ÛheÖe c· aÒd c  aÖe¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ Øhe deÒ×iØie× iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ ´dÓÛÒ¹
×ØÖeaÑµ aÒd behiÒd ´ÙÔ×ØÖeaÑµ Øhe ×hÓck ÛhiÐe Â´c·µ aÒd Â´c µ ÖeÔÖe×eÒØ Øhe
cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg dÓÛÒ×ØÖeaÑ aÒd ÙÔ×ØÖeaÑ ÙÜe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÆÓØe ØhaØ Øhe
×hÓck ÛaÚe ÑÓÚe× dÓÛÒ×ØÖeaÑ ´ÙÔ×ØÖeaÑµ if Ú× i× ÔÓ×iØiÚe ´ÒegaØiÚeµº ÇfØeÒ
Øhe ×hÓck i× Ûeak iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ Øhe ÖeÐaØiÚe di×cÓÒØiÒÙiØÝ ´c·   c µ=c  i×
×ÑaÐÐ aÒd iÒ ×Ùch ca×e× Øhe ×hÓck ÛaÚe ×Ôeed ØeÒd× ØÓ Úg = dÂ=dcº A× a ×hÓck
×eÔaÖaØe× a ×ecØiÓÒ Óf high aÒ ÐÓÛ deÒ×iØie× Óf Øhe ÑÓdeÐ¸ iØ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ a
×ecØiÓÒ Óf a highÛaÝ ÛheÖe a fÖee¹ÓÛ aÒd a cÓÒge×Øed ÖegiÑe i× ÔÖe×eÒØº ÁÒ
ÔaÖØicÙÐaÖ fÓÖ ÐaÖge di«eÖeÒce× beØÛeeÒ c· aÒd c  Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ×hÓck
caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf a backÛaÖd× ÑÓÚiÒg jaÑº
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ÇÒe adÚaÒØage Óf Øhe kiÒeÑaØic aÔÔÖÓach ÓÙØÐiÒed abÓÚe ÓÚeÖ aÒÝ dÝÒaÑic
aÔÔÖÓach i× ØhaØ Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ¸ Ûhich ÛiÐÐ be giÚeÒ iÒ Ëecº 4º4¸ i×
diÆcÙÐØ ØÓ deÖiÚe fÖÓÑ ba×ic ¬Ö×Ø ÔÖiÒciÔÐe× aÒd Ù×ÙaÐÐÝ iÒÚÓÐÚe ÕÙiØe a feÛ
ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× aÒd eÚeÒ a ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ fÙÒcØiÓÒº ÇÒ Øhe
ÓØheÖ haÒd¸ Øhe ÓÒÐÝ iÒÔÙØ Òeeded fÓÖ Øhe kiÒeÑaØic aÔÔÖÓach i× Øhe Ôhe¹
ÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ fÙÒcØiÓÒ Â´cµ Ûhich caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ eÑÔiÖicaÐ daØaº

4º¾ Di«Ù×iÓÒ ØeÖÑ iÒ ÄighØhiÐÐ¹ÏhiØhaÑ ØheÓÖÝ aÒd iØ× e«ecØ×

ÄeØ Ù× ÒÓÛ Ñake iÑÔÖÓÚeÑeÒØ ÓÚeÖ Øhe ÓÖigiÒaÐ ÄighØhiÐÐ¹ÏhiØhaÑ ØheÓÖÝ̧
Ûhich i× ba×ed ÓÒ Øhe ¬Ö×Ø aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ´5µº Ïe ÒÓÛ a××ÙÑe ØhaØ Øhe ÐÓcaÐ
ÙÜ Â´Ü; Øµ i× deØeÖÑiÒed ÒÓØ ÓÒÐÝ bÝ Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ c´Ü; Øµ bÙØ aÐ×Ó bÝ Øhe
gÖadieÒØ Óf Øhe deÒ×iØÝº ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ Ûe ÖeÔÐace Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ´5µ bÝ

Â´cµ = j´cµ D
@c

@Ü
´9µ

ÛheÖe D i× a ÔÓ×iØiÚe cÓÒ×ØaÒØº ÆÓØe ØhaØ¸ fÓÖ ¬Üed c´Ü; Øµ ´aÒd¸ heÒce¸ ¬Üed
j´cµµ¸ a ÔÓ×iØiÚe ´ÒegaØiÚeµ deÒ×iØÝ gÖadieÒØ Ðead× ØÓ a ÐÓÛeÖ ´higheÖµ ÙÜ a× Øhe
dÖiÚeÖ× aÖe eÜÔecØed ØÓ ÖedÙce ´iÒcÖea×eµ Øhe ×Ôeed Óf ØheiÖ ÚehicÐe× deÔeÒdiÒg
ÓÒ ÛheØheÖ aÔÔÖÓachiÒg a ÑÓÖe ´Ðe××µ cÓÒge×Øed ÖegiÓÒº Í×iÒg Øhe ÖeÐaØiÓÒ ´9µ
iÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ´4µ Ûe ÒÓÛ geØ

@c´Ü; Øµ

@Ø
· Úg

@c´Ü; Øµ

@Ü
= D

@¾c´Ü; Øµ

@Ü¾
´½¼µ

ÛheÖe Úg´cµ = dj´cµ
dc

º Ìhe eÕÙaØiÓÒ ´½¼µ ÖedÙce× ØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´6µ ÛheÒ D = ¼º
Ìhe ÒÓÒÐiÒeaÖiØÝ aÒd di«Ù×iÓÒ haÚe ÓÔÔÓ×iØe e«ecØ×: Øhe ØeÖÑ Úg´cµ

@c
@Ü

Ðead× ØÓ
"×ØeeÔeÒiÒg" aÒd ÙÐØiÑaØe "bÖeakiÒg" Óf Øhe ÛaÚe ÛheÖea× Øhe ØeÖÑ D@¾c=@Ü¾

×ÑÓÓØheÒ× ÓÙØ Øhe ÔÖÓ¬Ðeº ÆÓÒÚaÒi×hiÒg D aÐ×Ó Ðead× ØÓ a ÒÓÒ¹ÞeÖÓ ÛidØh Óf
Øhe ×hÓck ÛaÚeº

4º¿ GÖeeÒ×hieÐd× ÑÓdeÐ aÒd BÙÖgeÖ× eÕÙaØiÓÒ

ËÓ faÖ iÒ Øhe ÔÖecediÒg ×Ùb×ecØiÓÒ× Ûe haÚe ÒÓØ cÓÒ×ideÖed aÒÝ ×Ôeci¬c fÓÖÑ
Óf Øhe fÙÒcØiÓÒ j´cµ ÖeÐaØiÒg ÙÜ ÛiØh deÒ×iØÝº ÇÒe caÒ ×ØaÖØ ÛiØh Øhe ×iÑÔÐe×Ø
´di«eÖeÒØiabÐeµ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ caÔØÙÖiÒg Øhe ba×ic fÓÖÑ Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ
diagÖaÑ¸

Â = ÚÑaÜc´½  cµ: ´½½µ

ÆÓØe ØhaØ ÚÑaÜ iÒ ´½½µ i× a ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ aÒd iØ i× iÒØeÖÔÖeØed
ØÓ be Øhe ÑaÜiÑÙÑ aÚeÖage ×Ôeed fÓÖ c! ¼º ÁÒ ØÖaÆc ×cieÒce aÒd eÒgiÒeeÖiÒg¸
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ÓÒe Ù×ÙaÐÐÝ Ù×e× ½  c=cjaÑ iÒ×Øead Óf ½  c iÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½½µ aÒd Øhe cÓÖ¹
Öe×ÔÓÒdiÒg fÓÖÑ Óf Øhe ÖeÐaØiÓÒ beØÛeeÒ Â aÒd c i× kÒÓÛÒ a× Øhe GÖeeÒ×hieÐd×
[¿¼] ÑÓdeÐº ËÙb×ØiØÙØiÒg ´½½µ iÒØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½¼µ Ûe geØ

@c´Ü; Øµ

@Ø
· ÚÑaÜ

@c´Ü; Øµ

@Ü
  ¾ÚÑaÜc

@c´Ü; Øµ

@Ü
= D

@¾c

@Ü¾
´½¾µ

ÁÒØÖÓdÙciÒg Øhe ÐiÒeaÖ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ Óf ÚaÖiabÐe×

Ü = ÚÑaÜØ
¼   Ü¼; Ø = Ø¼ ´½¿µ

ÓÒe geØ×

@c´Ü; Øµ

@Ø¼
· ¾ÚÑaÜc

@c´Ü; Øµ

@Ü¼
= D

@¾c

@Ü¼¾
´½4µ

Ûhich i× Øhe ´deØeÖÑiÒi×Øicµ BÙÖgeÖ× eÕÙaØiÓÒ [5½¸5¿]º ÆÓØe ØhaØ Øhe ØÖaÒ×¹
fÓÖÑaØiÓÒ ´½¿µ Øake× ÓÒe fÖÓÑ Øhe ×Ôace¹¬Üed cÓÓÖdiÒaØe ×Ý×ØeÑ ´Ü; Øµ ØÓ a
cÓÓÖdiÒaØe ×Ý×ØeÑ ´Ü¼; Ø¼µ ØhaØ ÑÓÚe× ÛiØh ÙÒifÓÖÑ ×Ôeed ÚÑaÜ; ×Ó¸ ÚehicÐe×
ÑÓÚiÒg ÛiØh ×Ôeed ÚÑaÜ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe cÓÓÖdiÒaØe ×Ý×ØeÑ ´Ü; Øµ dÓ ÒÓØ
ÑÓÚe aØ aÐÐ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe cÓÓÖdiÒaØe ×Ý×ØeÑ ´Ü¼; Ø¼µº

Ìhe adÚaÒØage Óf Øhi× ÖÓÙØe ØÓ Øhe ØheÓÖÝ Óf ØÖaÆc ÓÛ i× ØhaØ Øhe BÙÖgeÖ×
eÕÙaØiÓÒ ´½4µ caÒ be ØÖaÒ×fÓÖÑed fÙÖØheÖ iÒØÓ a di«Ù×iÓÒ eÕÙaØiÓÒ¸ ØheÖebÝ
geØØiÒg Öid Óf Øhe ÒÓÒÐiÒeaÖiØÝ̧ ØhÖÓÙgh a ÒÓÒÐiÒeaÖ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ caÐÐed Øhe
CÓÐe¹ÀÓÔf ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ [5½]º ËiÒce iØ i× ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd ØÓ ÛÖiØe dÓÛÒ Øhe
fÓÖÑaÐ ×ÓÐÙØiÓÒ ØÓ Øhe di«Ù×iÓÒ eÕÙaØiÓÒ¸ ÓÒe caÒ ×ee cÐeaÖÐÝ Øhe ÖÓÐe Óf Øhe
cÓeÆcieÒØ D aÒd Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe ×ÓÐÙØiÓÒ× iÒ Øhe ÐiÑiØ D! ¼º

Áf eÕÙaØiÓÒ ´6µ i× a××ÙÑed ØÓ be Øhe ÓÒÐÝ eÕÙaØiÓÒ gÓÚeÖÒiÒg ØÖaÆc ÓÛ ØheÒ
aÒ iÒhÓÑÓgeÒeÓÙ× iÒiØiaÐ ×ØaØe caÒ Ðead ØÓ a ×hÓck ÛaÚe bÙØ Øhe aÑÔÐiØÙde
Óf Øhe ×hÓck ÛaÚe decÖea×e× ÛiØh ØiÑe aÒd eÚeÒØÙaÐÐÝ Øhe ×hÓck ÛaÚe fade×
ÓÙØ ÐeadiÒg ØÓ a hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØeadÝ ×ØaØe iÒ Øhe ÐiÑiØ Ø ! ½º Äeibig [54]
ha× ×ØÙdied hÓÛ a ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf ×ØeÔ× iÒ Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe
eÚÓÐÚe× ÛiØh ØiÑe iÒ Øhi× ØheÓÖÝº ÆÓ ØÖaÆc jaÑ fÓÖÑ× ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ fÖÓÑ a
×ØaØe Óf ÙÒifÓÖÑ deÒ×iØÝ aØ Øhi× ÐeÚeÐ Óf ×ÓÔhi×ØicaØiÓÒ Óf Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ
aÔÔÖÓachº

4º4 ÆaÚieÖ¹ËØÓke×¹Ðike ÑÓÑeÒØÙÑ eÕÙaØiÓÒ aÒd cÓÒ×eÕÙeÒce×

CÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ´9µ Ûe caÒ ÛÖiØe a ÚeÐÓciØÝ eÕÙaØiÓÒ

Ú´Ü; Øµ = Ú´c´Ü; Øµµ  D

c

@c´Ü; Øµ

@Ü
´½5µ
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ÛheÖe Ú´cµ = j´c´Ü;Øµµ
c´Ü;Øµ

º ÁÒ Øhe kiÒeÑaØic aÔÔÖÓach di×cÙ××ed ×Ó faÖ iÒ Øhe ÔÖeced¹
iÒg ×Ùb×ecØiÓÒ× iØ i× iÑÔÐiciØÐÝ a××ÙÑed ØhaØ¸ fÓÐÐÓÛiÒg aÒÝ chaÒge iÒ Øhe ÐÓcaÐ
deÒ×iØÝ ´aÒd deÒ×iØÝ gÖadieÒØµ i× fÓÐÐÓÛed bÝ aÒ iÑÑediaØe Öe×ÔÓÒ×e ´ÛiØhÓÙØ
deÐaÝµ Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ ¬eÐdº FÓÖ a ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ¸ Øhe ÐÓcaÐ ×Ôeed
×hÓÙÐd be aÐÐÓÛed ØÓ ÖeÐaÜ afØeÖ a ÒÓÒ¹ÞeÖÓ deÐaÝ ØiÑe Ødº ËÓ¸ iØ ×eeÑ× ÒaØÙÖaÐ
ØÓ ØÖeaØ Øhe ÖighØ haÒd ×ide iÒ ´½5µ a× a de×iÖed ÐÓcaÐ ÚeÐÓciØÝ aØ Ü aÒd ÛÖiØe
Øhe ØÓØaÐ deÖiÚaØiÚe dÚ=dØ Óf Ú ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ ØiÑe a× [55ß58]

c
@Ú

@Ø
· Ú

@Ú

@Ü
=

c

Ød

"
Ú×afe´cµ  Ú

#
 D

@c´Ü; Øµ

@Ü
´½6µ

ÛheÖe Øhe fÙÒcØiÓÒ Ú×afe´cµ i× ideÒØicaÐ ØÓ Ú´cµº ÆÓØe ØhaØ Ú×afe´cµ i× a ÑÓÒÓ¹
ØÓÒicaÐÐÝ decÖea×iÒg fÙÒcØiÓÒ Óf c¸ iºe¸ dÚ×afe=dc < ¼º EÕÙaØiÓÒ ´½6µ i× aÒ
addiØiÓÒaÐ dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ de×cÖibiÒg Øhe ØiÑe¹deÔeÒdeÒce Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ
Ú´Ü; Øµº

ÆÓÛ ÐeØ Ù× iÒØeÖÔÖeØ Øhe ØÛÓ ØeÖÑ× ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf ´½6µº Ìhe Ôhe¹
ÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ fÙÒcØiÓÒ Ú×afe´cµ giÚe× Øhe ×afe ×Ôeed¸ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe Úe¹
hicÐe deÒ×iØÝ c¸ ØhaØ i× achieÚed iÒ ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ aÒd hÓÑÓgeÒeÓÙ× ØÖaÆc
ÓÛ aÒd Ød i× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg aÚeÖage ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑeº ÆeÜØ¸ ÒÓØe ØhaØ Øhe
ØeÖÑ D @c´Ü;Øµ

@Ü
Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe ÒaØÙÖaÐ ØeÒdeÒcÝ Óf Øhe dÖiÚeÖ× ØÓ acceÐeÖ¹

aØe ´deceÐeÖaØeµ if Øhe deÒ×iØÝ gÖadieÒØ i× ÒegaØiÚe ´ÔÓ×iØiÚeµ¸ iºeº if Øhe deÒ×iØÝ
iÒ fÖÓÒØ becÓÑe× ×ÑaÐÐeÖ ´ÐaÖgeÖµ; ØheÖefÓÖe¸ iØ caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× ÔÖÓÔÓÖ¹
ØiÓÒaÐ ØÓ Øhe ÔÖe××ÙÖe gÖadieÒØ iÒ Øhe Ùid de×cÖibiÒg ØÖaÆcº ÁÒ addiØiÓÒ ØÓ
Øhe×e ØeÖÑ×¸ aÒÓØheÖ ØeÖÑ ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ @¾Ú

@Ü¾ i× aÐ×Ó added ØÓ Øhe ÖighØ haÒd
×ide Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ eÕÙaØiÓÒ; Øhi× ØeÒd× ØÓ ÖedÙce ×ÔaØiaÐ iÒhÓÑÓgeÒeiØie× Óf
Øhe ÚeÐÓciØÝ ¬eÐd aÒd i× Ù×ÙaÐÐÝ iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe Úi×cÓÙ×
di××iÔaØiÓÒ ØeÖÑ iÒ Øhe ÆaÚieÖ¹ËØÓke× eÕÙaØiÓÒº

ÌhÙ×¸ ¬ÒaÐÐÝ̧ iÒ Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ aÔÔÖÓach¸ a cÓÑÔÐeØe ÑaØheÑaØicaÐ de¹
×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc ÓÒ highÛaÝ× i× ÔÖÓÚided bÝ ØÛÓ eÕÙaØiÓÒ×¸
ÒaÑeÐÝ̧ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ´¾µ aÒd Øhe ÆaÚieÖ¹ËØÓke×¹Ðike ÚeÐÓciØÝ
eÕÙaØiÓÒ [59ß6¾]
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ÛheÖe D;  aÒd Ød aÖe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ cÓÒ×ØaÒØ×º

4º5 FÐÙid¹dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖie× fÓÖ ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ× aÒd ciØÝ ØÖaÆc

ÇÒe caÒ de×cÖibe Øhe ØÖaÆc ÓÒ ØÛÓ¹ÐaÒe highÛaÝ× [6¿] bÝ ØÛÓ eÕÙaØiÓÒ× each
Óf Øhe ×aÑe fÓÖÑ ´¾µ aÒd ÛheÖe Øhe ×ÓÙÖce ØeÖÑ iÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ fÓÖ ÐaÒe ½ ´ÐaÒe
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¾µ Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe ÚehicÐe× Ûhich eÒØeÖ iÒØÓ iØ fÖÓÑ Øhe ÐaÒe ¾ ´ÐaÒe ½µ
ÛhiÐe Øhe ×iÒk ØeÖÑ Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ ØhÓ×e ÚehicÐe× eÒØeÖiÒg Øhe ÐaÒe ¾ ´ÐaÒe
½µ fÖÓÑ Øhe ÐaÒe ½ ´ÐaÒe ¾µº

A ÐaØØice hÝdÖÓdÝÒaÑic ØheÓÖÝ fÓÖ ciØÝ ØÖaÆc ha× beeÒ fÓÖÑÙÐaØed ÖeceÒØÐÝ
[64]º Ìhi× Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ÑÓdeÐ i× ÑÓØiÚaØed bÝ Øhe CA ÑÓdeÐ¸ deÚeÐÓÔed bÝ
BihaÑ eØ aÐº [¾½]¸ Ûhich ÛiÐÐ be di×cÙ××ed iÒ deØaiÐ ÐaØeÖ iÒ Øhi× ÖeÚieÛº ÁÒ×Øead
Óf geÒeÖaÐiÞiÒg Øhe ÆaÚieÖ¹ËØÓke× eÕÙaØiÓÒ ´½7µ a ×iÑÔÐeÖ fÓÖÑ Óf Øhe ÚeÐÓciØÝ
eÕÙaØiÓÒ ha× beeÒ a××ÙÑedº

4º6 ËÓÑe ÖeceÒØ Öe×ÙÐØ× Óf Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖie× aÒd ØheiÖ ÔhÝ×icaÐ
iÑÔÐicaØiÓÒ×

Ìhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ÑÓdeÐ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc ha× beeÒ ×ØÙdied ÒÙÑeÖicaÐÐÝ
bÝ di×cÖeØiÞiÒg Øhe ÔaÖØiaÐ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× ´¾µ aÒd ´½7µ ØÓgeØheÖ ÛiØh
aÔÔÖÓÔÖiaØe iÒiØiaÐ aÒd bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º BÓØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒ¹
diØiÓÒ× aÒd ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× ÛiØh ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ eÜØeÖÒaÐ ÙÜ
«¼

i ´Øµ = ¬¼
i ´Øµ =  haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖedº

Figº 9º ÌiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf a deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe iÒ Øhe Ã�ÙhÒe¹ÃeÖÒeÖ¹ÃÓÒh�aÙ×eÖ ÑÓdeÐ
[57ß59] cÓÒ×i×ØiÒg Óf eÕÙaØiÓÒ× ´¾µ aÒd ´½7µ ÛiØh a ×ÔeciaÐ chÓice Óf Ú×afe´cµº ÁÒiØiaÐÐÝ
aÒ aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ cÓÒ×ØaÒØ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe i× a××ÙÑedº Ìhe ¬gÙÖe ×hÓÛ× ØhaØ Øhe
hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe i× ÒÓØ ×ØabÐe¸ aÐÖeadÝ fÓÖ ×ÑaÐÐ deÚiaØiÓÒ× fÖÓÑ a aØ ÔÖÓ¬Ðe
´fÖÓÑ [½¿]µº

ÁÒ Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖÝ̧ ba×ed ÓÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ´¾µ aÒd Øhe
ÆaÚieÖ¹ËØÓke×¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´½7µ ØÖaÆc jaÑ× caÒ aÔÔeaÖ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ¸ eÚeÒ
if Øhe iÒiØiaÐ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe c´Ü; ¼µ deÚiaØe× ÚeÖÝ ÐiØØÐe fÖÓÑ Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ×
×ØaØe ´¬gº 9µº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe ÔhÝ×icaÐ ÑechaÒi×Ñ Óf Øhe fÓÖÑa¹
ØiÓÒ Óf ÐÓcaÐ cÐÙ×ØeÖ Óf ÚehicÐe×¸ ÐeØ Ù× cÓÒ×ideÖ a ÐÓcaÐ iÒcÖea×e Óf Øhe deÒ×iØÝ
¡c´Üµ > ¼ aØ ×ÓÑe ÐÓcaØiÓÒ Üº ËiÒce dÚ×afe=dc < ¼¸ Øhe ÐÓcaÐ iÒcÖea×e Óf Øhe
deÒ×iØÝ Ðead× ØÓ a decÖea×e Óf Ú×afeº Ìhi× decÖea×e iÒ Øhe ×afe ÚeÐÓciØÝ fÓÖce×
dÖiÚeÖ× ØÓ ÖedÙce ØheiÖ aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ Ú ×haÖÔÐÝ if jdÚ×afe=dcj i× ÐaÖge eÒÓÙghº
ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ iØ fÓÐÐÓÛ× fÖÓÑ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ØhaØ Øhe ÐÓcaÐ

¾7



decÖea×e Óf Ú giÚe× Öi×e ØÓ fÙÖØheÖ iÒcÖea×e Óf c aÖÓÙÒd Ü aÒd¸ cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧
fÙÖØheÖ ×Ùb×eÕÙeÒØ decÖea×e Óf Ú´Üµ iÒ Øhi× ÐÓcaØiÓÒº Ìhi× aÚaÐaÒche¹Ðike ÔÖÓ¹
ce××¸ Ûhich ØeÒd× ØÓ iÒcÖea×e Øhe aÑÔÐiØÙde Óf Øhe ÐÓcaÐ ÙcØÙaØiÓÒ Óf Øhe
deÒ×iØÝ aÖÓÙÒd Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe¸ cÓÑÔeØe× agaiÒ×Ø ÓØheÖ ÔÖÓce××e×¸ Ðike
di«Ù×iÓÒ aÒd Úi×cÓÙ× di××iÔaØiÓÒ¸ Ûhich ØeÒd ØÓ decÖea×e iÒhÓÑÓgeÒeiØie×º

ÌÓ ÓÙÖ kÒÓÛÐedge¸ Øhe ¬Ö×Ø aØØeÑÔØ ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe ÔhÝ×icaÐ ÑechaÒi×Ñ
Óf ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc ÛiØhiÒ Øhe fÖaÑeÛÓÖk Óf Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ fÓÖÑaÐi×Ñ
Ûa× Ñade bÝ Äee eØ aÐº [6¾] 7 º ÇÒ a ¬ÒiØe ×ØÖeØch Óf highÛaÝ̧ Óf ÐeÒgØh Ä¸ ØheÝ
iÒ×ØaÐÐed aÒ ÓÒ¹ÖaÑÔ aÒd aÒ Ó«¹ÖaÑÔ ÓÒ Øhe ÑÓdeÐ highÛaÝ ÛiØh a ×eÔaÖaØiÓÒ
Óf Ä=¾ beØÛeeÒ ØheÑº ÌheÝ chÓ×e Øhe ×ÔaØiaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe eÜØeÖÒaÐ ÙÜ
´Üµ iÒ eÕÙaØiÓÒ ´¿µ a×

´Üµ = ´¾¾µ ½=¾ eÜÔ´ Ü¾=¾¾µ ´½8µ

ÛiØh  = 56:7Ñº ÌheÝ aÐ×Ó a××ÙÑed Øhe fÓÖÑ Ú×afe´cµ = Ú¼´½   c=ĉµ=[½ ·
E´c=ĉµ] fÓÖ Øhe ×afe ÚeÐÓciØÝ ÛiØh adjÙ×ØabÐe ÔaÖaÑeØeÖ× Ú¼; E; ; ĉº Äee eØ aÐº
[6¾] ¬Ö×Ø aÐÐÓÛed Øhe ×Ý×ØeÑ ØÓ Öeach Øhe ×ØeadÝ ×ØaØe afØeÖ aÔÔÐÝiÒg a Ûeak
ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ ÙÜ «¼

i ´Øµ = ¬¼
i ´Øµ =  aÒd ×iÑÙÐaØiÒg Øhe ØiÑe¹eÚÓÐÙØiÓÒ

Óf Øhe ØÖaÆc bÝ ×ÓÐÚiÒg ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ ´¾µ aÒd
Øhe ÆaÚieÖ¹ËØÓke×¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´½7µ ÛiØh a ×Ôeci¬c ×eØ Óf chÓ×eÒ ÚaÐÙe× fÓÖ
Øhe ÔaÖaÑeØeÖ× Ød; D; ; Ú¼; E; ; ĉ¸ eØcº ËiÒce ØheÝ chÓ×e  < c¸ aÒ iÒiØiaÐÐÝ
hÓÑÓgeÒeÓÙ× ØÖaÆc Öeache× a ×ØeadÝ "fÖee¹ÓÛ" ÛheÖe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ÖegiÓÒ×
ÛiØh di«eÖeÒØ deÒ×iØie× aÖe ×eÔaÖaØed fÖÓÑ each ÓØheÖ bÝ ÒaÖÖÓÛ "ØÖaÒ×iØiÓÒ
ÐaÝeÖ×" ÒeaÖ Øhe ÖaÑÔ× ´ ÒÓ ×ØabÐe "fÖee¹ÓÛ" eÜi×Ø× if   cµº ÌheÒ¸ ØheÝ
aÔÔÐied a ÔÙÐ×e Óf addiØiÓÒaÐ ÙÜ ÆÕ aØ Øhe ÓÒ¹ÖaÑÔ fÓÖ a ×hÓÖØ dÙÖaØiÓÒ ÆØº
AfØeÖ a ØÖaÒ×ieÒØ ÔeÖiÓd¸ Ûhich deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ× Óf Øhe ÑÓdeÐ¸ Øhe
×Ý×ØeÑ Ûa× fÓÙÒd ØÓ ×eØØÐe iÒ a ÐiÑiØ cÝcÐe iÒ Ûhich Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ aÒd ÐÓcaÐ
ÙÜ Ó×ciÐÐaØe ÔeÖiÓdicaÐÐÝ aÒd Øhe Ó×ciÐÐaØiÓÒ× aÖe ÐÓcaÐiÞed ÒeaÖ Øhe ÓÒ¹ÖaÑÔº
Ìhe di×cÓÒØiÒÙÓÙ× chaÒge Óf Øhe ×ÔaØiÓ¹ØeÑÔÓÖaÐÐÝ aÚeÖaged ÚeÐÓciØÝ iÒdÙced
bÝ Øhe ÐÓcaÐiÞed ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ× Óf ¬ÒiØe aÑÔÐiØÙde¸ a××ÓciaØed hÝ×ØeÖe×i× e«ecØ×
aÒd Øhe ×ØabiÐiØÝ Óf Øhe ÐiÑiØ cÝcÐe ÛeÖe fÓÙÒd ØÓ be ÕÙaÐiØaØiÚeÐÝ ×iÑiÐaÖ ØÓ
×ÓÑe Óf Øhe eÑÔiÖicaÐÐÝ Ób×eÖÚed chaÖacØeÖi×Øic× Óf ×ÝÒchÖÓÒiÞed ÓÛ iÒ ÖeaÐ
ØÖaÆc; ØheÖefÓÖe¸ Äee eØ aÐº [6¾] ideÒØi¬ed Øhe ÐiÑiØ cÝcÐe Ób×eÖÚed iÒ ØheiÖ
ØheÓÖeØicaÐ iÒÚe×ØigaØiÓÒ a× Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº ÌheÝ
dÖeÛ aÒaÐÓgÝ beØÛeeÒ Øhi× ×ØaØe aÒd a "×eÐf¹eÜciØed Ó×ciÐÐaØÓÖ" [6¾]º ÀÓÛeÚeÖ¸
Øhi× ÑechaÒi×Ñ Óf Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ×ØaØe i× ÒÓØ ÝeØ acceÔØed a× Øhe ØÖÙe aÒd
ÓÒÐÝ ÔÓ××ibÐe eÜÔÐaÒaØiÓÒ Óf Øhe ÔheÒÓÑeÒa a××ÓciaØed ÛiØh Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed
×ØaØe Ób×eÖÚed eÑÔiÖicaÐÐÝº

ÅeaÒÛhiÐe ×iÑiÐaÖ Öe×ÙÐØ× haÚe beeÒ ÓbØaiÒed fÓÖ a ga×¹kiÒeØic ba×ed ØÖaÆc
ÑÓdeÐ [66]¸ aÐ×Ó Ù×iÒg ÓÒ¹ aÒd Ó«¹ÖaÑÔ× iÒ ÓÖdeÖ ØÓ eÜÔÐaiÒ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ
fÖee¹ÓÛ ØÓ ×ÝÒchÖÓÒi×ed ×ØaØe×º Ìhi× ÛÓÖk Ûa× cÓÑÔÐeØed iÒ a ÖeceÒØ ÔaÔeÖ¸

7 A bÖief ×ÙÑÑaÖÝ Óf ØhaØ ÛÓÖk caÒ be fÓÙÒd iÒ [65]º
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ÛheÖe a Ôha×e diagÖaÑ Ûa× caÐcÙÐaØed¸ Ûhich deÔeÒdeÒd× ÓÒ Øhe ÓÒ¹ÖaÑÔ ac¹
ØiÚiØÝ aÒd Øhe ÓÛ ÓÒ Øhe highÛaÝ [67]º ËÙÑÑaÖi×iÒg Øhe ÖeceÒØ Öe×ÙÐØ× Óf Øhe
ÑacÖÓ×cÓÔic ØÖaÆc ÑÓdeÐ×¸ ØheÖe ×eeÑ× ØÓ be eÚideÒce ØhaØ ÓÒ¹aÒd Ó«¹ÖaÑÔ×
ÔÐaÝ aÒ iÑÔÓÖØaÒØ ÖÓÐe fÓÖ a ØheÓÖeØicaÐ eÜÔÐaÒaØiÓÒ Óf ×ÝÒchÖÓÒi×ed ØÖaÆcº
ÆeÚeÖØheÐe×× ×ÓÑe eÜÔeÖiÑeÒØaÐ feaØÙÖe× aÖe ×ØiÐÐ ÒÓØ caÔØÙÖed bÝ Øhe×e aÔ¹
ÔÖÓache×º Eºgº Øhe eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ× ×hÓÛ ØhaØ fÓÖ ×ÝÒchÓÒi×ed ØÖaÆc Óf ØÝÔe
´iiiµ ÒÓ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ deÒ×iØÝ aÒd ÓÛ eÜi×Ø [4½]¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe Öeg¹
ÙÐaÖ ÔaØØeÖÒ× Óf Øhe Ó×ciÐÐaØiÒg ×ØaØe× fÓÙÒd iÒ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic
ÑÓdeÐ×º

De×ÔiØe iØ× ×Ùcce×× iÒ caÔØÙÖiÒg ÑaÒÝ a×ÔecØ× Óf ØÖaÆc ÓÛ Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ
aÔÔÖÓach ha× iØ× ÐiÑiØaØiÓÒ×; fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Úi×cÓ×iØÝ Óf ØÖaÆc i× ÒÓØ a diÖecØÐÝ
Ñea×ÙÖabÐe ÕÙaÒØiØÝº ÆeÚeÖØheÐe××¸ Øhe Ùid dÝÒaÑicaÐ aÔÔÖÓach i× beiÒg ÔÙÖ¹
×Ùed ÒÓØ ÓÒÐÝ bÝ ×ÓÑe ÔhÝ×ici×Ø× bÙØ aÐ×Ó bÝ ×eÚeÖaÐ ÑeÑbeÖ× Óf Øhe ØÖaÆc
eÒgiÒeeÖiÒg cÓÑÑÙÒiØÝ [68¸69]º

5 ÃiÒeØic ØheÓÖie× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc

ÁÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ̧ ØÖaÆc i× ØÖeaØed a× a ga× Óf iÒØeÖacØiÒg ÔaÖØicÐe× ÛheÖe
each ÔaÖØicÐe ÖeÔÖe×eÒØ× a ÚehicÐeº Ìhe ÚaÖiÓÙ× di«eÖeÒØ ÚeÖ×iÓÒ× Óf Øhe kiÒeØic
ØheÓÖÝ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc [½¾¸7¼ß76] haÚe beeÒ deÚeÐÓÔed bÝ ÑÓdifÝiÒg Øhe
kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ga×e×º

ÊecaÐÐ ØhaØ iÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ga×e× [77] f´~Ö; ~Ô; Øµd¿Öd¿Ô deÒÓØe× Øhe ÒÙÑ¹
beÖ Óf ÑÓÐecÙÐe× Ûhich¸ aØ ØiÑe Ø¸ haÚe ÔÓ×iØiÓÒ× ÐÝiÒg ÛiØhiÒ a ÚÓÐÙÑe eÐe¹
ÑeÒØ d¿Ö abÓÙØ ~Ö aÒd ÑÓÑeÒØa ÐÝiÒg ÛiØhiÒ Øhe ÑÓÑeÒØÙÑ¹×Ôace eÐeÑeÒØ
d¿Ô abÓÙØ ~Ôº Ìhe BÓÐØÞÑaÒÒ eÕÙaØiÓÒ¸ Ûhich de×cÖibe× Øhe ØiÑe¹eÚÓÐÙØiÓÒ Óf
Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ f´Ü; Ú; Øµ¸ i× giÚeÒ bÝ

"
@f

@Ø
·

~Ô

Ñ
¡ ÖÖ · ~F ¡ ÖÔ

#
f´~Ö; ~Ô; Øµ =

 
@f

@Ø

!
cÓÐÐ

´½9µ

ÛheÖe Øhe ×ÝÑbÓÐ× ÖÖ aÒd ÖÔ deÒÓØe gÖadieÒØ ÓÔeÖaØÓÖ× ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ ~Ö aÒd

~Ô¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ÛhiÐe ~F i× Øhe eÜØeÖÒaÐ fÓÖceº Ìhe ØeÖÑ


@f
@Ø


cÓÐÐ

ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe

ÖaØe Óf chaÒge Óf f ¸ ÛiØh ØiÑe¸ Ûhich i× caÙ×ed bÝ Øhe ÑÙØÙaÐ cÓÐÐi×iÓÒ× Óf Øhe
ÑÓÐecÙÐe×º

ÁÒ Øhe ¬Ö×Ø Óf Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ØÛÓ ×Ùb×ecØiÓÒ× Ûe ÔÖe×eÒØ Øhe eaÖÐie×Ø ÚeÖ×iÓÒ Óf
Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc Ûhich Ûa× iÒØÖÓdÙced bÝ ÈÖigÓgiÒe aÒd
cÓÛÓÖkeÖ× [7¼¸½¾] bÝ ÑÓdifÝiÒg ×ÓÑe Óf Øhe keÝ cÓÒceÔØ× iÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf
ga×e× aÒd bÝ ÛÖiØiÒg dÓÛÒ aÒ eÕÙaØiÓÒ aÒaÐÓgÓÙ× ØÓ Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ eÕÙaØiÓÒ
´½9µº ÁÒ Øhe ×Ùb×eÕÙeÒØ ×Ùb×ecØiÓÒ Ûe di×cÙ×× Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ deÚeÐÓÔed
ÐaØeÖ bÝ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa [7½] ØÓ cÙÖe Øhe defecØ× fÖÓÑ Ûhich Øhe ÈÖigÓgiÒe
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ØheÓÖÝ Ûa× fÓÙÒd ØÓ ×Ù«eÖº

5º½ ÈÖigÓgiÒe ÑÓdeÐ

ËÙÔÔÓ×e f´Ü; Ú; ØµdÜdÚ deÒÓØe× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe×¸ aØ ØiÑe Ø¸ beØÛeeÒ Ü
aÒd Ü · dÜ¸ haÚiÒg acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ beØÛeeÒ Ú aÒd Ú · dÚº ÁÒ addiØiÓÒ¸ ÈÖi¹
gÓgiÒe aÒd cÓÛÓÖkeÖ× [7¼¸½¾] iÒØÖÓdÙced a de×iÖed di×ØÖibÙØiÓÒ fde×´Ü; Úµ Ûhich
i× a ÑaØheÑaØicaÐ ideaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe gÓaÐ× ØhaØ Øhe ÔÓÔÙÐaØiÓÒ Óf Øhe dÖiÚeÖ×
cÓÐÐecØiÚeÐÝ ×ØÖiÚe× ØÓ achieÚeº Ìhe acØÙaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ ÑaÝ deÚiaØe fÖÓÑ Øhe de¹
×iÖed di×ØÖibÙØiÓÒ becaÙ×e Óf ÚaÖiÓÙ× ÔÓ××ibÐe iÒÙeÒce×¸ eºgº¸ ÖÓad cÓÒdiØiÓÒ×¸
ÛeaØheÖ cÓÒdiØiÓÒ× ÓÖ iÒØeÖacØiÓÒ ÛiØh ÓØheÖ ÚehicÐe×¸ eØcº ÌheÝ aÐ×Ó aÖgÙed
ØhaØ ×ÓÑe Óf Øhe×e iÒÙeÒce× cea×e afØeÖ ×ÓÑe ØiÑe ÛhiÐe Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× ÛiØh
Øhe ÓØheÖ ÚehicÐe× ÔeÖ×i×Ø fÓÖ eÚeÖº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ÓÒÐÝ a ×hÓÖØ ×ØÖeØch Óf Øhe
ÖÓad ×ÙÖface ÑaÝ be icÝ aÒd ×ØÖÓÒg ÛiÒd× ÓÖ ÖaiÒ ÑaÝ ×ØÓÔ afØeÖ a ×hÓÖØ dÙÖa¹
ØiÓÒ; iÒ ×Ùch ×iØÙaØiÓÒ× f caÒ ÖeÐaÜ ØÓ fde× ÓÚeÖ a ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe ÖeÐ ÔÖÓÚided
ÑÙØÙaÐ iÒØeÖacØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× i× ÒegÐigibÐÝ ×ÑaÐÐº ÇÒ Øhe ba×i× Óf Øhe×e
aÖgÙÑeÒØ×¸ ÈÖigÓgiÒe aÒd cÓÛÓÖkeÖ× [7¼¸½¾] ×Ùgge×Øed ØhaØ Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe
BÓÐØÞÑaÒÒ eÕÙaØiÓÒ fÓÖ Øhe ØÖaÆc ×hÓÙÐd haÚe Øhe fÓÖÑ
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@Ø
· Ú

@f

@Ü
=

 
@f

@Ø

!
ÖeÐ

·

 
@f

@Ø

!
iÒØ

´¾¼µ

ÛheÖe


@f
@Ø


ÖeÐ

accÓÙÒØ× fÓÖ Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ Óf f ØÓÛaÖd× fde× iÒ Øhe ab×eÒce Óf

ÑÙØÙaÐ iÒØeÖacØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÛhiÐe


@f
@Ø


iÒØ

accÓÙÒØ× fÓÖ Øhe chaÒge× Óf

f aÖi×iÒg fÖÓÑ ÑÙØÙaÐ iÒØeÖacØiÓÒ× aÑÓÒg Øhe ÚehicÐe×º ÆÓØe ØhaØ Øhe ØeÖÑ
@f
@Ø


iÒØ

ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf ´¾¼µ ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe aÒaÐÓgÙe Óf

Øhe ØeÖÑ


@f
@Ø


cÓÐÐ

iÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½9µ ÛheÖea× Øhe ØeÖÑ


@f
@Ø


ÖeÐ

iÒ eÕÙaØiÓÒ

´¾¼µ ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe cÓÙÒØeÖÔaÖØ Óf Øhe ØeÖÑ ~F ¡ ÖÔf´~Ö; ~Ô; Øµ iÒ Øhe
eÕÙaØiÓÒ ´½9µº

ÈÖigÓgiÒe aÒd cÓÛÓÖkeÖ× ÛÖÓØe dÓÛÒ aÒ eÜÔÐiciØ fÓÖÑ fÓÖ Øhe ØeÖÑ


@f
@Ø


iÒØ

bÝ

geÒeÖaÐiÞiÒg ØhaØ fÓÖ Øhe ØeÖÑ


@f
@Ø


cÓÐÐ

iÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ga×e×º Ïe ×haÐÐ

cÓÒ×ideÖ Øhi× ØeÖÑ iÒ Øhe ÒeÜØ ×Ùb×ecØiÓÒº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÛÖiØe dÓÛÒ a ×iÑÔÐe
eÜÔÐiciØ fÓÖÑ Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØeÖÑ iÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¾¼µ ØheÝ a××ÙÑed ØhaØ
´iµ Øhe cÓÐÐecØiÚe ÖeÐaÜaØiÓÒ¸ Ûhich ÛÓÙÐd caÙ×e Øhe acØÙaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ ØÓ ØeÒd
ØÓÛaÖd× Øhe de×iÖed di×ØÖibÙØiÓÒ¸ iÒÚÓÐÚe× ÓÒÐÝ a ×iÒgÐe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe ÖeÐ ×Ó
ØhaØ  

@f

@Ø

!
ÖeÐ

=  f   fde×

ÖeÐ
´¾½µ

aÒd
´iiµ Øhe de×iÖed ×Ôeed di×ØÖibÙØiÓÒ Fde×´Úµ ÖeÑaiÒ× iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe ÐÓcaÐ

¿¼



cÓÒceÒØÖaØiÓÒ c´Ü; Øµ ×Ó ØhaØ

fde×´Ü; Ú; Øµ = c´Ü; ØµFde×´Úµ ´¾¾µ

ÌheÖefÓÖe¸ a ÑÓÖe eÜÔÐiciØ fÓÖÑ Óf Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´¾¼µ iÒ Øhe
ÈÖigÓgiÒe ØheÓÖÝ i× giÚeÒ bÝ

@f

@Ø
· Ú

@f

@Ü
=  f´Ü; Ú; Øµ  c´Ü; ØµFde×´Úµ

ÖeÐ

·

 
@f

@Ø

!
iÒØ

´¾¿µ

ÆÓØe ØhaØ¸ iÒ Øhe ab×eÒce Óf ÑÙØÙaÐ iÒØeÖacØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe×¸ Øhe di×ØÖi¹
bÙØiÓÒ f´Ü; Ú; Øµ ÛÓÙÐd ÖeÐaÜ eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ ÛiØh ØiÑeº Ìhe cÓÒceÔØ Óf de×iÖed
di×ØÖibÙØiÓÒ fde×´Ü; Ú; Øµ aÒd Øhi× ×ceÒaÖiÓ Óf cÓÐÐecØiÚe ÖeÐaÜaØiÓÒ Óf f ØÓÛaÖd×
fde× ha× ×Ùb×eÕÙeÒØÐÝ cÓÑe ÙÒdeÖ ×eÚeÖe cÖiØici×Ñ [7½]º AÒaÐÝÞiÒg a ×eØ Óf
"ideaÐ eÜÔeÖiÑeÒØ×" iÒ Øhe ÐighØ Óf Øhe ÈÖigÓgiÒe ØheÓÖÝ̧ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa [7½]
×hÓÛed ØhaØ Øhe Öe×ÙÐØ× ÓbØaiÒed fÖÓÑ Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´¾¿µ aÖe
ÔhÝ×icaÐÐÝ ÙÒ×aØi×facØÓÖÝº

ÅÓÖe ÖeceÒØÐÝ̧ ÄehÑaÒÒ [7¾] ha× aØØeÑÔØed ØÓ ÖeÚiÚe Øhe ÈÖigÓgiÒe aÔÔÖÓach
bÝ ÖefÓÖÑÙÐaØiÒg iØ a× a ×eÑi¹ ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ØheÓÖÝ ÛheÖe Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ
f´Ü; Ú; Øµ i× a××ÙÑed ØÓ fÓÐÐÓÛ Øhe ×iÑÔÐeÖ fÓÖÑ

@f

@Ø
· Ú

@f

@Ü
=  f   fde×´Ú; cµ

ÖeÐ

´¾4µ

aÒd Øhe e«ecØ× Óf Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× aÖe ØakeÒ iÒØÓ accÓÙÒØ iÑÔÐiciØÐÝ ØhÖÓÙgh a
deÒ×iØÝ¹deÔeÒdeÒØ de×iÖed di×ØÖibÙØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ fde×´Ú; cµ Ûhich ha× ØÓ deØeÖ¹
ÑiÒed eÑÔiÖicaÐÐÝº

5º¾ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa ÑÓdeÐ

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÖeÑÓÚe Øhe cÓÒceÔØÙaÐ a× ÛeÐÐ a× ÑaØheÑaØicaÐ dÖaÛback× Óf Øhe
ÈÖigÓgiÒe ÑÓdeÐ Óf Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa [7½]
aÖgÙed ØhaØ each ÚehicÐe¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ÑÓÐecÙÐe× iÒ a ga×¸ ha× a de×iÖed
ÚeÐÓciØÝ ØÓÛaÖd× Ûhich iØ× acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ ØeÒd× ØÓ "ÖeÐaÜ" iÒ Øhe ab×eÒce Óf
"iÒØeÖacØiÓÒ" ÛiØh ÓØheÖ ÚehicÐe×º ÌhÙ×¸ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa ÑÓdeÐ i× ba×ed ÓÒ a
×ceÒaÖiÓ Óf ÖeÐaÜaØiÓÒ Óf Øhe ÚeÐÓciØie× Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× ÖaØheÖ ØhaÒ a
cÓÐÐecØiÚe ÖeÐaÜaØiÓÒ Óf Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe ÚeÐÓciØie×º

ÁÒ ÑaØheÑaØicaÐ ÐaÒgÙage¸ ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa iÒØÖÓdÙced aÒ addiØiÓÒaÐ Ôha×e¹
×Ôace cÓÓÖdiÒaØe¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe de×iÖed ÚeÐÓciØÝº ËÙÔÔÓ×e¸ g´Ü; Ú; Úde×; ØµdÜdÚdÚde×

deÒÓØe× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× aØ ØiÑe Ø beØÛeeÒ Ü aÒd Ü · dÜ¸ haÚiÒg acØÙaÐ
ÚeÐÓciØÝ beØÛeeÒ Ú aÒd Ú·dÚ aÒd de×iÖed ÚeÐÓciØÝ beØÛeeÒ Úde× aÒd Úde×·dÚde×º
Ìhe ÓÒe¹ÚehicÐe acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ

¿½



f´Ü; Ú; Øµ =
Z

dÚde×g´Ü; Ú; Úde×; Øµ ´¾5µ

de×cÖibe× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf ¬ÒdiÒg a ÚehicÐe beØÛeeÒ Ü aÒd Ü · dÜ haÚiÒg
acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ beØÛeeÒ Ú aÒd Ú · dÚ aØ ØiÑe Øº ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe ÓÒe¹ÚehicÐe
de×iÖed ÚeÐÓciØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ

f¼´Ü; Úde×; Øµ =
Z

dÚg´Ü; Ú; Úde×; Øµ ´¾6µ

de×cÖibe× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf ¬ÒdiÒg a ÚehicÐe beØÛeeÒ Ü aÒd Ü · dÜ haÚiÒg
de×iÖed ÚeÐÓciØÝ beØÛeeÒ Úde× aÒd Úde× ·dÚde×º Ìhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×
c´Ü; Øµ aØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ Ü aØ ØiÑe Ø caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ

c´Ü; Øµ =
Z ½

¼
dÚde×

Z ½
¼

dÚg´Ü; Ú; Úde×; Øµ:

ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg aÚeÖage acØÙaÐ ×Ôeed hÚ´Ü; Øµi aÒd Øhe aÚeÖage
de×iÖed ×Ôeed hÚde×´Ü; Øµi aÖe de¬Òed a×

hÚ´Ü; Øµi =
Ê½

¼ dÚde×

Ê½
¼ dÚÚg´Ü; Ú; Úde×; Øµ

c´Ü; Øµ
:

hÚde×´Ü; Øµi =
Ê½

¼ dÚde×

Ê½
¼ dÚÚde×g´Ü; Ú; Úde×; Øµ

c´Ü; Øµ
:

FiÒaÐÐÝ̧ Øhe ÐÓcaÐ ÙÜ Â´Ü; Øµ i× de¬Òed a× Â´Ü; Øµ = c´Ü; ØµhÚ´Ü; Øµiº

ÆÓÛ ÐeØ Ù× a××ÙÑe ØhaØ Øhe de×iÖed ÚeÐÓciØÝ Óf each iÒdiÚidÙaÐ dÖiÚeÖ i× iÒ¹
deÔeÒdeÒØ Óf ØiÑe¸ iºeº¸ dÚde×=dØ = ¼º Çf cÓÙÖ×e¸ Øhe dÖiÚeÖ× ÑaÝ aÐ×Ó adaÔØ
ØÓ Øhe chaÒgiÒg ØÖaÆc eÒÚiÖÓÒÑeÒØ aÒd ØheiÖ de×iÖed ÚeÐÓciØie× ÑaÝ chaÒge
accÓÖdiÒgÐÝº ÁÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Øhe×e feaØÙÖe× caÒ be iÒcÓÖÔÓÖaØed iÒØÓ Øhe kiÒeØic
ØheÓÖÝ aØ Øhe cÓ×Ø Óf iÒcÖea×iÒg cÓÑÔÐeÜiØÝ Óf Øhe fÓÖÑaÐi×Ñº

ÆeÜØ¸ ÐeØ Ù× aÐ×Ó a××ÙÑe ØhaØ¸ iÒ Øhe ab×eÒce Óf iÒØeÖacØiÓÒ ÛiØh ÓØheÖ ÚehicÐe×¸
aÒ aÖbiØÖaÖÝ ÚehicÐe Öeache× Øhe de×iÖed ÚeÐÓciØÝ eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ ÛiØh ØiÑe¸ iºeº¸
dÚ=dØ = ´Úde×  Úµ= ÛheÖe  i× a ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑeº Ìhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike kiÒeØic
eÕÙaØiÓÒ fÓÖ g´Ü; Ú; Úde×; Øµ caÒ be ÛÖiØØeÒ a×
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ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÛÖiØe dÓÛÒ aÒ eÜÔÐiciØ fÓÖÑ Óf Øhe "iÒØeÖacØiÓÒ ØeÖÑ" Ûe haÚe ØÓ
ÑÓdeÐ Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× aÑÓÒg Øhe ÚehicÐe×º FiÖ×Ø Óf aÐÐ¸ Ûe ÑÓdeÐ Øhe ÚehicÐe×
a× ÔÓiÒØ¹Ðike ÓbjecØ×º Ïe cÓÒ×ideÖ Øhe ×ceÒaÖiÓ ÛheÖe a fa×Ø ÚehicÐe¸ ÛheÒ hiÒ¹
deÖed bÝ a ×ÐÓÛ ÐeadiÒg ÚehicÐe¸ eiØheÖ Ôa××e× ÓÖ ×ÐÓÛ× dÓÛÒ ØÓ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf
Øhe Ðead ÚehicÐeº ÄeØ Ù× ÒÓÛ Ñake ×ÓÑe fÙÖØheÖ ×iÑÔÐifÝiÒg a××ÙÑÔØiÓÒ×:

¿¾



´iµ Ìhe ×ÐÓÛiÒg dÓÛÒ Øake× ÔÐace ÛiØh a ÔÖÓbabiÐiØÝ ½   ÈÔa×× ÛheÖe ÈÔa×× i×
Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf Ôa××iÒgº
´iiµ Áf Øhe fa×Ø ÚehicÐe Ôa××e× Øhe ×ÐÓÛeÖ ÐeadiÒg ÚehicÐe¸ iØ× ÓÛÒ ÚeÐÓciØÝ Öe¹
ÑaiÒ× ÙÒchaÒgedº
´iiiµ Ìhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ×ÐÓÛeÖ ÐeadiÒg ÚehicÐe ÖeÑaiÒ× ÙÒchaÒged¸ iÖÖe×ÔecØiÚe
Óf ÛheØheÖ Øhe fa×ØeÖ fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe Ôa××e× ÓÖ ×ÐÓÛ× dÓÛÒº
´iÚµ Ìhe ×ÐÓÛiÒg dÓÛÒ ÔÖÓce×× i× iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ×¸ iºeº¸ Øhe bÖakiÒg ØiÑe i× Òeg¹
ÐigibÐÝ ×ÑaÐÐº
´Úµ ÁØ i× adeÕÙaØe ØÓ cÓÒ×ideÖ ÓÒÐÝ ØÛÓ¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ×; ØheÖe i× ÒÓ Òeed
ØÓ cÓÒ×ideÖ ØhÖee¹ÚehicÐe ´ÓÖ ÑÙÐØi¹ÚehicÐeµ iÒØeÖacØiÓÒ×º
´Úiµ Ìhe ÔÓ×ØÙÐaØe Óf "ÚehicÙÐaÖ chaÓ×"¸ Ûhich i× Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe ÔÓ×ØÙÐaØe
Óf "ÑÓÐecÙÐaÖ chaÓ×" iÒ Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ga×e×¸ hÓÐd×¸ ×Ó ØhaØ Øhe ØÛÓ¹
ÚehicÐe di×ØÖibÙØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ g¾´Ü; Ú; Úde×; Ü

¼; Ú¼; Ú¼de×; Øµ caÒ be aÔÔÖÓÜiÑaØed a×
a ÔÖÓdÙcØ Óf ØÛÓ ÓÒe¹ÔaÖØicÐe di×ØÖibÙØiÓÒ× g´Ü; Ú; Úde×; Øµ aÒd g´Ü¼; Ú¼; Ú¼de×; Øµ¸
iºeº¸ g¾´Ü; Ú; Úde×; Ü

¼; Ú¼; Ú¼de×; Øµ ³ g´Ü; Ú; Úde×; Øµg´Ü
¼; Ú¼; Ú¼de×; Øµº ÌhÙ×¸ Øhe eÕÙa¹

ØiÓÒ ´¾7µ caÒ be ÛÖiØØeÒ eÜÔÐiciØÐÝ a×
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Úde×   Ú


g


= f´Ü; Ú; Øµ
Z ½

Ú
dÚ¼´½  ÈÔa××µ´Ú

¼   Úµg´Ü; Ú¼; Úde×; Øµ

 g´Ü; Ú; Úde×; Øµ
Z Ú

¼
dÚ¼´½  ÈÔa××µ´Ú   Ú¼µf´Ü; Ú¼; Øµ ´¾8µ

ÛheÖe Øhe fÓÖÑ Óf Øhe "iÒØeÖacØiÓÒ ØeÖÑ" ÓÒ Øhe ÖighØ¹haÒd ×ide Óf Øhe eÕÙa¹
ØiÓÒ ´¾8µ fÓÐÐÓÛ× fÖÓÑ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ× ´iµ¹´Úiµ abÓÚeº Ìhe ¬Ö×Ø ØeÖÑ ÓÒ Øhe
ÖighØ haÒd ×ide Óf ´¾8µ de×cÖibe× Øhe "gaiÒ" Óf ÔÖÓbabiÐiØÝ g´Ü; Ú; Úde×; Øµ fÖÓÑ
Øhe iÒØeÖacØiÓÒ Óf ÚehicÐe× Óf acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ Ú¼ ÛiØh ×ÐÓÛeÖ ÐeadiÒg ÚehicÐe Óf
acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ Ú ÛhiÐe Øhe ×ecÓÒd ØeÖÑ de×cÖibe× Øhe ÐÓ×× Óf Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ
g´Ü; Ú; Úde×; Øµ aÖi×iÒg fÖÓÑ Øhe iÒØeÖacØiÓÒ Óf ÚehicÐe× Óf acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ Ú ÛiØh
eÚeÒ ×ÐÓÛeÖ ÐeadiÒg ÚehicÐe Óf acØÙaÐ ÚeÐÓciØÝ Ú¼º

Ìhe ×ØaØiÓÒaÖÝ hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ÓÐÙØiÓÒ g´Ú; Úde×µ i×¸ bÝ de¬ÒiØiÓÒ¸ iÒdeÔeÒdeÒØ
Óf Ü aÒd Øº BÙØ¸ ØÓ ÓÙÖ kÒÓÛÐedge¸ ×Ó faÖ iØ ha× ÒÓØ beeÒ ÔÓ××ibÐe ØÓ geØ eÚeÒ
Øhi× ×ÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike iÒØegÖÓ¹di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ ´¾8µ bÝ ×ÓÐÚiÒg
iØ aÒaÐÝØicaÐÐÝ eÚeÒ fÓÖ Øhe ×iÑÔÐe×Ø ÔÓ××ibÐe chÓice Óf Øhe de×iÖed di×ØÖibÙØiÓÒ
fÙÒcØiÓÒ aÐØhÓÙgh ÒÙÑeÖicaÐ ×ÓÐÙØiÓÒ× [74¸76] ÔÖÓÚide ×ÓÑe iÒ×ighØ× iÒØÓ Øhe
ÖegiÑe× Óf ÚaÐidiØÝ Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¾8µ aÒd giÚe× iÒdicaØiÓÒ× a× ØÓ Øhe di¹
ÖecØiÓÒ× Óf fÙÖØheÖ iÑÔÖÓÚeÑeÒØ× Óf Øhe ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa ÑÓdeÐº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸
Øhe ¬ÒiØe ×iÞe× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÙ×Ø be ØakeÒ iÒØÓ accÓÙÒØ aØ high deÒ×iØie×º
Be×ide×¸ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ´iÚµ Óf iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ÖeÐaÜaØiÓÒ ha× aÐ×Ó beeÒ ÖeÐaÜed
iÒ a ÑÓÖe ÖeceÒØ eÜØeÒ×iÓÒ [74]º

ÆÓÖÑaÐÐÝ Ôa××iÒg ÛÓÙÐd ÖeÕÙiÖe ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe ÐaÒe ÓÒ Øhe highÛaÝº ÌheÖe¹
fÓÖe¸ Øhe ÑÓdeÐ× di×cÙ××ed ×Ó faÖ iÒ Øhe cÓÒØeÜØ Óf Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ ÑaÝ be

¿¿



ÖegaÖded¸ ÑÓÖe aÔÔÖÓÔÖiaØeÐÝ̧ a× ÕÙa×i¹ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐº Ìhe×e ÒeiØheÖ deaÐ eÜ¹
ÔÐiciØÐÝ ÛiØh gi´Ü; Ú; Úde×; Øµ fÓÖ Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÐaÒe× ´ÐabeÐed bÝ iµ ÒÓÖ Øake iÒØÓ
accÓÙÒØ Øhe ÔÖÓce×× Óf ÐaÒe¹chaÒgiÒgº Be×ide×¸ aÐÐ Øhe ÚehicÐe× ÛeÖe a××ÙÑed
ØÓ be Óf Øhe ×aÑe ØÝÔeº ÆÓÛ¸ iÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Ûe caÒ geÒeÖaÐiÞe Øhe fÓÖÑaÐi×Ñ Óf
Øhe kiÒeØic ØheÓÖÝ Óf ØÖaÆc ØÓ deaÐ ÛiØh di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÚehicÐe× ÓÒ ÑÙÐØi¹
ÐaÒe highÛaÝ×º ËÙÔÔÓ×e ga

i ´Ü; Ú; Úde×; Øµ i× Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ fÓÖ ÚehicÐe× Óf ØÝÔe
a ÓÒ Øhe i¹Øh ÐaÒe Óf Øhe highÛaÝº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ
Øhe di«eÖeÒØ ÐaÒe× aÖe cÓÙÔÐed ØÓ each ÓØheÖº ÀÓÛeÚeÖ¸ ÓÒe Òeed× addiØiÓÒaÐ
ÔÓ×ØÙÐaØe× ØÓ ÑÓdeÐ Øhe ÐaÒe¹chaÒgiÒg ÖÙÐe× [78¸79]º

ÎeÖÝ ÐiØØÐe ÛÓÖk ha× beeÒ dÓÒe ×Ó faÖ ÓÒ deÚeÐÓÔiÒg kiÒeØic ØheÓÖie× Óf ØÛÓ¹
diÑeÒ×iÓÒaÐ ØÖaÆc ÓÛ Ûhich ÛÓÙÐd ÖeÔÖe×eÒØ¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ØÖaÆc iÒ ciØie×º
ËÙÔÔÓ×e¸ fÓÖ ×iÑÔÐiciØÝ̧ ØhaØ Øhe ÒeØÛÓÖk Óf Øhe ×ØÖeeØ× cÓÒ×i×Ø× Óf ÒÓÖØh¹×ÓÙØh
aÒd ea×Ø¹Ûe×Ø ×ØÖeeØ× aÒd ØhaØ ea×Ø¹Ûe×Ø ×ØÖeeØ× aÐÐÓÛ ÓÒÐÝ ea×Ø¹bÓÙÒd ØÖaÆc
ÛhiÐe ÓÒÐÝ ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ØÖaÆc ÓÛ Øake× ÔÐace aÐÓÒg Øhe ÒÓÖØh¹×ÓÙØh ×ØÖeeØ×º
ÄeØ ÈÜÜ ´ÈÜÝµ deÒÓØe Øhe ÔÖÓbabiÐiØie× Óf aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe Ôa××iÒg aÒÓØheÖ
ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐeº ËiÑiÐaÖÐÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e¸ ÈÝÜ ´ÈÝÝµ deÒÓØe Øhe
ÔÖÓbabiÐiØie× Óf a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe Ôa××iÒg aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ
ÚehicÐeº ÄeØ gÜ´Ü; Ý; Ù; Ùde×; Øµ aÒd gÝ´Ü; Ý; Ú; Úde×; Øµ ÖeÔÖe×eÒØ Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ×
fÓÖ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ÛheÖe Ù aÒd Ú ÖefeÖ
ØÓ Øhe acØÙaÐ ØheiÖ acØÙaÐ ÚeÐÓciØie× ÛheÖea× Ùde× aÒd Úde× ÖefeÖ ØÓ Øhe cÓÖÖe¹
×ÔÓÒdiÒg de×iÖed ÚeÐÓciØie×º Ìhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ× gÓÚeÖÒiÒg Øhe ØiÑe
eÚÓÐÙØiÓÒ× Óf Øhe×e di×ØÖibÙØiÓÒ× aÖe giÚeÒ bÝ [8¼]

"
@

@Ø
· Ù

@

@Ü
· Ú

@

@Ý

#
gÜ ·

@

@Ù


Ùde×   Ù


gÜ


=

 
@gÜ

@Ø

!
Ü;cÓÐÐ

·

 
@gÜ

@Ø

!
Ý;cÓÐÐ

´¾9µ

ÛheÖe

 
@gÜ

@Ø

!
Ü;cÓÐÐ

= fÜ´Ü; Ý; Ù; Øµ
Z ½

Ù
dÙ¼´½  ÈÜÜµ´Ù

¼   ÙµgÜ´Ü; Ý; Ù
¼; Ùde×; Øµ

  gÜ´Ü; Ý; Ù; Ùde×; Øµ
Z Ù

¼
dÙ¼´½  ÈÜÜµ´Ù  Ù¼µfÜ´Ü; Ý; Ù

¼; Øµ ´¿¼µ

aÒd

 
@gÜ

@Ø

!
Ý;cÓÐÐ

= ÆÙ;¼

Z ½
¼

dÚ¼fÝ´Ü; Ý; Ú
¼; Øµ

Z ½
¼

dÙ¼´½  ÈÜÝµÙ
¼gÜ´Ü; Ý; Ù

¼; Ùde×; Øµ

  gÜ´Ü; Ý; Ù; Ùde×; Øµ
Z ½

¼
dÚ¼´½  ÈÜÝµÙfÝ´Ü; Ý; Ú

¼; Øµ ´¿½µ

Ìhe ¬Ö×Ø ØeÖÑ ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¿¼µ de×cÖibe× gaiÒ Óf
ÔÓÔÙÐaØiÓÒ Óf ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ Ù becaÙ×e Óf iÒØeÖacØiÓÒ ÛiØh
ÓØheÖ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ Ù¼  Ù ÛhiÐe Øhe ×ecÓÒd ØeÖÑ de×cÖibe×
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Øhe ÐÓ×× Óf ÔÓÔÙÐaØiÓÒ Óf ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× becaÙ×e Óf iÒØeÖacØiÓÒ ÛiØh ea×Ø¹
bÓÙÒd ÚehicÐe× Óf ÚeÐÓciØÝ Ù¼ < Ùº Ìhe ÖighØ haÒd ×ide Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¿½µ
i× ba×ed ÓÒ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ØhaØ ÛheÒ aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe iÒØeÖacØ× ÛiØh a
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe aØ a cÖÓ××iÒg¸ iØ eiØheÖ Ôa××e× ÓÖ ×ØÓÔ×º

5º¿ DeÖiÚaØiÓÒ Óf Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ eÕÙaØiÓÒ× Óf Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic Ùid¹
dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖie× fÖÓÑ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ga×¹kiÒeØic ÑÓdeÐ×

ÁÒ Øhi× ×ecØiÓÒ Ûe di×cÙ×× Øhe Öe×ÙÐØ× Óf Øhe aØØeÑÔØ× ØÓ deÖiÚe Øhe ÔheÒÓÑeÒÓ¹
ÐÓgicaÐ eÕÙaØiÓÒ× Óf ØÖaÆc ÓÛ iÒ Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖie×
fÖÓÑ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ga×¹kiÒeØic ÑÓdeÐ×º ËeÚeÖaÐ aØØeÑÔØ× haÚe beeÒ Ñade ×Ó
faÖ ØÓ deÖiÚe Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ aÒd Øhe ÆaÚieÖ¹ËØÓke×¹Ðike eÕÙaØiÓÒ
fÓÖ ØÖaÆc fÖÓÑ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ iÒ Øhe ×aÑe ×ÔiÖiØ
iÒ Ûhich Øhe deÖiÚaØiÓÒ× Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ aÒd ÆaÚieÖ¹ËØÓke× eÕÙa¹
ØiÓÒ fÓÖ Úi×cÓÙ× Ùid× fÖÓÑ Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹eÕÙaØiÓÒ haÚe beeÒ caÖÖied ÓÙØº
ÀÓÛeÚeÖ¸ becaÙ×e Óf Øhe ÔÓ×ØÙÐaØe Óf "ÚehicÙÐaÖ chaÓ×"¸ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¾8µ i×
eÜÔecØed ØÓ be ÚaÐid ÓÒÐÝ aØ ÚeÖÝ ÐÓÛ deÒ×iØie× ÛheÖe Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ
Øhe ÚehicÐe× i× ÒegÐigibÐÝ ×ÑaÐÐ ÛheÖea× ØÖaÆc i× beØØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØed a× a
cÓÒØiÒÙÙÑ Ùid aØ higheÖ deÒ×iØie×!

ÄeØ Ù× de¬Òe Øhe ÑÓÑeÒØ×

Ñk;`´Ü; Øµ =
Z

dÚ
Z

dÚde×Ú
kÚ`

de×g´Ü; Ú; Úde×; Øµ ´¿¾µ

ÆÓØe ØhaØ c = Ñ¼;¼¸ hÚi = Ñ½;¼º ÁÒØegÖaØiÒg Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´¾8µ
ÓÚeÖ Øhe acØÙaÐ ÚeÐÓciØie× Ûe geØ

@

@Ø
f¼´Ü; Úde×; Øµ ·

@

@Ü
[Ú´Ü; Úde×; Øµf¼´Ü; Úde×; Øµ] = ¼ ´¿¿µ

ÛheÖe Ú´Ü; Úde×; Øµ i× de¬Òed a×

Ú´Ü; Úde×; Øµ =

Ê
dÚ Ú g´Ü; Ú; Úde×; Øµ

f¼´Ü; Úde×; Øµ
´¿4µ

Ìhe eÕÙaØiÓÒ ´¿¿µ i× aÒ eÕÙaØiÓÒ Óf cÓÒØiÒÙiØÝ fÓÖ each de×iÖed ×Ôeed Úde×

×eÔaÖaØeÐÝ; iØ i× cÓÒ×eÕÙeÒce Óf Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ØhaØ dÚde×=dØ = ¼¸ iºeº¸ ÒÓ
dÖiÚeÖ chaÒge× Øhe de×iÖed ×Ôeedº

Í×iÒg Øhe BÓÐØÞÑaÒÒ¹Ðike eÕÙaØiÓÒ ´¾8µ aÒd Øhe de¬ÒiØiÓÒ ´¿¾µ Ûe caÒ geØ
×eÔaÖaØe ÔaÖØiaÐ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÑÓÑeÒØ× Óf Ú¸ ÑÓÑeÒØ× Óf Úde×

aÒd Øhe ÑiÜed ÑÓÑeÒØ× Óf Ú aÒd Úde×º ÍÒfÓÖØÙÒaØeÐÝ̧ Øhe×e Ðead ØÓ a hieÖaÖchÝ
Óf ÑÓÑeÒØ eÕÙaØiÓÒ× ÛheÖe each eÚÓÐÙØiÓÒ eÕÙaØiÓÒ fÓÖ ÑÓÑeÒØ Óf a giÚeÒ
ÓÖdeÖ iÒÚÓÐÚe× aÐ×Ó ÑÓÑeÒØ× Óf Øhe ÒeÜØ higheÖ ÓÖdeÖº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ cÐÓ×e Øhi×
×Ý×ØeÑ Óf eÕÙaØiÓÒ×¸ ÓÒe Òeed× ØÓ Ñake aÔÔÖÓÔÖiaØe jÙ×Øi¬abÐe a××ÙÑÔØiÓÒ×º
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6 CaÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc

ÁÒ Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie× [½¼¸½½¸8½] ÓÒe ÛÖiØe×¸ fÓÖ each iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe¸
aÒ eÕÙaØiÓÒ Óf ÑÓØiÓÒ Ûhich i× Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe ÆeÛØÓÒ³× eÕÙaØiÓÒ fÓÖ each
iÒdiÚidÙaÐ ÔaÖØicÐe iÒ a ×Ý×ØeÑ Óf iÒØeÖacØiÒg cÐa××icaÐ ÔaÖØicÐe×º ÁÒ ÆeÛØÓÒiaÒ
ÑechaÒic×¸ Øhe acceÐeÖaØiÓÒ ÑaÝ be ÖegaÖded a× Øhe Öe×ÔÓÒ×e Óf Øhe ÔaÖØicÐe ØÓ
Øhe ×ØiÑÙÐÙ× iØ ÖeceiÚe× iÒ Øhe fÓÖÑ Óf fÓÖce Ûhich iÒcÐÙde× bÓØh Øhe eÜØeÖÒaÐ
fÓÖce a× ÛeÐÐ a× ØhÓ×e aÖi×iÒg fÖÓÑ iØ× iÒØeÖacØiÓÒ ÛiØh aÐÐ Øhe ÓØheÖ ÔaÖØicÐe×
iÒ Øhe ×Ý×ØeÑº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe ba×ic ÔhiÐÓ×ÓÔhÝ Óf Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie×
[½¼¸½½¸8½] caÒ be ×ÙÑÑaÖiÞed bÝ Øhe eÕÙaØiÓÒ

[Êe×ÔÓÒ×e]Ò » [ËØiÑÙÐÙ×]Ò ´¿5µ

fÓÖ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ´Ò = ½; ¾; :::µº Each dÖiÚeÖ caÒ Öe×ÔÓÒd ØÓ Øhe ×ÙÖÖÓÙÒdiÒg
ØÖaÆc cÓÒdiØiÓÒ× ÓÒÐÝ bÝ acceÐeÖaØiÒg ÓÖ deceÐeÖaØiÒg Øhe ÚehicÐeº Di«eÖeÒØ
fÓÖÑ× Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ× Óf ÑÓØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe di«eÖeÒØ ÚeÖ×iÓÒ× Óf Øhe
caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ× aÖi×e fÖÓÑ Øhe di«eÖeÒce× iÒ ØheiÖ ÔÓ×ØÙÐaØe× ÖegaÖdiÒg Øhe
ÒaØÙÖe Óf Øhe ×ØiÑÙÐÙ× ´iºeº¸ "behaÚiÓÙÖaÐ fÓÖce" ÓÖ a "geÒeÖaÐiÞed fÓÖce" [8¾]µº
Ìhe ×ØiÑÙÐÙ× ÑaÝ be cÓÑÔÓ×ed Óf Øhe ×Ôeed Óf Øhe ÚehicÐe¸ Øhe di«eÖeÒce iÒ
Øhe ×Ôeed× Óf Øhe ÚehicÐe ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ aÒd iØ× Ðead ÚehicÐe¸ Øhe di×ØaÒce¹
headÛaÝ̧ eØcº¸ aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ iÒ geÒeÖaÐ¸

�ÜÒ = f×Øi´ÚÒ;¡ÜÒ;¡ÚÒµ ´¿6µ

ÛheÖe Øhe fÙÒcØiÓÒ f×Øi ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe ×ØiÑÙÐÙ× ÖeceiÚed bÝ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐeº
Di«eÖeÒØ ÚeÖ×iÓÒ× Óf Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ× ÑÓdeÐ Øhe fÙÒcØiÓÒ f×Øi di«eÖ¹
eÒØÐÝº ÁÒ Øhe ÒeÜØ ØÛÓ ×Ùb×ecØiÓÒ× Ûe di×cÙ×× ØÛÓ di«eÖeÒØ cÓÒceÔØÙaÐ fÖaÑe¹
ÛÓÖk× fÓÖ ÑÓdeÐiÒg f×Øiº

6º½ FÓÐÐÓÛ¹Øhe¹ÐeadeÖ ÑÓdeÐ

ÁÒ Øhe eaÖÐie×Ø caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ× [8¿¸84] Øhe di«eÖeÒce iÒ Øhe ÚeÐÓciØie× Óf
Øhe Ò¹Øh aÒd ´Ò · ½µ¹Øh ÚehicÐe× Ûa× a××ÙÑed ØÓ be Øhe ×ØiÑÙÐÙ× fÓÖ Øhe Ò¹Øh
ÚehicÐe 8 º ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ iØ Ûa× a××ÙÑed ØhaØ eÚeÖÝ dÖiÚeÖ ØeÒd× ØÓ ÑÓÚe ÛiØh
Øhe ×aÑe ×Ôeed a× ØhaØ Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÐeadiÒg ÚehicÐe ×Ó ØhaØ

�ÜÒ´Øµ =
½


[ _ÜÒ·½´Øµ  _ÜÒ´Øµ] ´¿7µ

ÛheÖe  i× a ÔaÖaÑeØeÖ ØhaØ ×eØ× Øhe ØiÑe ×caÐe Óf Øhe ÑÓdeÐº ÆÓØe ØhaØ ½= iÒ
Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¿7µ caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× a Ñea×ÙÖe Óf Øhe ×eÒ×iØiÚiØÝ cÓeÆcieÒØ

8 ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg Ûe ÐabeÐ Øhe ÚehicÐe× iÒ dÖiÚiÒg diÖecØiÓÒ ×Ùch ØhaØ Øhe ´Ò · ½µ¹Øh
ÚehicÐe i× iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐeº
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Ë Óf Øhe dÖiÚeÖ; iØ iÒdicaØe× hÓÛ ×ØÖÓÒgÐÝ Øhe dÖiÚeÖ Öe×ÔÓÒd× Öe×ÔÓÒd× ØÓ ÙÒiØ
×ØiÑÙÐÙ×º AccÓÖdiÒg ØÓ ×Ùch ÑÓdeÐ× ´aÒd ØheiÖ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× ÔÖÓÔÓ×ed iÒ Øhe
¬fØie× aÒd ×iÜØie×µ Øhe dÖiÚiÒg ×ØÖaØegÝ i× ØÓ fÓÐÐÓÛ Øhe ÐeadeÖ aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸
×Ùch caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ× aÖe cÓÐÐecØiÚeÐÝ ÖefeÖÖed ØÓ a× Øhe fÓÐÐÓÛ¹Øhe¹ÐeadeÖ
ÑÓdeÐº

ÈiÔe× [84] deÖiÚed Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¿7µ bÝ di«eÖeÒØiaØiÒg¸ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ ØiÑe¸
bÓØh ×ide× Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ

¡ÜÒ´Øµ = ÜÒ·½´Øµ  ÜÒ´Øµ = ´¡Üµ×afe ·  _ÜÒ´Øµ ´¿8µ

Ûhich eÒcaÔ×ÙÐaØe× hi× ba×ic a××ÙÑÔØiÓÒ ØhaØ ´aµ Øhe higheÖ i× Øhe ×Ôeed Óf Øhe
ÚehicÐe Øhe ÐaÖgeÖ ×hÓÙÐd be Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ̧ aÒd¸ ´bµ iÒ ÓÖdeÖ ØÓ aÚÓid
cÓÐÐi×iÓÒ ÛiØh Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe¸ each dÖiÚeÖ ÑÙ×Ø ÑaiÒØaiÒ a ×afe di×ØaÒce
´¡Üµ×afe fÖÓÑ Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐeº

ÁØ ha× beeÒ aÖgÙed [85] ØhaØ¸ fÓÖ a ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ¸ Øhe ×ØÖeÒgØh Óf
Øhe Öe×ÔÓÒ×e Óf a dÖiÚeÖ aØ ØiÑe Ø ×hÓÙÐd deÔeÒd ÓÒ Øhe ×ØiÑÙÐÙ× ÖeceiÚed fÖÓÑ
Øhe ÓØheÖ ÚehicÐe× aØ ØiÑe Ø   Ì ÛheÖe Ì i× a Öe×ÔÓÒ×e ØiÑe Ðagº ÌheÖefÓÖe¸
geÒeÖaÐiÞiÒg Øhe eÕÙaØiÓÒ ´¿7µ ÓÒe ÛÓÙÐd geØ [85]

�ÜÒ´Ø · Ì µ = Ë[ _ÜÒ·½´Øµ  _ÜÒ´Øµ] ´¿9µ

ÛheÖe Øhe ×eÒ×iØiÚiØÝ cÓeÆcieÒØ Ë i× a cÓÒ×ØaÒØ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Òº

AccÓÖdiÒg ØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´¿7µ aÒd ´¿9µ¸ a ÚehicÐe ÛÓÙÐd acceÐeÖaØe ÓÖ de¹
ceÐeÖaØe ØÓ acÕÙiÖe Øhe ×aÑe ×Ôeed a× ØhaØ Óf iØ× ÐeadiÒg ÚehicÐeº Ìhi× iÑÔÐie×
ØhaØ¸ a× if¸ ×ÐÓÛeÖ fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe aÖe dÖagged bÝ ØheiÖ fa×ØeÖ ÐeadiÒg Úehi¹
cÐeº ÁÒ Øhe×e ÐiÒeaÖ dÝÒaÑicaÐ ÑÓdeÐ× Øhe acceÐeÖaØiÓÒ Öe×ÔÓÒ×e Óf a dÖiÚeÖ i×
cÓÑÔÐeØeÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝº ÌheÖefÓÖe¸ Øhi× ÓÚeÖ×iÑÔÐi¹
¬ed eÕÙaØiÓÒ¸ faiÐ× ØÓ accÓÙÒØ fÓÖ Øhe cÐÙ×ØeÖiÒg Óf Øhe ÚehicÐe× Ób×eÖÚed iÒ
ÖeaÐ ØÖaÆcº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ×iÒce ØheÖe i× ÒÓ deÒ×iØÝ¹deÔeÒdeÒce iÒ Øhi× dÝÒaÑicaÐ
eÕÙaØiÓÒ¸ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ ÖeÐaØiÓÒ caÒÒÓØ be deÖiÚed fÖÓÑ Øhi× dÝÒaÑic×º ÁÒ
ÓÖdeÖ ØÓ Ñake Øhe ÑÓdeÐ ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic¸ Ûe ÒÓÛ a××ÙÑe [86] ØhaØ Øhe cÐÓ×eÖ i×
Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ØÓ Øhe ´Ò · ½µ¹Øh Øhe higheÖ i× Øhe ×eÒ×iØiÚiØÝ Óf Øhe dÖiÚeÖ Óf
Øhe Ò¹Øh caÖº ÁÒ Øhi× ca×e¸ Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ ´¿9µ i× fÙÖØheÖ geÒeÖaÐiÞed
ØÓ

�ÜÒ´Ø · Ì µ =


[ÜÒ·½´Øµ  ÜÒ´Øµ]
[ _ÜÒ·½´Øµ  _ÜÒ´Øµ] ´4¼µ

ÛheÖe  i× a cÓÒ×ØaÒØº AÒ eÚeÒ fÙÖØheÖ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe Øhe ÑÓdeÐ caÒ be
achieÚed [87¸88] bÝ eÜÔÖe××iÒg Øhe ×eÒ×iØiÚiØÝ facØÓÖ fÓÖ Øhe Ò¹Øh dÖiÚeÖ a×

ËÒ =
[ÚÒ´Ø · µ]Ñ

[ÜÒ·½´Øµ  ÜÒ´Øµ]`
´4½µ
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ÛheÖe ` aÒd Ñ aÖe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× ØÓ be ¬Üed bÝ cÓÑÔaÖi×ÓÒ
ÛiØh eÑÔiÖicaÐ daØaº Ìhe×e geÒeÖaÐiÞed fÓÐÐÓÛ¹Øhe¹ÐeadeÖ ÑÓdeÐ× Ðead ØÓ cÓÙ¹
ÔÐed ÒÓÒ¹ÐiÒeaÖ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÜÒº ÌhÙ×¸ iÒ Øhi× "ÑicÖÓ×cÓÔic" Øhe¹
ÓÖeØicaÐ aÔÔÖÓach¸ Øhe ÔÖÓbÐeÑ Óf ØÖaÆc ÓÛ ÖedÙce× ØÓ ÔÖÓbÐeÑ× Óf ÒÓÒÐiÒeaÖ
dÝÒaÑic×º

ËÓ faÖ a× Øhe ×ØabiÐiØÝ aÒaÐÝ×i× i× cÓÒceÖÒed¸ ØheÖe aÖe ØÛÓ ØÝÔe× Óf aÒaÐÝ×i×
ØhaØ aÖe Ù×ÙaÐÐÝ caÖÖied ÓÙØº Ìhe ÐÓcaÐ ×ØabiÐiØÝ aÒaÐÝ×i× giÚe× iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÓÒ
Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe Öe×ÔÓÒ×e Ó«eÖed bÝ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe ØÓ a ÙcØÙaØiÓÒ iÒ
Øhe ÑÓØiÓÒ Óf iØ× ÐeadiÒg ÚehicÐeº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe ÑaÒÒeÖ iÒ Ûhich a
ÙcØÙaØiÓÒ iÒ Øhe ÑÓØiÓÒ Óf aÒÝ ÚehicÐe i× ÔÖÓÔagaØed ÓÚeÖ a ÐÓÒg di×ØaÒce
ØhÖÓÙgh a ×eÕÙeÒce Óf ÚehicÐe× caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ aÒ a×ÝÑÔØÓØic ×ØabiÐiØÝ
aÒaÐÝ×i×º

FÖÓÑ eÜÔeÖieÒce ÛiØh ÖeaÐ ØÖaÆc Ûe kÒÓÛ ØhaØ dÖiÚeÖ× ÓfØeÒ Ób×eÖÚe ÒÓØ ÓÒÐÝ
Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe bÙØ aÐ×Ó a feÛ ÓØheÖ ÚehicÐe× ahead Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐeº
FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Øhe e«ecØ Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe caÒ be
iÒcÓÖÔÓÖaØed iÒ Øhe ×aÑe ×ÔiÖiØ a× Øhe e«ecØ Óf "ÒeÜØ¹ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ" iÒ
ÚaÖiÓÙ× ÐaØØice ÑÓdeÐ× iÒ ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒic×º A ÐiÒeaÖ dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ¸
Ûhich Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhi× "ÒeÜØ¹ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ" ÛiØhiÒ Øhe fÖaÑeÛÓÖk
Óf Øhe fÓÐÐÓÛ¹Øhe¹ÐeadeÖ ÑÓdeÐ¸ caÒ be ÛÖiØØeÒ a× [8½]

�ÜÒ´Ø · Ì µ = Ë´½µ[ _ÜÒ·½´Øµ  _ÜÒ´Øµ] · Ë´¾µ[ _ÜÒ·¾´Øµ  _ÜÒ´Øµ] ´4¾µ

ÛheÖe Ë´½µ aÒd Ë´¾µ aÖe ØÛÓ ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ Öe×ÔÓÒ×e cÓeÆcieÒØ×º

Ìhe Ûeake×Ø ÔÓiÒØ Óf Øhe×e ØheÓÖie× i× ØhaØ Øhe×e iÒÚÓÐÚe ×eÚeÖaÐ ÔheÒÓÑeÒÓ¹
ÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× Ûhich aÖe deØeÖÑiÒed ØhÖÓÙgh "caÐibÖaØiÓÒ"¸ iºeº¸ bÝ ¬ØØiÒg
×ÓÑe ÔÖedicØiÓÒ× Óf Øhe ØheÓÖÝ ÛiØh Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg eÑÔiÖicaÐ daØaº Be×ide×¸
eÜØeÒ×iÓÒ Óf Øhe×e ÑÓdeÐ× ØÓ ÑÙÐØi¹ÐaÒe ØÖaÆc i× diÆcÙÐØ ×iÒce eÚeÖÝ dÖiÚeÖ i×
×aØi×¬ed if he»×he caÒ aØØaiÒ Øhe de×iÖed ×Ôeed!

6º¾ ÇÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ÑÓdeÐ×

Ïe caÒ eÜÔÖe×× Øhe dÖiÚiÒg ×ØÖaØegÝ Óf Øhe dÖiÚeÖ iÒ Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ×
iÒ ØeÖÑ× Óf ÑaØheÑaØicaÐ ×ÝÑbÓÐ× bÝ ÛÖiØiÒg

�ÜÒ´Øµ =
½



h
Î de×iÖed

Ò ´Øµ  ÚÒ´Øµ
i

´4¿µ

ÛheÖe Î de×iÖed
Ò ´Øµ i× Øhe de×iÖed ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh dÖiÚeÖ aØ ØiÑe Øº ÁÒ aÐÐ fÓÐÐÓÛ¹

Øhe¹ÐeadeÖ ÑÓdeÐ× ÑeÒØiÓÒed abÓÚe Øhe dÖiÚeÖ ÑaiÒØaiÒ× a ×afe di×ØaÒce fÖÓÑ
Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe bÝ chÓÓ×iÒg Øhe ×Ôeed Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe a× hi×»heÖ ÓÛÒ
de×iÖed ×Ôeed¸ iºeº¸ Î de×iÖed

Ò ´Øµ = _ÜÒ·½º
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AÒ aÐØeÖÒaØiÚe ÔÓ××ibiÐiØÝ ha× beeÒ eÜÔÐÓÖed iÒ ÖeceÒØ ÛÓÖk× ba×ed ÓÒ Øhe caÖ¹
fÓÐÐÓÛiÒg aÔÔÖÓach [89ß½¼4]º Ìhi× fÓÖÑÙÐaØiÓÒ i× ba×ed ÓÒ Øhe a××ÙÑÔØiÓÒ ØhaØ
Î de×iÖed

Ò deÔeÒd× ÓÒ Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe¸ iºeº¸ Î de×iÖed
Ò ´Øµ =

Î ÓÔØ´¡ÜÒ´Øµµ ×Ó ØhaØ

�ÜÒ´Øµ =
½



h
Î ÓÔØ´¡ÜÒ´Øµµ  ÚÒ´Øµ

i
´44µ

ÛheÖe Øhe ×Ó¹caÐÐed ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒ Î ÓÔØ´¡ÜÒµ deÔeÒd× ÓÒ Øhe cÓÖÖe¹
×ÔÓÒdiÒg iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× di×ØaÒce¹headÛaÝ ¡ÜÒ´Øµ = ÜÒ·½´Øµ  ÜÒ´Øµº ÁÒ ÓØheÖ
ÛÓÖd×¸ accÓÖdiÒg ØÓ Øhi× aÐØeÖÒaØiÚe dÖiÚiÒg ×ØÖaØegÝ̧ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ØeÒd×
ØÓ ÑaiÒØaiÒ a ×afe ×Ôeed ØhaØ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÖeÐaØiÚe ÔÓ×iØiÓÒ¸ ÖaØheÖ ØhaÒ
ÖeÐaØiÚe ÚeÐÓciØÝ̧ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐeº ÁÒ geÒeÖaÐ¸ Î ÓÔØ´¡Üµ! ¼ a× ¡Ü! ¼ aÒd
ÑÙ×Ø be bÓÙÒded fÓÖ ¡Ü!½º FÓÖ eÜÔÐiciØ caÐcÙÐaØiÓÒ×¸ ÓÒe ha× ØÓ ÔÓ×ØÙÐaØe
a ×Ôeci¬c fÙÒcØiÓÒaÐ fÓÖÑ Óf Î ÓÔØ´¡Üµº CaÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ× aÐÓÒg Øhi× ÐiÒe Óf
aÔÔÖÓach haÚe beeÒ iÒØÖÓdÙced bÝ BaÒdÓ eØ aÐº [89¸9¼]º FÓÖ ÓbÚiÓÙ× Öea×ÓÒ×¸
Øhe×e ÑÓdeÐ× aÖe Ù×ÙaÐÐÝ ÖefeÖÖed ØÓ a× ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ´ÇÎµ ÑÓdeÐ×º

ËiÒce Øhe eÕÙaØiÓÒ× Óf ÑÓØiÓÒ iÒ Øhe fÓÐÐÓÛ¹Øhe¹ÐeadeÖ ÑÓdeÐ× iÒÚÓÐÚe ÓÒÐÝ Øhe
ÚeÐÓciØie×¸ aÒd ÒÓØ ÔÓ×iØiÓÒ×¸ Óf Øhe ÚehicÐe× Øhe×e caÒ be fÓÖÑÙÐaØed a× e××eÒ¹
ØiaÐÐÝ ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× ´fÓÖ ÚeÐÓciØie×µ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ ØiÑeº ÁÒ
cÓÒØÖa×Ø¸ ×iÒce Øhe eÕÙaØiÓÒ× Óf ÑÓØiÓÒ iÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ iÒÚÓÐÚe Øhe ÔÓ×iØiÓÒ×
Óf Øhe ÚehicÐe× eÜÔÐiciØÐÝ̧ Øhe ØheÓÖeØicaÐ ÔÖÓbÐeÑ× Óf Øhi× ÑÓdeÐ aÖe fÓÖÑÙ¹
ÐaØed ÑaØheÑaØicaÐÐÝ iÒ ØeÖÑ× Óf ×ecÓÒd ÓÖdeÖ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× ´fÓÖ Øhe
ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe×µ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ ØiÑe [89¸9¼]º

Ìhe ×iÑÔÐe×Ø chÓice fÓÖ Î ÓÔØ´¡Üµ i× [9½¸9¾]

Î ÓÔØ´¡Üµ = ÚÑaÜ¢´¡Ü  dµ; ´45µ

ÛheÖe d i× a cÓÒ×ØaÒØ aÒd ¢ i× Øhe ÀeaÚÝ×ide ×ØeÔ fÙÒcØiÓÒº AccÓÖdiÒg Øhi×
fÓÖÑ Óf Î ÓÔØ´¡Üµ¸ a ÚehicÐe ×hÓÙÐd ×ØÓÔ if Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg di×ØaÒce¹headÛaÝ
i× Ðe×× ØhaÒ d; ÓØheÖÛi×e¸ iØ caÒ acceÐeÖaØe ×Ó a× ØÓ Öeach Øhe ÑaÜiÑÙÑ aÐÐÓÛed
ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜº A ×ÓÑeÛhaØ ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic chÓice [9¾¸96] i×

Î ÓÔØ´¡Üµ =

8>><
>>:
¼ fÓÖ ¡Ü < ¡ÜA;

f¡Ü fÓÖ ¡ÜA  ¡Ü  ¡ÜB;

ÚÑaÜ fÓÖ ¡ÜB < ¡Ü:

´46µ

Ìhe ÑaiÒ adÚaÒØage Óf Øhe fÓÖÑ× ´45µ aÒd ´46µ Óf Øhe ÇÎ fÙÒcØiÓÒ i× ØhaØ eÜacØ
aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ×¸ eºgº iÒ Øhe jaÑÑed ÖegiÓÒ¸ aÖe ÔÓ××ibÐe [9¾]º AÐØhÓÙgh
´45µ aÒd ´46µ ÑaÝ ÒÓØ aÔÔeaÖ ÚeÖÝ ÖeaÐi×Øic¸ ØheÝ caÔØÙÖe ×eÚeÖaÐ keÝ feaØÙÖe×
Óf ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic fÓÖÑ× Óf ÇÎ fÙÒcØiÓÒ [89]¸ eºgº¸

Î ÓÔØ´¡Üµ = ØaÒh[¡Ü ¡Üc] · ØaÒh[¡Üc]: ´47µ
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fÓÖ Ûhich aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ× aÖe ÚeÖÝ diÆcÙÐØº FÓÖ Øhe cÓÒÚeÒieÒce Óf ÒÙ¹
ÑeÖicaÐ iÒÚe×ØigaØiÓÒ¸ Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ ´44µ fÓÖ Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe ÇÎ
ÑÓdeÐ ha× beeÒ di×cÖeØiÞed aÒd¸ ØheÒ¸ ÖeÛÖiØØeÒ a× a di«eÖeÒce eÕÙaØiÓÒ [½¼4]º

Figº ½¼º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐº Ìhe ×ÓÐid ÐiÒe ×hÓÛ× Øhe ÇÎ fÙÒc¹
ØiÓÒ aÒd Øhe dÓØ× ×iÑÙÐaØiÓÒ daØaº ÇÒe caÒ di×ØiÒgÙi×h ¬Úe di«eÖeÒØ deÒ×iØÝ ÖegiÑe×
ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ×ØabÐe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe ´fÖÓÑ [9¾]µº

Ìhe ÑaiÒ ÕÙe×ØiÓÒ addÖe××ed bÝ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ i× Øhe fÓÐÐÓÛiÒg: ÛhaØ i× Øhe
cÓÒdiØiÓÒ fÓÖ Øhe ×ØabiÐiØÝ Óf Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ÓÐÙØiÓÒ

Üh
Ò = bÒ · cØ ´48µ

ÛheÖe b = ´¡ÜµaÚ = Ä=Æ i× Øhe cÓÒ×ØaÒØ aÚeÖage ×ÔaciÒg beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe×
aÒd c i× Øhe cÓÒ×ØaÒØ ÚeÐÓciØÝº ÁØ i× ÒÓØ diÆcÙÐØ ØÓ aÖgÙe ØhaØ¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ iÒ
Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ÓÛ becÓÑe× ÙÒ×ØabÐe ÛheÒ @Î ÓÔØ

@¡Ü

¬¬¬
¡Ü=b

> ¾


[89]º

ÇÒe caÒ di×ØiÒgÙi×h ¬Úe di«eÖeÒØ deÒ×iØÝ ÖegiÑe× ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ×ØabiÐiØÝ
Óf ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØaØe× ´×ee Figº ½¼µº AØ ÐÓÛ aÒd aØ high deÒ×iØie× Øhe hÓÑÓge¹
ÒeÓÙ× ×ØaØe× aÖe ×ØabÐeº FÓÖ iÒØeÖÑediaØe deÒ×iØie× ÓÒe caÒ di×ØiÒgÙi×h ØhÖee
ÖegiÑe× ÛheÖe jaÑÑed ×ØaØe× eÜi×Øº ÁÒ ÖegiÓÒ ÁÁÁ Øhe jaÑÑed ×ØaØe i× ×ØabÐe
ÛheÖea× iÒ ÖegiÓÒ× ÁÁ aÒd ÁÎ bÓØh hÓÑÓgeÒeÓÙ× aÒd jaÑÑed ×ØaØe× fÓÖÑ ×ØabÐe
×ØÖÙcØÙÖe×º BeÝÓÒd Øhe fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× aÐ×Ó hÝ×ØeÖe×i× e«ecØ× haÚe beeÒ Ób¹
×eÖÚedº ÌhÙ× Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ i× abÐe ØÓ ÖeÔÖÓdÙce ÑaÒÝ a×ÔecØ× Óf eÜÔeÖiÑeÒØaÐ
¬ÒdiÒg×º

ÅÓdi¬ed ÃÓÖØeÛeg¹de ÎÖie× ´ÃdÎµ eÕÙaØiÓÒ ha× beeÒ deÖiÚed fÖÓÑ Øhe eÕÙa¹
ØiÓÒ ´44µ iÒ a ×ÔeciaÐ ÖegiÑe Óf Øhe ÔaÖaÑeØeÖ× [9¿] aÒd Øhe ÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ
iØ× kiÒk ×ÓÐÙØiÓÒ× aÒd ØÖaÆc cÓÒge×ØiÓÒ haÚe beeÒ eÐÙcidaØed [99]º A geÒeÖ¹
aÐiÞaØiÓÒ ØÓ ØÛÓ¹ÐaÒe ØÖaÆc caÒ be fÓÙÒd iÒ [½¼5]º ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ accÓÙÒØ fÓÖ

4¼



ØÖaÆc cÓÒ×i×ØiÒg Óf ØÛÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÚehicÐe×¸ ×aÝ̧ caÖ× aÒd ØÖÙck×¸ Åa×ÓÒ
eØ aÐº [97] geÒeÖaÐiÞed Øhe fÓÖÑÙÐaØiÓÒ Óf BaÒdÓ eØ aÐº [89] bÝ ÖeÔÐaciÒg Øhe
cÓÒ×ØaÒØ  bÝ Ò ×Ó ØhaØ

�ÜÒ´Øµ =
½

Ò
[Î ÓÔØ

Ò ´Øµ  ÚÒ´Øµ] ´49µ

ÛheÖe Ò ÒÓÛ deÔeÒd× ÓÒ ÛheØheÖ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe i× a caÖ ÓÖ a ØÖÙckº ËiÒce
a ØÖÙck i× eÜÔecØed ØÓ Øake ÐÓÒgeÖ ØÓ Öe×ÔÓÒd ØhaÒ a caÖ Ûe ×hÓÙÐd a××igÒ
ÐaÖgeÖ  ØÓ ØÖÙck× aÒd ×ÑaÐÐeÖ  ØÓ caÖ×º ËÓÑe ÓØheÖ ÑaØheÑaØicaÐÐÝ ÑÓØiÚaØed
geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ haÚe aÐ×Ó beeÒ cÓÒ×ideÖed [95¸98¸½¼¼]º

A× ÑeÒØiÓÒed eaÖÐieÖ¸ dÖiÚeÖ× ÓfØeÒ ÖeceiÚe ×ØiÑÙÐÙ× ÒÓØ ÓÒÐÝ fÖÓÑ Øhe ÐeadiÒg
ÚehicÐe bÙØ aÐ×Ó a feÛ ÓØheÖ ÚehicÐe× ahead Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐeº ÇÒe ÔÓ××ibÐe
ÛaÝ ØÓ geÒeÖaÐiÞe Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× fÓÖ ØakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ ×Ùch ÑÙÐØi¹ÚehicÐe
iÒØeÖacØiÓÒ× [½¼¾] i× ØÓ ÛÖiØe Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× a×

�ÜÒ =
ÑX

j=½

Ëj

"
Î ÓÔØ

 
ÜÒ·j   ÜÒ

j

!
  ÚÒ

#
´5¼µ

ÛheÖe Ëj aÖe ×eÒ×iØiÚiØÝ cÓeÆcieÒØ×; ÓÒe Óf Øhe cÓÑÑÓÒÐÝ Ù×ed eÜÔÐiciØ fÓÖÑ×
Óf Øhe ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒ¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe ´47µ caÒ be chÓ×eÒ fÓÖ ØhaØ Óf
Øhe fÙÒcØiÓÒ Î ÓÔØ iÒ ´5¼µº

BefÓÖe cÓÒcÐÙdiÒg ÓÙÖ di×cÙ××iÓÒ× ÓÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× ÐeØ Ù× ÑeÒØiÓÒ a ÚeÖÝ
×iÑÔÐe ÑÓdeÐ [94] ÛheÖe ÓÒe a××ÙÑe× ØhaØ

�ÜÒ´Øµ =

8<
:a fÓÖ ¡ÜÒ  ¡Üc

 a fÓÖ ¡ÜÒ < ¡Üc:
´5½µ

ÛiØh a > ¼º ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ ¡Üc ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe ×afeØÝ di×ØaÒceº ÅÓÖe¹
ÓÚeÖ¸ a Öe×ØÖicØiÓÒ ÚÑiÒ  ÚÒ  ÚÑaÜ i× iÑÔÓ×ed ÓÒ Øhe aÐÐÓÛed ÚeÐÓciØie× Óf Øhe
ÚehicÐe× bÝ iÒØÖÓdÙciÒg Øhe aÐÐÓÛed ÑiÒiÑÙÑ aÒd ÑaÜiÑÙÑ ÚeÐÓciØie× ÚÑiÒ

aÒd ÚÑaÜ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÆÓØe ØhaØ iÒ Øhi× ÓÚeÖ×iÑÔÐi¬ed ÑÓdeÐ �ÜÒ deÔeÒd× ÓÒ
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg di×ØaÒce¹headÛaÝ aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ ha× ×ÓÑe aÔÔaÖeÒØ ×iÑi¹
ÐaÖiØie× ÛiØh Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ×º BÙØ¸ ÙÒÐike Øhe ÑÓÖe geÒeÖaÐ ÇÎ ÑÓdeÐ×¸ iÒ Øhi×
ÑÓdeÐ �ÜÒ dÓe× ÒÓØ deÔeÒd ÓÒ iØ× iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ÚeÐÓciØÝº Ìhe ÑaiÒ Öea×ÓÒ fÓÖ
cÓÒ×ideÖiÒg ×Ùch a ÓÚeÖ×iÑÔÐi¬ed ×ceÒaÖiÓ i× ØhaØ ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÔÖÓÔagaØiÓÒ
Óf jaÑ× caÒ be caÐcÙÐaØed aÒaÐÝØicaÐÐÝº

ËÓÑe idea× Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ ha× beeÒ ÙØiÐiÞed bÝ ÅahÒke aÒd ÈieÖeØ [½¼6] iÒ
ØheiÖ Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ aÔÔÖÓach ØÓ Øhe ×ØÙdÝ Óf jaÑ dÝÒaÑic×º ÌheÝ a××ÙÑed
ØhaØ¸ aØ a ØiÑe¸ ÓÒÐÝ ÓÒe ÚehicÐe caÒ gÓ iÒØÓ ÓÖ cÓÑe ÓÙØ Óf a jaÑ; Øhi×¸
ÒaØÙÖaÐÐÝ̧ dÓe× ÒÓØ Øake iÒØÓ Øhe ÑeÖgiÒg ÓÖ ×ÔÐiØØiÒg Óf jaÑ×º ÍÒdeÖ Øhi×
a××ÙÑÔØiÓÒ¸ Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ ´×ee eºgº AÔÔº F¸ eÕÙaØiÓÒ ´Fº½µµ gÓÚeÖÒiÒg
Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ È ´Ò; Øµ Óf Øhe jaÑ ×iÞe× Ò i× giÚeÒ bÝ
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dÈ ´Ò; Øµ

dØ
=Ï·´Ò  ½µÈ ´Ò  ½; Øµ · Ï ´Ò · ½µÈ ´Ò · ½; Øµ

  [Ï·´Òµ · Ï ´Òµ]È ´Ò; Øµ ´5¾µ

ÛheÖe Ï· aÒd Ï ¸ aÖe Øhe "gÖÓÛØh" aÒd "decaÝ" ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖaØe×¸ Öe×Ôec¹
ØiÚeÐÝº ÁØ ha× beeÒ aÖgÙed [½¼6¸½¼7] ØhaØ Ï ´Òµ = ½= = cÓÒ×ØaÒØ ×iÒce a
ÚehicÐe ÛÓÙÐd ÖeÕÙiÖe a cÓÒ×ØaÒØ aÚeÖage ØiÑe  ØÓ cÓÑe ÓÙØ Óf a jaÑº ÀÓÛ¹
eÚeÖ¸ Ï·´Òµ ÛÓÙÐd deÔeÒd ÓÒ Î ÓÔØ´¡Üµ ×iÒce Øhe ØiÑe ØakeÒ bÝ a fÖee¹ÓÛiÒg
ÚehicÐe iÑÑediaØeÐÝ behiÒd a jaÑ ØÓ geØ iÒØÓ Øhe jaÑ ÛÓÙÐd deÔeÒd ÓÒ ¡Ü a×
ÛeÐÐ a× ÓÒ Î ÓÔØ´¡Üµ aÐØhÓÙgh Øhe acØÙaÐ eÜÔÖe××iÓÒ Óf Ï·´Òµ ÑaÝ be cÓÑÔÐi¹
caØed iÒ a Öea×ÓÒabÐe aÒ×aØÞ [½¼7]º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ×eÚeÖaÐ a××ÙÑÔØiÓÒ× Óf Øhe ÑÓdeÐ
ÛiÐÐ haÚe ØÓ be ÖeÐaÜed befÓÖe Øhe Öe×ÙÐØ× Óf Øhi× aÔÔÖÓach caÒ be cÓÑÔaÖed
ÛiØh ØhÓ×e fÖÓÑ ÖeaÐ ØÖaÆcº

BefÓÖe cÓÒcÐÙdiÒg Øhi× ×ecØiÓÒ Ûe ÛÓÙÐd Ðike ØÓ eÑÔha×iÞe ØhaØ ÛhiÐe fÓÖÑÙ¹
ÐaØiÒg Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÙÔdaØiÒg Øhe ÚeÐÓciØie× aÒd ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe
ÚehicÐe× iÒ aÒÝ "ÑicÖÓ×cÓÔic" ØheÓÖÝ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÔÓiÒØ× ×hÓÙÐd be cÓÒ×ideÖed:
´iµ iÒ Øhe ab×eÒce Óf aÒÝ di×ØÙÖbaÒce fÖÓÑ Øhe ÖÓad cÓÒdiØiÓÒ× aÒd iÒØeÖac¹
ØiÓÒ× ÛiØh ÓØheÖ ÚehicÐe×¸ a dÖiÚeÖ ØeÒd× ØÓ dÖiÚe ÛiØh a de×iÖed ÚeÐÓciØÝ Úde×;
if Øhe acØÙaÐ cÙÖÖeÒØ ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe Ú´Øµ i× ×ÑaÐÐeÖ ´ÐaÖgeÖµ ØhaÒ Úde×¸
Øhe ÚehicÐe acceÐeÖaØe× ´deceÐeÖaØe×µ ×Ó a× ØÓ aÔÔÖÓach Úde×º
´iiµ ÁÒ a fÖeeÐÝ¹ÓÛiÒg ØÖaÆc¸ eÚeÒ ÛheÒ a dÖiÚeÖ ×Ùcceed× iÒ aØØaiÒiÒg Øhe
de×iÖed ÚeÐÓciØÝ Úde×¸ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe ÙcØÙaØe× aÖÓÙÒd Úde× ÖaØheÖ
ØhaÒ ÖeÑaiÒiÒg cÓÒ×ØaÒØ iÒ ØiÑeº
´iiiµ Ìhe iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ a ÔaiÖ Óf ×Ùcce××iÚe ÚehicÐe× iÒ a ÐaÒe caÒÒÓØ
be ÒegÐecØed if Øhe gaÔ beØÛeeÒ ØheÑ i× ×hÓÖØeÖ ØhaÒ Úde×; iÒ ×Ùch ×iØÙaØiÓÒ×
Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe ÑÙ×Ø deceÐeÖaØe ×Ó a× ØÓ aÚÓid cÓÐÐi×iÓÒ ÛiØh Øhe ÐeadiÒg
ÚehicÐeº

CÐeaÖÐÝ̧ Øhe ÖeÐiabiÐiØÝ Óf Øhe ÔÖedicØiÓÒ× Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ deÔeÒd× ÓÒ Øhe
aÔÔÖÓÔÖiaØe chÓice Óf Øhe ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒº

7 CÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc

ÊecaÐÐ ØhaØ¸ iÒ Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ×¸ ×Ôace i× a××ÙÑed ØÓ be a cÓÒØiÒ¹
ÙÙÑ aÒd ØiÑe i× ÖeÔÖe×eÒØed bÝ a cÓÒØiÒÙÓÙ× ÚaÖiabÐe Øº Be×ide×¸ ÚeÐÓciØÝ
aÒd acceÐeÖaØiÓÒ Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× aÖe aÐ×Ó ÖeaÐ ÚaÖiabÐe×º ÀÓÛeÚeÖ¸
ÑÓ×Ø ÓfØeÒ¸ fÓÖ ÒÙÑeÖicaÐ ÑaÒiÔÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× Óf Øhe
caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ÑÓdeÐ×¸ ÓÒe Òeed× ØÓ di×cÖeØiÞe Øhe cÓÒØiÒÙÓÙ× ÚaÖiabÐe× ÛiØh
aÔÔÖÓÔÖiaØeÐÝ chÓ×eÒ gÖid×º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸ iÒ Øhe cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice aÔÔÖÓach
[½¼8]¸ ÓÒe ×ØaÖØ× ÛiØh a di×cÖeØe ØiÑe ÚaÖiabÐe aÒd¸ Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ×
fÓÖ Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× aÖe fÓÖÑÙÐaØed a× di×cÖeØe dÝÒaÑicaÐ ÑaÔ× ØhaØ
ÖeÐaØe Øhe ×ØaØe ÚaÖiabÐe× aØ ØiÑe Ø ÛiØh ØhÓ×e aØ ØiÑe Ø·½¸ aÐØhÓÙgh ÔÓ×iØiÓÒ¸
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ÚeÐÓciØÝ aÒd acceÐeÖaØiÓÒ aÖe ÒÓØ Öe×ØÖicØed ØÓ di×cÖeØe iÒØegeÖ ÚaÐÙe×º Ìhe ÙÒiØ
Óf ØiÑe iÒ Øhi× ×cheÑe ´iºeº¸ ÓÒe ØiÑe ×ØeÔµ ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe ÖeacØiÓÒ
ØiÑe Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ dÖiÚeÖ× a× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Óf a ÚehicÐe aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø
deÔeÒd× ÓÒ Øhe ØÖaÆc cÓÒdiØiÓÒ× aØ Øhe ÔÖecediÒg ØiÑe ×ØeÔ Ø  ½º

ÃeeÔiÒg iÒ ÑiÒd Øhe geÒeÖaÐ ÔÓiÒØ× Öai×ed aØ Øhe eÒd Óf Øhe ÔÖecediÒg ×ecØiÓÒ
ÖegaÖdiÒg Øhe fÓÖÑÙÐaØiÓÒ Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÙÔdaØiÒg Øhe ÚeÐÓci¹
Øie× aÒd ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe×¸ Øhe geÒeÖaÐ fÓÖÑ× Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ ÑaÔ× iÒ
Øhe cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice ÑÓdeÐ× caÒ be eÜÔÖe××ed a×:

ÚÒ´Ø · ½µ=ÅaÔÒ[ÚÒ´Øµ; Úde×;¡ÜÒ´Øµ]; ´5¿µ

ÜÒ´Ø · ½µ= ÚÒ´Øµ · ÜÒ´Øµ ´54µ

ÛheÖe Úde× i× a de×iÖed ÚeÐÓciØÝº ÁÒ geÒeÖaÐ¸ Øhe dÝÒaÑicaÐ ÑaÔ ÅaÔ[ÚÒ´Øµ; Úde×;¡ÜÒ´Øµ]
Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÒ´Øµ aÒd Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ ¡ÜÒ´Øµ Óf Øhe
Ò¹Øh ÚehicÐe aØ ØiÑe Ø fÓÖ decidiÒg Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÒ´Ø ·½µ aØ ØiÑe Ø ·½º Ìhe ef¹
fecØ× Óf Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× aÑÓÒg Øhe ÚehicÐe× eÒØeÖ iÒØÓ Øhe dÝÒaÑicaÐ ÙÔdaØiÒg
ÖÙÐe× ´5¿µ¸ ´54µ ÓÒÐÝ ØhÖÓÙgh Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ ¡ÜÒº

7º½ Ìhe ÑÓdeÐ Óf YÙkaÛa aÒd ÃikÙchi

YÙkaÛa aÒd ÃikÙchi [½¼9ß½½½] haÚe ×ØÙdied cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÑÓdeÐ× ba×ed ÓÒ Øhe
ÑaÔ

Ú´Ø · ½µ = F ´Ú´Øµµ := Ú´Øµ · ¬ ØaÒh

 
ÚF   Ú´Øµ



!
· ¯ ´55µ

fÓÖ Øhe ÙÒiÒÙeÒced ÑÓØiÓÒ Óf a ×iÒgÐe ÚehicÐeº ÚF i× Øhe ÔÖefeÖÖed ÚeÐÓciØÝ Óf
Øhe ÚehicÐe aÒd ¬¸ ¸ Æ aÒd ¯ aÖe ÔaÖaÑeØeÖ×º FÓÖ  cÐÓ×e ØÓ ½ Øhe ÑaÔ becÓÑe×
chaÓØic¸ bÙØ acceÐeÖaØiÓÒ aÒd deceÐeÖaØiÓÒ aÖe aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ cÓÒ×ØaÒØ faÖ fÖÓÑ
ÚF º ÌheiÖ ÑagÒiØÙde i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ ¬º ¯ cÓÒØÖÓÐ× Øhe di«eÖ¹
eÒce Óf Øhe acceÐeÖaØiÓÒ aÒd deceÐeÖaØiÓÒ caÔabiÐiØie×º AÐØhÓÙgh Øhe ÑÓdeÐ i×
deØeÖÑiÒi×Øic¸ ÙcØÙaØiÓÒ× iÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ aÖe iÒØÖÓdÙced ØhÖÓÙgh deØeÖÑiÒ¹
i×Øic chaÓ×º Ìhe×e ÙcØÙaØiÓÒ× aÖÓÙÒd ÚF aÖe deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ
Æº

Áf ØheÖe i× ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe ÚehicÐe ÓÒ Øhe ÖÓad ÓÒe Òeed× aÒ addiØiÓÒaÐ deceÐ¹
eÖaØiÓÒ ÑechaÒi×Ñ ØÓ aÚÓid cÓÐÐi×iÓÒ×º Ìhi× caÒ be achieÚed bÝ iÒØÖÓdÙciÒg
a deceÐeÖaØiÓÒ ÑaÔº A××ÙÑiÒg ØhaØ deceÐeÖaØiÓÒ i× dÓÑiÒaØed bÝ Øhe head¹
ÛaÝ̧ ØÛÓ ÑÓdeÐ× haÚe beeÒ ×ØÙdied iÒ [½¼9]º ÁÒ ÑÓdeÐ A¸ Øhe deceÐeÖaØiÓÒ ÑaÔ
de×cÖibe× a ×ÙddeÒ bÖakiÒg ÔÖÓce××º Áf Øhe fÖÓÒØ¹bÙÑÔeÖ ØÓ fÖÓÒØ¹bÙÑÔeÖ di×¹
ØaÒce ¡ÜÒ ØÓ Øhe ÒeÜØ ÚehicÐe ahead i× Ðe×× ØhaÒ Øhe cÙÖÖeÒØ ÚeÐÓciØÝ ÚÒ´Øµ Óf
Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe¸ ØheÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ i× ÖedÙced ØÓ ¡ÜÒ   Ð ÛheÖe Ð i× Øhe
ÐeÒgØh Óf Øhe ÚehicÐe×º Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÑaÔ i× B´¡ÜÒ´Øµµ = ¡ÜÒ´Øµ  Ðº
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ÅÓdeÐ B ha× a ÑÓÖe cÓÑÔÐeÜ deceÐeÖaØiÓÒ ÑaÔ:

ÚÒ´Ø · ½µ=G´¡ÜÒ´Øµ; ÚÒ´Øµµ :=
F ´ÚÒ´Øµµ  ÚÒ´Øµ

´«  ½µÚÒ´Øµ
[¡ÜÒ´Øµ  Ð   ÚÒ´Øµ]

´fÓÖ ÚÒ´Øµ  ¡ÜÒ´Øµ  Ð  «ÚÒ´Øµµ: ´56µ

Ìhe ÔaÖaÑeØeÖ « deØeÖÑiÒe× Øhe ÖaÒge ÛiØhiÒ Ûhich Øhe deceÐeÖaØiÓÒ ÑaÔ
G´¡Ü; Úµ i× Ù×edº FÓÖ headÛaÝ× Ðe×× ØhaÒ «ÚÒ´Øµ Øhe ÑaÔ G i× Ù×ed iÒ×Øead Óf
F ´Úµº ÆÓØe ØhaØ G´¡Ü; Ú = ¡Ü   Ðµ = ¡Ü   Ð aÒd G´¡Ü; Ú = ´¡Ü   Ðµ=«µ =
F ´Ú = ´¡Ü   Ðµ=«µ¸ iºeº G iÒØeÖÔÓÐaØe× beØÛeeÒ Øhe fÖee¹ÑÓØiÓÒ ÑaÔ F aÒd
Øhe ×ÙddeÒ bÖakiÒg ÑaÔ Óf ÑÓdeÐ Aº Ìhe fÙÐÐ ÚeÐÓciØÝ ÑaÔ Óf ÅÓdeÐ B i× ØhÙ×
giÚeÒ bÝ

ÅaÔÒ´ÚÒ´Øµ;¡ÜÒ´Øµµ =

8>><
>>:
F ´ÚÒ´Øµ; Ú

F
Ò µ fÓÖ «ÚÒ´Øµ  ¡ÜÒ´Øµ;

G´¡ÜÒ´Øµ; ÚÒ´Øµµ fÓÖ ÚÒ´Øµ  ¡ÜÒ´Øµ  «ÚÒ´Øµµ;

B´¡ÜÒ´Øµµ fÓÖ ¡ÜÒ´Øµ  ÚÒ´Øµµ:

´57µ

ÄÓcaÐ Ñea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÓÛ fÓÖ a ×Ý×ØeÑ Óf ÚehicÐe× ÛiØh di«eÖeÒØ ÔÖefeÖÖed
ÚeÐÓciØie× ÚF

Ò ÔÖÓdÙce a fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf iÒÚeÖ×e¹ ×haÔe ´×ee Figº 4Aµ
[½½½]º ÀeÖe Øhe ÒÓÒ¹ÙÒiÕÙeÒe×× Óf Øhe ÓÛ ha× a ×iÑÔÐe eÜÔÐaÒaØiÓÒº DÙe ØÓ
Øhe di«eÖeÒØ ÚF

Ò ¸ ÔÐaØÓÓÒ× fÓÖÑ behiÒd Øhe ×ÐÓÛe×Ø ÚehicÐe×º ÏheÒeÚeÖ ×Ùch a
ÔÐaØÓÓÒ Ôa××e× Øhe Ñea×ÙÖeÑeÒØ ÖegiÓÒ¸ a ÓÛ ÚaÐÙe ÓÒ Øhe ÐÓÛeÖ bÖaÒch i×
ÖecÓÖdedº ÇØheÖÛi×e¸ Øhe ÓÛ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÙÔÔeÖ bÖaÒchº

Åea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÔÓÛeÖ ×ÔecØÖaÐ deÒ×iØÝ Óf ØeÑÔÓÖaÐ deÒ×iØÝ ÙcØÙaØiÓÒ×¸
iºeº Øhe FÓÙÖieÖ ØÖaÒ×fÓÖÑ Óf Øhe ØiÑe¹×eÖie× Óf ÐÓcaÐ deÒ×iØie×¸ ×hÓÛ a ½=f«¹
behaÚiÓÙÖ ÛiØh «  ½:8 iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑeº DÙe ØÓ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic
dÝÒaÑic×¸ Øhe ×Ý×ØeÑ eÚÓÐÚe× iÒØÓ a ×ØaØe ÛiØh ÔÓÛeÖ¹ÐaÛ ÙcØÙaØiÓÒ×º ÁÒ
[½½¼¸½½½] iØ ha× beeÒ ×Ùgge×Øed ØhaØ Øhe ÓÖigiÒ Óf Øhe ½=f«¹ÙcØÙaØiÓÒ× i×
Øhe ÔÓÛeÖ¹ÐaÛ di×ØÖibÙØiÓÒ ´» ½=´¡Üµ¿:¼µ Óf Øhe headÛaÝ× ¡Ü¸ ×iÒce Øhe×e aÖe
ÖeÐaØed ØÓ deÒ×iØÝ ÛaÚe×º Ìhe ÓccÙÖeÒce Óf jaÑ× de×ØÖÓÝ× ÐÓÒg¹ØiÑe cÓÖÖeÐaØiÓÒ×
×iÒce ÚehicÐe× ÐÓÓ×e ØheiÖ ÑeÑÓÖÝ Óf cÙÖÖeÒØ ÙcØÙaØiÓÒ× ÛheÒ ØheÝ aÖe fÓÖced
ØÓ ×ØÓÔ iÒ a jaÑ [½½¼]º ÌheÖefÓÖe ÒÓ ½=f«¹behaÚiÓÙÖ caÒ be Ób×eÖÚed iÒ Øhe
jaÑÑed ÖegiÑeº

ÁÒ [½½¾] a cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÑÓdeÐ ba×ed ÓÒ ÓÔØiÑaÐ¹ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒ× ha× beeÒ
iÒØÖÓdÙced bÝ di×cÖeØiÞiÒg Øhe ØiÑe ÚaÖiabÐe Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ ´×ee Ëecº 6º¾µº
Ìhi× aÐÐÓÛ× ØÓ ×ØÙdÝ ×Ý×ØeÑ× ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖie× aÒd ÑÙÐØiÐaÒe ×Ý×ØeÑ×º
FÙÖØheÖÑÓÖe a ÑÙÐØiÔÐicaØiÚe ÖaÒdÓÑ ÒÓi×e caÒ be iÑÔÓ×ed iÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ
ÙÔdaØe ×Ó ØhaØ Øhe ÚeÐÓciØÝ ÑaÔ i× giÚeÒ bÝ

Ú´Ø · ½µ = [Ú´Øµ · « ´ÎÓÔØ´¡Üµ  Ú´Øµµ] ´½ · fÒÓi×eµ ´58µ
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ÛheÖe  ¾ [ ½=¾; ½=¾] i× a ÙÒifÓÖÑ ÖaÒdÓÑ ÚaÖiabÐe aÒd fÒÓi×e Øhe ÒÓi×e ÐeÚeÐº

7º¾ Ìhe ÑÓdeÐ Óf ÆageÐ aÒd ÀeÖÖÑaÒÒ

ÆageÐ aÒd ÀeÖÖÑaÒÒ ´ÆÀµ [½½¿] haÚe iÒØÖÓdÙced a cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÑÓdeÐ Ûhich
i× ÖeÐaØed ØÓ Øhe cÓÒØiÒÙÙÑ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆageÐ¹ËchÖeckeÒbeÖg ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa
ÑÓdeÐ ´×ee Ëecº 8µº A geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÆÀ ÑÓdeÐ ha× ÐaØeÖ beeÒ ÔÖe×eÒØed
iÒ [½½4]º ÎehicÐe× aÖe chaÖacØeÖiÞed bÝ a ÑaÜiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ aÒd a ×afeØÝ
di×ØaÒce «º Ìhe ÚeÐÓciØÝ ÑaÔ fÓÖ Øhe ÆÀ ÑÓdeÐ i× giÚeÒ bÝ

ÚÒ´Ø · ½µ =

8<
:ÑaÜ´¡ÜÒ´Øµ  Æ; ¼µ fÓÖ ÚÒ´Øµ > ¡ÜÒ´Øµ  «;

ÑiÒ´ÚÒ´Øµ · a; ÚÑaÜµ fÓÖ ÚÒ´Øµ < ¡ÜÒ´Øµ  ¬:
´59µ

ÁÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ ÙÔdaØe ×ØeÔ¸ ÚehicÐe× Ûhich haÚe a headÛaÝ ¡Ü ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ
Øhe ×afeØÝ di×ØaÒce « deceÐeÖaØeº Ìhe headÛaÝ di×ØaÒce afØeÖ deceÐeÖaØiÓÒ i×
deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ Æº ÎehicÐe× Ûhich haÚe a ÐaÖge eÒÓÙgh headÛaÝ̧
ÓÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ acceÐeÖaØeº Ìhe acceÐeÖaØiÓÒ cÓeÆcieÒØ a i× deØeÖÑiÒed bÝ
a = aÑaÜ ÑaÜ´½;¡ÜÒ´Øµ=µº

ËiÒce Øhe dÝÒaÑic× Óf Øhe ÑÓdeÐ i× deØeÖÑiÒi×Øic¸ Øhe behaÚiÓÙÖ deÔeÒd×
×ØÖÓÒgÐÝ ÓÒ ÙcØÙaØiÓÒ× Óf Øhe iÒiØiaÐ ×ØaØe [½½4]º FÓÖ eÕÙidi×ØaÒØ ×ØaÖØiÒg ÔÓ¹
×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ cÓÒ×i×Ø× Óf ØÛÓ ÐiÒeaÖ bÖaÒche×
ÛiØh ÑaÜiÑÙÑ ÓÛ f´cÑµ = ÚÑaÜcÑ aØ deÒ×iØÝ cÑ = ½=´ÚÑaÜ ·¬µº FÓÖ hÓÑÓ¹
geÒeÓÙ× ×ØaÖØiÒg ÔÓ×iØiÓÒ× Øhe ×Ý×ØeÑ i× fÖee¹ÓÛiÒg ÙÔ ØÓ a cÖiØicaÐ deÒ×iØÝ
ccÖiØº BeÝÓÒd Øhi× deÒ×iØÝ fÖee¹ÓÛiÒg aÒd cÓÒge×Øed aÖea× cÓeÜi×Øº

7º¿ Ìhe ÑÓdeÐ Óf ÃÖaÙ××¸ ÏagÒeÖ aÒd GaÛÖÓÒ

ÃÖaÙ×× eØ aÐº [½½5¸½½6] iÒØÖÓdÙced a ÛhÓÐe cÐa×× Óf ×ØÓcha×Øic ÑÓdeÐ× bÝ cÓÒ×id¹
eÖiÒg Òece××eÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× fÓÖ Øhe cÓÐÐi×iÓÒ¹fÖee ÑÓØiÓÒ Óf ÚehicÐe×º Ìhe ÑÓdeÐ×
aÖe cÓÒØiÒÙÓÙ× iÒ ×Ôace aÒd di×cÖeØe iÒ ØiÑeº

Ìhe ÚehicÐe× aÖe chaÖacØeÖiÞed bÝ a ÑaÜiÑÙÑ ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ¸ ØheiÖ acceÐeÖaØiÓÒ
aÒd deceÐeÖaØiÓÒ caÔabiÐiØie× a´Úµ aÒd b´Úµ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ aÒd ØheiÖ ÐeÒgØh Ð
Ûhich ÛiÐÐ be ØakeÒ ØÓ be Ð = ½ iÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒgº ÌheÒ Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× fÓÖ Øhe
ÚeÐÓciØÝ Ú aÒd Øhe ×Ôace cÓÓÖdiÒaØe Ü Óf each ÚehicÐe aÖe a× fÓÐÐÓÛ×:

ËØeÔ ½: DeØeÖÑiÒe de×iÖed ÚeÐÓciØÝº

Úde× = ÑiÒ [ÚÑaÜ; Ú · a´Úµ; Ú×afe]
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ËØeÔ ¾: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº

Ú = ÑaÜ [¼; ÖaÒd´Úde×   a; Úde×µ]

ËØeÔ ¿: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº
Ü! Ü · Ú

ÀeÖe ÖaÒd´Ú½; Ú¾µ deÒÓØe× a ÖaÒdÓÑ ÒÙÑbeÖ ÙÒifÓÖÑÐÝ di×ØÖibÙØed iÒ Øhe iÒ¹
ØeÖÚaÐ [Ú½; Ú¾µ aÒd Ú×afe i× a ÚeÐÓciØÝ Ûhich gÙaÖaÒØee× cÓÐÐi×iÓÒ ÑÓØiÓÒ Óf Øhe
ÚehicÐe×º ÁØ i× giÚeÒ eÜÔÐiciØÐÝ bÝ

Ú×afe = ÚÔ · b´Ú̂µ
g   ÚÔ

Ú̂ · b´Ú̂µ
: ´6¼µ

ÛheÖe ÚÔ i× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÔÖecediÒg ÚehicÐe ÐÓcaØed aØ ÜÔ aÒd g = ÜÔ Ü ½
i× Øhe headÛaÝ̧ iºeº Øhe di×ØaÒce ØÓ Øhe ÔÖecediÒg ÚehicÐeº

ÁÒ Øhe ×iÑÔÐe×Ø ca×e Øhe acceÐeÖaØiÓÒ aÒd deceÐeÖaØiÓÒ caÔabiÐiØie× dÓ ÒÓØ de¹
ÔeÒd ÓÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ̧ iºeº a´Úµ = a = cÓÒ×Ø aÒd b´Úµ = b = cÓÒ×Øº Ìhe
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÑÓdeÐ caÒ be cÐa××i¬ed iÒ ØhÖee di«eÖeÒØ faÑiÐie× ´×ee Figº
½½µº
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Figº ½½º ËcheÑaØic ×keØch Óf Øhe ØhÖee di«eÖeÒØ cÐa××e× Óf ÑÓdeÐ× iÒ Øhe ÃÏG ÑÓdeÐº

Ìhe ØhÖee faÑiÐie× Óf ÑÓdeÐ× ×keØched ×cheÑaØicaÐÐÝ iÒ Figº ½½ caÒ be chaÖac¹
ØeÖiÞed a× fÓÐÐÓÛ×:

CÐa×× Á: Àigh acceÐeÖaØiÓÒ
ÀeÖe ÒÓ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× jaÑÑiÒg eÜi×Ø×º FÓÖ a! ÚÑaÜ aÒd b ½ Øhe behaÚiÓÙÖ
i× ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ Óf a ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa ÑÓdeÐ ÛiØhÓÙØ ÚeÐÓciØÝ ÑeÑÓÖÝ iÒ¹
ØÖÓdÙced iÒ [½½7] Ûhich i× cÐÓ×eÐÝ ÖeÐaØed ØÓ Øhe Ãa×ØeÐeÝÒ ÑÓdeÐ [½½8] Óf
×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic×º ÁØ caÒ aÐ×Ó be iÒØeÖÔÖeØed a× 5¹ÚeÖØeÜ ÑÓdeÐ [½½9]º AÒÓØheÖ
ÑÓdeÐ beÐÓÒgiÒg ØÓ Øhi× cÐa×× ha× beeÒ iÒØÖÓdÙced bÝ FÙkÙi aÒd Á×hiba×hi [½¾¼]
´×ee Ëecº ½½º½µº

CÐa×× ÁÁ: Àigh acceÐeÖaØiÓÒ ß ÐÓÛ deceÐeÖaØiÓÒ
Ìhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ i× ideÒØicaÐ ØÓ Øhe ÑaÜiÑaÐ ÔÓ××ibÐe ÓÛº Ìhe jaÑÑiÒg
ØÖaÒ×iØiÓÒ i× ÒÓØ a ØÖÙe Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ¸ bÙØ ÖaØheÖ a cÖÓ××ÓÚeÖº Ìhe ÐiÑiØ
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b!½¸ a = ½ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ a cÓÒØiÒÙÙÑ ÚeÖ×iÓÒ Óf Øhe ÆageÐ¹ËchÖeckeÒbeÖg
ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa ÑÓdeÐ [¾¼] Ûhich ÛiÐÐ be iÒØÖÓdÙced iÒ Øhe ÒeÜØ ×ecØiÓÒº

CÐa×× ÁÁÁ: ÄÓÛ acceÐeÖaØiÓÒ ß ÐÓÛ deceÐeÖaØiÓÒ
Ìhe×e ÑÓdeÐ× eÜhibiØ Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ aÒd ÑeØa×ØabiÐiØÝº Ìhe jaÑÑiÒg ØÖaÒ¹
×iØiÓÒ i× Óf ¬Ö×Ø ÓÖdeÖº Ìhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ i× ÒÓØ ÑaÜiÑaÐº FÓÖ a ÚÑaÜ

aÒd b  ÚÑaÜ Øhe ÑÓdeÐ i× cÐÓ×eÐÝ ÖeÐaØed ØÓ Øhe GiÔÔ× ÑÓdeÐ [88] di×cÙ××ed
iÒ Ëecº 6º½º ÇØheÖ ÑÓdeÐ× beÐÓÒgiÒg ØÓ Øhi× cÐa×× aÖe Øhe ÃeÖÒeÖ¹ÃÓÒh�aÙ×eÖ
ÑÓdeÐ ´×ee Ëecº 4º4µ¸ Øhe ÓÔØiÑaÐ¹ÚeÐÓciØÝ ÑÓdeÐ ´Ëecº 6º¾µ aÒd Øhe ÑÓdeÐ×
ÛiØh ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe× Ûhich ÛiÐÐ be iÒØÖÓdÙced iÒ Ëecº 9º½º¾º

ÇÒ a ÑacÖÓ×cÓÔic ÐeÚeÐ¸ cÐa××e× Á¸ ÁÁ aÒd ÁÁÁ caÒ be di×ØiÒgÙi×hed bÝ Øhe ÓÖ¹
deÖiÒg Óf Øhe deÒ×iØie× cf aÒd cc¸ ÛheÖe cf i× Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a
jaÑ aÒd cc i× Øhe deÒ×iØÝ ÛheÖe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ÓÛ becÓÑe× ÙÒ×ØabÐe [½½6]º FÓÖ
cc > cf Øhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ i× ×ØabÐe aÒd Øhe ×Ý×ØeÑ Ôha×e¹×eÔaÖaØe× iÒØÓ
fÖee¹ÓÛ aÒd jaÑÑed ÖegiÓÒ×º FÙÖØheÖÑÓÖe¸ ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× caÒ be fÓÙÒdº
Ìhi× i× Øhe ØÝÔe Óf Øhe behaÚiÓÙÖ fÓÙÒd iÒ cÐa×× ÁÁÁº FÓÖ cc < cf ¸ ÓÒ Øhe ÓØheÖ
haÒd¸ Øhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ a jaÑ i× ÙÒ×ØabÐe aÒd ÒÓ ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× ÓÖ Ôha×e
×eÔaÖaØiÓÒ caÒ be fÓÙÒdº Ìhi× i× Øhe ØÝÔicaÐ behaÚiÓÙÖ Óf cÐa××e× Á aÒd ÁÁº
Ìhe×e cÐa××e× caÒ fÙÖØheÖ be di×ØiÒgÙi×hed ×iÒce iÒ cÐa×× Á ÓÒe dÓe× ÒÓØ ¬Òd
aÒÝ ×ØÖÙcØÙÖe fÓÖÑaØiÓÒ¸ Ðike ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× jaÑÑiÒg¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ cÐa×× ÁÁº

A ÖeÐaØed ÑÓdeÐ ha× beeÒ ×ØÙdied befÓÖe bÝ ÅigÓÛ×kÝ eØ aÐº [½¾½]º ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ
ÚehicÐe× aÖe aÐ×Ó chaÖacØeÖiÞed bÝ a ÑaÜiÑÙÑ ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ aÒd a bÓÙÒded
acceÐeÖaØiÓÒ caÔabiÐiØÝ ´ bÑaÜ < �Ü < aÑaÜµ Ûhich deØeÖÑiÒe× Øhe ×afeØÝ di×¹
ØaÒce d× Òece××aÖÝ ØÓ aÚÓid accideÒØ×º Ìhe iÒÚe×ØigaØiÓÒ× iÒ [½¾½] fÓcÙ××ed ÓÒ
Øhe e«ecØ Óf ×Ó¹caÐÐed dÖiÚiÒg ×ØÖaØegie×º Ìhe×e ×ØÖaØegie× aÖe chaÖacØeÖiÞed bÝ
a ÚecØÓÖ ´fÚ; fa; f×µ¸ ÛheÖe fÚ¸ fa aÒd f× aÖe Øhe fÖacØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe³× ÑaÜ¹
iÑaÐ ÚeÐÓciØÝ̧ acceÐeÖaØiÓÒ aÒd ×afeØÝ di×ØaÒce acØÙaÐÐÝ Ù×ed 9 ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº
Ìhi× caÒ Ðead ØÓ Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ Óf accideÒØ× aÒd aÐÐÓÛ× ØÓ ×ØÙdÝ Øhe ÒÙÑbeÖ
Óf cÖa×he× a× a fÙÒcØiÓÒ Óf Øhe dÖiÚiÒg ×ØÖaØegie×º

ÁÒ [½¾½] di«eÖeÒØ ×ØÖaØegie× haÚe beeÒ cÓÑÔaÖedº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ dÝÒaÑicaÐ
chaÒge× Óf ×ØÖaØegie× caÒ be iÒØÖÓdÙced Ûhich aÐÐÓÛ Øhe dÖiÚeÖ× ØÓ adaÔØ ØÓ
Øhe ÐÓcaÐ ØÖaÆc cÓÒdiØiÓÒ×º ÁÒ geÒeÖaÐ Øhi× Ðead× ØÓ a decÖea×e iÒ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf
accideÒØ×¸ jaÑ× aÒd fÙeÐ cÓÒ×ÙÑÔØiÓÒ¸ bÙØ aØ high deÒ×iØie× Øhe ÓÛ i× ÖedÙced
cÓÑÔaÖed ØÓ Øhe ca×e Óf ¬Üed ×ØÖaØegie×º

9 ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÚeÐÓciØÝ i× giÚeÒ bÝ Ú
´Òµ
ÑaÜ = f

´Òµ
Ú ÚÑaÜ eØcº
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8 ÆageÐ¹ËchÖeckeÒbeÖg ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa ÑÓdeÐ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc

ÓÒ highÛaÝ×

ÁÒ geÒeÖaÐ¸ CA aÖe ideaÐiÞaØiÓÒ Óf ÔhÝ×icaÐ ×Ý×ØeÑ× iÒ Ûhich bÓØh ×Ôace aÒd
ØiÑe aÖe a××ÙÑed ØÓ be di×cÖeØe aÒd each Óf Øhe iÒØeÖacØiÒg ÙÒiØ× caÒ haÚe ÓÒÐÝ
a ¬ÒiØe ÒÙÑbeÖ Óf di×cÖeØe ×ØaØe×º ÆÓØe ØhaØ fÓÖ a di×cÖeØiÞaØiÓÒ Óf di«eÖeÒØiaÐ
eÕÙaØiÓÒ×¸ eºgº ØhÓ×e Óf Øhe hÝdÖÓdÝÒaÑic aÔÔÖÓach¸ ×Ôace aÒd ØiÑe ÚaÖiabÐe×
aÖe di×cÖeØe¸ bÙØ Øhe ×ØaØe ÚaÖiabÐe ×ØiÐÐ i× cÓÒØiÒÙÓÙ×º Ìhe cÓÒceÔØ Óf CA Ûa×
iÒØÖÓdÙced iÒ ÒiÒeØeeÒ ¬fØie× bÝ ÚÓÒ ÆeÙÑaÒÒ ÛhiÐe fÓÖÑÙÐaØiÒg aÒ ab×ØÖacØ
ØheÓÖÝ Óf ×eÐf¹ÖeÔÐicaØiÒg cÓÑÔÙØiÒg ÑachiÒe× [½¾¾]º ÀÓÛeÚeÖ¸ iØ ÖeceiÚed Øhe
aØØeÒØiÓÒ Óf a ÛideÖ aÙdieÒce iÒ Øhe ÒiÒeØeeÒ ×eÚeÒØie× ØhÖÓÙgh CÓÒÛaÝ³× gaÑe
Óf Ðife [½¾¿]º Ìhe faÑiÐÝ Óf ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ CA Ûa× ×ØÙdied ×Ý×ØeÑaØicaÐÐÝ̧
iÒ Øhe ÒiÒeØeeÒ eighØie×¸ fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ Óf dÝÒaÑicaÐ ×Ý×ØeÑ× aÒd
ÔÓÔÙÐaÖiÞed bÝ ÏÓÐfÖaÑ [½8¸½¾4]º ËiÒce ØheÒ Øhe cÓÒceÔØ Óf CA ha× beeÒ
aÔÔÐied ØÓ ÑÓdeÐ a Ûide ÚaÖieØÝ Óf ×Ý×ØeÑ× [½¾5ß½¾7]º ÌÓ ÓÙÖ kÒÓÛÐedge¸ Øhe
¬Ö×Ø CA ÑÓdeÐ fÓÖ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc Ûa× iÒØÖÓdÙced bÝ CÖeÑeÖ aÒd ÄÙdÛig
[½¾8]º

ÁÒ Øhe CA ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc Øhe ÔÓ×iØiÓÒ¸ ×Ôeed¸ acceÐeÖaØiÓÒ a× ÛeÐÐ a× ØiÑe
aÖe ØÖeaØed a× di×cÖeØe ÚaÖiabÐe×º ÁÒ Øhi× aÔÔÖÓach¸ a ÐaÒe i× ÖeÔÖe×eÒØed bÝ a
ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÐaØØiceº Each Óf Øhe ÐaØØice ×iØe× ÖeÔÖe×eÒØ× a "ceÐÐ" Ûhich caÒ
be eiØheÖ eÑÔØÝ ÓÖ ÓccÙÔied bÝ aØ ÑÓ×Ø ÓÒe "ÚehicÐe" aØ a giÚeÒ iÒ×ØaÒØ Óf ØiÑe
´×ee Figº ½¾µº AØ each di×cÖeØe ØiÑe ×ØeÔ Ø! Ø · ½¸ Øhe ×ØaØe Óf Øhe ×Ý×ØeÑ i×
ÙÔdaØed fÓÐÐÓÛiÒg a ÛeÐÐ de¬Òed ÔÖe×cÖiÔØiÓÒ ´a ×ÙÑÑaÖÝ Óf ÚaÖiÓÙ× ÔÓ××ibÐe
di«eÖeÒØ ×cheÑe× Óf ÙÔdaØiÒg i× giÚeÒ iÒ AÔÔeÒdiÜ Aµº Ìhe cÓÑÔÙØaØiÓÒaÐ
eÆcieÒcÝ Óf Øhe di×cÖeØe CA ÑÓdeÐ× i× Øhe ÑaiÒ adÚaÒØage Óf Øhi× aÔÔÖÓach
ÓÚeÖ Øhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg aÒd cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice aÔÔÖÓache×º
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x x
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x x
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x x
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!

Figº ½¾º A ØÝÔicaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº Ìhe ÒÙÑbeÖ iÒ Øhe ÙÔÔeÖ
ÖighØ cÓÖÒeÖ i× Øhe ×Ôeed Óf Øhe ÚehicÐeº

ÁÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Øhe ×Ôeed Ú Óf each ÚehicÐe caÒ Øake ÓÒe Óf Øhe ÚÑaÜ · ½
aÐÐÓÛed iÒØegeÖ ÚaÐÙe× Ú = ¼; ½; :::; ÚÑaÜº ËÙÔÔÓ×e¸ ÜÒ aÒd ÚÒ deÒÓØe Øhe ÔÓ×iØiÓÒ
aÒd ×Ôeed¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐeº ÌheÒ¸ dÒ = ÜÒ·½   ÜÒ¸ i× Øhe gaÔ
iÒ beØÛeeÒ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aÒd Øhe ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØ Óf iØ aØ ØiÑe Øº AØ each
ØiÑe ×ØeÔ Ø ! Ø · ½¸ Øhe aÖÖaÒgeÑeÒØ Óf Øhe Æ ÚehicÐe× ÓÒ a ¬ÒiØe ÐaØØice Óf
ÐeÒgØh Ä i× ÙÔdaØed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ accÓÖdiÒg ØÓ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg "ÖÙÐe×":

ËØeÔ ½: AcceÐeÖaØiÓÒº Áf ÚÒ < ÚÑaÜ¸ Øhe ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe i× iÒcÖea×ed
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bÝ ÓÒe¸ bÙØ ÚÒ ÖeÑaiÒ× ÙÒaÐØeÖed if ÚÒ = ÚÑaÜ¸ iºeº

ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ · ½; ÚÑaÜµ ´Í½µ:

ËØeÔ ¾: DeceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µº Áf dÒ  ÚÒ¸ Øhe ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh
ÚehicÐe i× ÖedÙced ØÓ dÒ   ½¸ iºeº¸

ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µ ´Í¾µ:

ËØeÔ ¿: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº Áf ÚÒ > ¼¸ Øhe ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe i× decÖea×ed
ÖaÒdÓÑÐÝ bÝ ÙÒiØÝ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô bÙØ ÚÒ dÓe× ÒÓØ chaÒge if ÚÒ = ¼¸ iºeº¸

ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô ´Í¿µ:

ËØeÔ 4: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº Each ÚehicÐe i× ÑÓÚed fÓÖÛaÖd accÓÖdiÒg ØÓ iØ× ÒeÛ
ÚeÐÓciØÝ deØeÖÑiÒed iÒ ËØeÔ× ½ß¿¸ iºeº

ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒ ´Í4µ:

Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× a ÑiÒiÑaÐ ÑÓdeÐ iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ aÐÐ Øhe fÓÙÖ ×ØeÔ× aÖe
Òece××aÖÝ ØÓ ÖeÔÖÓdÙce Øhe ba×ic feaØÙÖe× Óf ÖeaÐ ØÖaÆc; hÓÛeÚeÖ¸ addiØiÓÒaÐ
ÖÙÐe× Òeed ØÓ be fÓÖÑÙÐaØed ØÓ caÔØÙÖe ÑÓÖe cÓÑÔÐeÜ ×iØÙaØiÓÒ×º Ìhe ×ØeÔ
½ ÖeecØ× Øhe geÒeÖaÐ ØeÒdeÒcÝ Óf Øhe dÖiÚeÖ× ØÓ dÖiÚe a× fa×Ø a× ÔÓ××ibÐe¸ if
aÐÐÓÛed ØÓ dÓ ×Ó¸ ÛiØhÓÙØ cÖÓ××iÒg Øhe ÑaÜiÑÙÑ ×Ôeed ÐiÑiØº Ìhe ×ØeÔ ¾ i×
iÒØeÒded ØÓ aÚÓid cÓÐÐi×iÓÒ beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe×º Ìhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ iÒ ×ØeÔ ¿
Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe di«eÖeÒØ behaÚiÓÙÖaÐ ÔaØØeÖÒ× Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ dÖiÚeÖ×¸
e×ÔeciaÐÐÝ̧ ÒÓÒdeØeÖÑiÒi×Øic acceÐeÖaØiÓÒ a× ÛeÐÐ a× ÓÚeÖÖeacØiÓÒ ÛhiÐe ×ÐÓÛiÒg
dÓÛÒ; Øhi× i× cÖÙciaÐÐÝ iÑÔÓÖØaÒØ fÓÖ Øhe ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf ØÖaÆc jaÑ×º
EÚeÒ chaÒgiÒg Øhe ÔÖeci×e ÓÖdeÖ Óf Øhe ×ØeÔ× Óf Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× ×ØaØed abÓÚe
ÛÓÙÐd chaÒge Øhe ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÑÓdeÐº Eºgº afØeÖ chaÒgiÒg Øhe ÓÖdeÖ Óf
×ØeÔ× ¾ aÒd ¿ ØheÖe ÛiÐÐ be ÒÓ ÓÚeÖÖeacØiÓÒ× aØ bÖakiÒg aÒd ØhÙ× ÒÓ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×
fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ×º Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÑaÝ be ÖegaÖded a× ×ØÓcha×Øic CA [½8]º
ÁÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e ÚÑaÜ = ½ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i×
eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ Øhe CA ÖÙÐe ½84 iÒ ÏÓÐfÖaÑ³× ÒÓØaØiÓÒ [½8] aÒd ×ÓÑe ab×ØÖacØ
eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhi× CA¹½84 ÖÙÐe× [½¾9] haÚe beeÒ ×ØÙdied iÒ Øhe ÑÓÖe geÒeÖaÐ
cÓÒØeÜØ Óf cÓÑÔÐeÜ dÝÒaÑic× aÒd ÔaÖØicÐe ÓÛº

ÏhÝ ×hÓÙÐd Øhe ÙÔdaØiÒg be dÓÒe iÒ ÔaÖaÐÐeÐ¸ ÖaØheÖ ØhaÒ iÒ ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ
ÑaÒÒeÖ¸ iÒ ØÖaÆc ÑÓdeÐ× Ðike Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ? ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ a ÖaÒdÓÑ ×e¹
ÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe¸ ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe caÒ Ðead ØÓ a chaiÒ Óf ÓÚeÖÖeacØiÓÒ×º ËÙÔÔÓ×e¸
a ÚehicÐe ×ÐÓÛ× dÓÛÒ dÙe Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔº Áf Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× i×
ÐaÖge eÒÓÙgh Øhi× ÑighØ fÓÖce Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe aÐ×Ó ØÓ bÖake iÒ Øhe deceÐ¹
eÖaØiÓÒ ×ØeÔº ÁÒ addiØiÓÒ¸ if Ô i× ÐaÖgeÖ ØhaÒ ÞeÖÓ¸ iØ ÑighØ bÖake eÚeÒ fÙÖØheÖ
iÒ ËØeÔ ¿º EÚeÒØÙaÐÐÝ Øhi× caÒ Ðead ØÓ Øhe ×ØÓÔÔiÒg Óf a ÚehicÐe¸ ØhÙ× cÖeaØiÒg
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a jaÑº Ìhi× ÑechaÒi×Ñ Óf ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× jaÑ fÓÖÑaØiÓÒ i× ÖaØheÖ ÖeaÐi×Øic aÒd
caÒÒÓØ be ÑÓdeÐed bÝ Øhe ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØeº

Ìhe ÙÔdaØe ×cheÑe Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× iÐÐÙ×ØÖaØed ÛiØh a ×iÑÔÐe eÜaÑÔÐe
iÒ Figº ½¿º

Figº ½¿º ËØeÔ¹bÝ¹×ØeÔ eÜaÑÔÐe fÓÖ Øhe aÔÔÐicaØiÓÒ Óf Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe×º Ïe haÚe
a××ÙÑed ÚÑaÜ = ¾ aÒd Ô = ½=¿º ÌheÖefÓÖe ÓÒ aÚeÖage ÓÒe ØhiÖd Óf Øhe caÖ× ÕÙaÐifÝiÒg
ÛiÐÐ ×ÐÓÛ dÓÛÒ iÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔº

ËÔace¹ØiÑe diagÖaÑ× ×hÓÛiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ deÑÓÒ¹
×ØÖaØe ØhaØ ÒÓ jaÑ i× ÔÖe×eÒØ aØ ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐÓÛ deÒ×iØie×¸ bÙØ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×
ÙcØÙaØiÓÒ× giÚe Öi×e ØÓ ØÖaÆc jaÑ× aØ higheÖ deÒ×iØie× ´Figº ½4´aµµº FÖÓÑ Øhe
Figº ½4´bµ iØ ×hÓÙÐd be ÓbÚiÓÙ× ØhaØ Øhe iÒØÖiÒ×ic ×ØÓcha×ØiciØÝ Óf Øhe dÝÒaÑic×
[¾¼]¸ aÖi×iÒg fÖÓÑ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ô¸ i× e××eÒØiaÐ fÓÖ ØÖiggeÖiÒg Øhe jaÑ× [¾¼¸½½¿]º FÓÖ
a ÖeaÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Óf highÛaÝ ØÖaÆc [¾¼]¸ Øhe ØÝÔicaÐ ÐeÒgØh Óf each ceÐÐ
×hÓÙÐd be abÓÙØ 7:5Ñ Ûhich i× Øhe ×Ôace ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe iÒ a deÒ×e jaÑº
ÏheÒ ÚÑaÜ = 5 each ØiÑe ×ØeÔ ×hÓÙÐd cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ ½ ×ec Óf
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Figº ½4º ÌÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 aÒd ´aµ
Ô = ¼:¾5; c = ¼:¾¼¸ ´bµ Ô = ¼; c = ¼:5º Each hÓÖiÞÓÒØaÐ ÖÓÛ Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe
iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd× ÖighØ ÛhiÐe Øhe ×Ùcce××iÚe
ÖÓÛ× Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ×aÑe ÚehicÐe× aØ Øhe ×Ùcce××iÚe ØiÑe ×ØeÔ×º

ÖeaÐ ØiÑe Ûhich i× Óf Øhe ÓÖdeÖ Óf Øhe ×hÓÖØe×Ø ÖeÐeÚaÒØ ØiÑe×caÐe iÒ ÖeaÐ ØÖaÆc¸
ÒaÑeÐÝ Øhe ÖeacØiÓÒ ØiÑe Óf Øhe dÖiÚeÖ×º

AÐÑÓ×Ø aÐÐ Øhe ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc cÓÒ×ideÖed iÒ Øhi× ÖeÚieÛ¸ iÒcÐÙdiÒg Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ¸ haÚe beeÒ fÓÖÑÙÐaØed iÒ ×Ùch a ÛaÝ ØhaØ ÒÓ accideÒØ beØÛeeÒ ×Ùcce××iÚe
ÚehicÐe× i× ÔÓ××ibÐeº ÀÓÛeÚeÖ¸ accideÒØ Óf Øhe ÚehicÐe× i× ÔÓ××ibÐe if Øhe cÓÒdiØiÓÒ
fÓÖ ×afe dÖiÚiÒg i× ÖeÐaÜedº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ BÓccaÖa eØ aÐº [½¿¼] ÖeÔÐaced Øhe
ÙÔdaØe ÖÙÐe Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ bÝ Øhe ÖÙÐe

if ÚÒ·½´Øµ > ¼ ØheÒ ÜÒ´Ø · ½µ = ÜÒ´Øµ · ÚÒ´Ø · ½µ · ¡Ú ´6½µ

ÛheÖe ¡Ú i× a BeÖÒÓÙÐÐi ÖaÒdÓÑ ÚaÖiabÐe Ûhich Øake× Øhe ÚaÐÙe ½ ÛiØh ÔÖÓba¹
biÐiØÝ ÔcaÖeÐe×× aÒd ÞeÖÓ ÛiØh Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ½ ÔcaÖeÐe××º Ìhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Èac Óf
accideÒØ ÔeÖ ÚehicÐe ÔeÖ ØiÑe ×ØeÔ i× a ÒÓÒ¹ÑÓÒÓØÓÒic fÙÒcØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe
deÒ×iØÝ c [½¿¼¸½¿½]º

8º½ ÊeÐaØiÓÒ ÛiØh ÓØheÖ ÑÓdeÐ×

8º½º½ ÊeÐaØiÓÒ ÛiØh ØÓØaÐÐÝ a×ÝÑÑeØÖic ×iÑÔÐe eÜcÐÙ×iÓÒ ÔÖÓce××

ÆÓÛ Ûe ÔÓiÒØ ÓÙØ Øhe ×iÑiÐaÖiØie× aÒd di«eÖeÒce× beØÛeeÒ Øhe ÚÑaÜ = ½
ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd Øhe ØÓØaÐÐÝ a×ÝÑÑeØÖic ×iÑÔÐe eÜcÐÙ×iÓÒ ÔÖÓ¹
ce×× ´ÌAËEÈµ Ûhich i× Øhe ×iÑÔÐe×Ø ÔÖÓØÓØÝÔe ÑÓdeÐ Óf iÒØeÖacØiÒg ×Ý×ØeÑ×
dÖiÚeÒ faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑ [½6¸½4¸½5]º ÁÒ Øhe ÌAËEÈ ´Figº ½5µ a ÖaÒdÓÑÐÝ chÓ¹
×eÒ ÔaÖØicÐe caÒ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd¸ bÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg¸ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Õ if Øhe
ÐaØØice ×iØe iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ Óf iØ i× eÑÔØÝº ÁØ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ a ÃaÛa×aki dÝ¹
ÒaÑic× [½¿¾] fÓÖ eÜchaÒge Óf a chaÖged ÔaÖØicÐe aÒd hÓÐe ÓÒ ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ
ÐaØØice ×iØe× aØ iÒ¬ÒiØe ØeÑÔeÖaØÙÖe aÒd iÒ Øhe ÔÖe×eÒce Óf aÒ iÒ¬ÒiØe eÐecØÖic
¬eÐd [½¿¿] ´×ee AÔÔeÒdiÜ B fÓÖ ×ÓÑe ØechÒicaÐ a×ÔecØ× Óf ÌAËEÈµº ËeÚeÖaÐ
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di«eÖeÒØ geÒeÖaÐiÞed ÚaÖiaÒØ× Óf Øhe ÌAËEÈ haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖedº FÓÖ eÜaÑ¹
ÔÐe¸ iÒ Øhe k¹hÓÔ ÑÓdeÐ [½¿4] a ÔaÖØicÐe caÒ eÜchaÒge iØ× ÔÓ×iØiÓÒ ÛiØh Øhe
ÒeaÖe×Ø¹hÓÐe ÓÒ iØ× ÖighØ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Õ¸ ÔÖÓÚided Øhe ×eÔaÖaØiÓÒ Óf Øhe ØÛÓ
×iØe× ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ i× ÒÓØ ÑÓÖe ØhaÒ k ÐaØØice ×ÔaciÒg×º Ìhe k¹hÓÔ ÑÓdeÐ
ÖedÙce× ØÓ Øhe ÌAËEÈ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e k = ½º

q

Figº ½5º AËEÈ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º

ÆÓØe ØhaØ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ eÚeÖÝ ÚehicÐe ÑÓÚe× fÓÖÛaÖd ÛiØh
ÔÖÓbabiÐiØÝ Õ = ½   Ô iÒ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø · ½ if Øhe ×iØe iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ
Óf iØ ÛeÖe eÑÔØÝ aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø; Øhi×¸ i× ×iÑiÐaÖ ØÓ ÌAËEÈº BÙØ¸ ÙÔdaØiÒg
i× dÓÒe iÒ ÔaÖaÐÐeÐ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛheÖea× ØhaØ iÒ Øhe ÌAËEÈ i× dÓÒe
iÒ a ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÑaÒÒeÖº ÆeÚeÖØheÐe××¸ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf ÚÑaÜ = ½
fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ achieÚe× ×ÔeciaÐ iÑÔÓÖØaÒce fÖÓÑ Øhe facØ ØhaØ ×Ó faÖ iØ
ha× beeÒ ÔÓ××ibÐe ØÓ deÖiÚe eÜacØ aÒaÐÝØicaÐ Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÓÒÐÝ
iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ÐiÑiØ× ´aµ Ô = ¼ aÒd aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ ´Ûhich Ûe haÚe aÐÖeadÝ
cÓÒ×ideÖedµ¸ aÒd ´bµ ÚÑaÜ = ½ aÒd aÖbiØÖaÖÝ Ôº

8º½º¾ ÊeÐaØiÓÒ ÛiØh ×ÙÖface gÖÓÛØh ÑÓdeÐ× aÒd Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ Ùid¹
dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖie× Óf ØÖaÆc

Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ caÒ be ÑaÔÔed ÓÒØÓ ×ØÓcha×Øic gÖÓÛØh ÑÓd¹
eÐ× Óf ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ×ÙÖface× iÒ a ØÛÓ¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÑediÙÑ¸ Øhe ×iÒgÐe¹×ØeÔ
ÑÓdeÐ [½¿5]º CÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ each cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ fjg Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
iÒ Øhe ×iØe¹ÓÖieÒØed de×cÖiÔØiÓÒ¸ ÓÒe caÒ ÓbØaiÒ a ÙÒiÕÙe ×ÙÖface ÔÖÓ¬Ðe fÀjg
ØhÖÓÙgh Øhe ÖeÐaØiÓÒ Àj = ½

¾

È
jk´½ ¾kµ [½¿5¸½¿6]º ÈicØÓÖiaÐÐÝ ÓÒe caÒ iÒØeÖ¹

ÔÖeØ Øhi× ÑaÔÔiÒg a× ×hÓÛÒ iÒ Figº ½6º ÈaÖØicÐe ´hÓÐeµ ÑÓÚeÑeÒØ ØÓ Øhe ÖighØ
´ÐefØµ cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ ÐÓcaÐ fÓÖÛaÖd gÖÓÛØh Óf Øhe ×ÙÖface Úia ÔaÖØicÐe deÔÓ×iØiÓÒº
ÁÒ Øhi× ×ceÒaÖiÓ a ÔaÖØicÐe eÚaÔÓÖaØiÓÒ ÛÓÙÐd cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ a ÔaÖØicÐe ´hÓÐeµ
ÑÓÚeÑeÒØ ØÓ Øhe ÐefØ ´ÖighØµ Ûhich i× ÒÓØ aÐÐÓÛed iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÁØ i×
ÛÓÖØh ÔÓiÒØiÒg ÓÙØ ØhaØ aÒÝ ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ iÒ Øhe ÖaØe Óf hÓÔÔiÒg beØÛeeÒ
ØÛÓ adjaceÒØ ×iØe× ÛÓÙÐd cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ cÓÐÙÑÒaÖ ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ iÒ Øhe
gÖÓÛØh ÖaØe fÓÖ Øhe ×ÙÖface [½¿7]º

Ìhe ×ÙÖface gÖÓÛØh ÑÓdeÐ de×cÖibed abÓÚe i× kÒÓÛÒ ØÓ be a di×cÖeØe cÓÙÒØeÖ¹
ÔaÖØ Óf cÓÒØiÒÙÙÑ ÑÓdeÐ× Óf gÖÓÛiÒg ×ÙÖface× ÛhÓ×e dÝÒaÑic× aÖe gÓÚeÖÒed
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Figº ½6º Ìhe ×cheÑaØic ÔicØÓÖiaÐ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ Óf Øhe ÑaÔÔiÒg Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
ÛiØh ÚÑaÜ = ½ ÓÒØÓ a ×ØÓcha×Øic ÑÓdeÐ Óf ×ÙÖface gÖÓÛØhº

bÝ Øhe ×Ó¹caÐÐed ÃaÖdaÖ¹ÈaÖi×i¹ZhaÒg eÕÙaØiÓÒ [½¿5¸½¿6]º ËiÒce Øhe ÃaÖdaÖ¹
ÈaÖi×i¹ZhaÒg eÕÙaØiÓÒ caÒ be ÑaÔÔed ÓÒØÓ Øhe BÙÖgeÖ× eÕÙaØiÓÒ [5¿] Ù×iÒg
Øhe CÓÐe¹ÀÓÔf ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ [½¿5]¸ iØ i× ÒÓØ ×ÙÖÔÖi×iÒg ØhaØ ×eÚeÖaÐ feaØÙÖe×
Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc aÖe de×cÖibed bÝ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aØ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ÐeÚeÐ
aÒd bÝ Øhe ÒÓi×Ý BÙÖgeÖ× eÕÙaØiÓÒ fÓÖ Øhe cÓaÖ×e¹gÖaiÒed cÓÒØiÒÙÙÑ Óf Øhe
Ùid¹dÝÒaÑicaÐ ØheÓÖÝ [½¿8]º

8º¾ ÄiÑiØiÒg ca×e× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

ÁÒ ×ÔiØe Óf Øhe facØ ØhaØ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ× Ô = ¼ aÒd Ô = ½ Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ dÓ ÒÓØ caÔØÙÖe ×ÓÑe Óf Øhe ÑÓ×Ø e××eÒØiaÐ feaØÙÖe× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc
iØ ÑaÝ be iÒ×ØÖÙcØiÚe ØÓ eÜaÑiÒe Øhe×e ÐiÑiØ× ØÓ gaiÒ iÒ×ighØ iÒØÓ Øhe feaØÙÖe×
Óf Øhi× ×iÑÔÐeÖ ×ceÒaÖiÓº AÒÓØheÖ ÐiÑiØiÒg ca×e Ûhich eÜhibiØ× a ×ÙÖÔÖi×iÒgÐÝ
cÓÑÔÐeÜ behaÚiÓÙÖ i× Øhe ca×e ÚÑaÜ =½º

8º¾º½ ÆaËch ÑÓdeÐ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ¼

Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ a ×ØÓcha×Øic CA¸ becÓÑe× a deØeÖÑiÒi×Øic CA iÒ Øhe ÐiÑiØ
Ô = ¼º ÁÒ Øhi× ×ÔeciaÐ ca×e¸ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic dÝÒaÑicaÐ ÙÔdaØe ÖÙÐe× Óf Øhe
ÑÓdeÐ caÒ be ÛÖiØØeÒ a×

ÚÒ´Ø · ½µ=ÑiÒ[ÚÑaÜ; ÚÒ´Øµ · ½; dÒ´Øµ  ½];

ÜÒ´Ø · ½µ= ÜÒ´Øµ · ÚÒ´Ø · ½µ ´6¾µ

Ûhich caÒ Ðead ØÓ ØÛÓ ØÝÔe× Óf ×ØeadÝ ×ØaØe× deÔeÒdiÒg ÓÒ Øhe deÒ×iØÝ c [½½¿]º
AØ ÐÓÛ deÒ×iØie×¸ Øhe ×Ý×ØeÑ caÒ ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞe ×Ó ØhaØ dÒ > ÚÑaÜ fÓÖ aÐÐ Ò aÒd¸
ØheÖefÓÖe¸ eÚeÖÝ ÚehicÐe caÒ ÑÓÚe ÛiØh ÚÑaÜ¸ iºeº¸ ÚÒ´Øµ = ÚÑaÜ¸ giÚiÒg Öi×e ØÓ
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÙÜ cÚÑaÜº Ìhi× ×ØeadÝ¹×ØaØe i×¸ hÓÛeÚeÖ¸ ÔÓ××ibÐe ÓÒÐÝ if
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eÒÓÙgh eÑÔØÝ ceÐÐ× aÖe aÚaiÐabÐe iÒ fÖÓÒØ Óf eÚeÖÝ ÚehicÐe¸ iºeº¸ fÓÖ c  cdeØ
Ñ =

´ÚÑaÜ ·½µ ½ aÒd Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÑaÜiÑÙÑ ÙÜ i× ÂdeØ
ÑaÜ = ÚÑaÜ=´ÚÑaÜ ·½µº

ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ fÓÖ c > cdeØ
Ñ ¸ dÒ´Øµ ½  ÑiÒ[ÚÒ´Øµ·½; ÚÑaÜ] aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸

Øhe ÖeÐeÚaÒØ ×ØeadÝ¹×ØaØe× aÖe chaÖacØeÖiÞed bÝ ÚÒ´Øµ = dÒ´Øµ ½¸ iºeº¸ Øhe ÓÛ i×
ÐiÑiØed bÝ Øhe deÒ×iØÝ Óf hÓÐe×º ËiÒce Øhe aÚeÖage di×ØaÒce¹headÛaÝ i× ½=c  ½¸
Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ¼ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
´fÓÖ aÒÝ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜµ i× giÚeÒ bÝ Øhe eÜacØ eÜÔÖe××iÓÒ

Â = ÑiÒ´cÚÑaÜ; ½  cµ: ´6¿µ

ÆÓØe ØhaØ Øhe Öe×ÙÐØ ÚÒ = ½=c   ½ i× ideÒØicaÐ ÛiØh GÖeeÒ×hieÐd× aÒ×aØÞ ÚÒ =
½=c  ½=cjaÑ if Ûe ideÒØifÝ cjaÑ = ½º

8º¾º¾ ÆaËch ÑÓdeÐ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ½

AÖeÒ³Ø Øhe ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÑaÜiÑÙÑ aÐÐÓÛed ×Ôeed ÚÑaÜ¸
iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ½¸ eÜacØÐÝ ideÒØicaÐ ØÓ ØhÓ×e Óf Øhe ×aÑe ÑÓdeÐ
ÛiØh ÑaÜiÑÙÑ aÐÐÓÛed ×Ôeed ÚÑaÜ   ½? AÐØhÓÙgh Øhi× eÜÔecØaØiÓÒ ÑaÝ ×eeÑ
ØÓ be cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Øhe Ób×eÖÚaØiÓÒ ØhaØ Â = ¼ fÓÖ aÐÐ c iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e
ÚÑaÜ = ½ = Ô¸ Øhe aÒ×ÛeÖ ØÓ Øhe ÕÙe×ØiÓÒ ÔÓ×ed abÓÚe i×: ÆÇº ÌÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd
Øhe ×ÙbØÐe feaØÙÖe× Óf Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ½ ÓÒe ha× ØÓ cÓÒ×ideÖ ÚÑaÜ >
½º YÓÙ caÒ ea×iÐÝ cÓÒÚiÒce ÝÓÙÖ×eÐf ØhaØ if¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ÚÑaÜ = ¾¸ ØheÒ¸ fÓÖ
c > ½=¿¸ aÐÐ ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe× cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ Â = ¼ becaÙ×e aØ Ðea×Ø ÓÒe ÚehicÐe
ÛiÐÐ haÚe ÓÒÐÝ ÓÒe eÑÔØÝ ceÐÐ iÒ fÖÓÒØ ´iºeº dÒ = ¾µ aÒd iØ ÛiÐÐ ÒeÚeÖ ×Ùcceed iÒ
ÑÓÚiÒg fÓÖÛaÖdº FÓÖ ÚÑaÜ = ¾ aÒd Ô = ½¸ aÐØhÓÙgh ØheÖe aÖe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe×
cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Â 6= ¼ fÓÖ aÐÐ c  ½=¿¸ ×Ùch ×ØaØe× aÖe ÑeØa×ØabÐe iÒ Øhe ×eÒ×e
ØhaØ aÒÝ ÐÓcaÐ eÜØeÖÒaÐ ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ Ðead× ØÓ cÓÑÔÐeØe bÖeakdÓÛÒ Óf Øhe ÓÛº
Áf Øhe iÒiØiaÐ ×ØaØe i× ÖaÒdÓÑ¸ ×Ùch ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× caÒÒÓØ Ðead ØÓ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ
Â becaÙ×e ØheÝ haÚe a ÚaÒi×hiÒg ÛeighØ iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØº ÀeÒce¸
if Ô = ½¸ aÐÐ ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ ×ØaØe× Ðead ØÓ Â = ¼ iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ iÖÖe×ÔecØiÚe Óf ÚÑaÜ aÒd c!

8º¾º¿ ÆaËch ÑÓdeÐ iÒ Øhe ÐiÑiØ ÚÑaÜ =½

Ìhe ÐiÑiØ ÚÑaÜ = ½ ha× beeÒ iÒØÖÓdÙced iÒ [½¿9]º ÇÒe ha× ØÓ be aÛaÖe ØhaØ
ØheÖe aÖe ×eÚeÖaÐ ÔÓ××ibÐe ÛaÝ× Óf ÔeÖfÓÖÑiÒg Øhi× ÐiÑiØ ×iÒce ÓÒÐÝ ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ×
Óf ÐeÒgØh Ä caÒ be ØÖeaØed iÒ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×º ÁÒ [½¿9] Øhe ca×e ÚÑaÜ = Ä
ha× beeÒ iÒÚe×ØigaØed ½¼ ¸ bÙØ ÓØheÖ ÐiÑiØiÒg ÔÖÓcedÙÖe× aÖe aÐ×Ó ÔÓ××ibÐe¸ eºgº
ÚÑaÜ » Ä« ÛiØh « > ¼ ÓÖ eÚeÒ ÚÑaÜ = ½ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞeº
ÁÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Øhe×e di«eÖeÒØ ÐiÑiØiÒg ÔÖÓcedÙÖe× cÓÙÐd Ðead ØÓ di«eÖeÒØ Öe×ÙÐØ×¸
bÙØ ÙÔ ØÓ ÒÓÛ ÒÓ ×Ý×ØeÑaØic ×ØÙdÝ ha× beeÒ ÔeÖfÓÖÑedº Ïe ØheÖefÓÖe Öe×ØÖicØ
ÓÙÖ×eÐÚe× ØÓ Øhe ca×e ÚÑaÜ = Ä ×ØÙdied iÒ [½¿9]º

½¼ Ëee aÐ×Ó [½½¿]¸ ÛheÖe Øhe ca×e Ô = ¼ Ûa× ×ØÙdiedº
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ËÙÖÔÖi×iÒgÐÝ ÓÒe ¬Òd× ØhaØ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ha× a fÓÖÑ ÕÙiØe di«eÖeÒØ
fÖÓÑ ØhaØ Óf Øhe ca×e Óf a ¬ÒiØe ÚÑaÜº Ìhe ÓÛ dÓe× ÒÓØ ÚaÒi×h iÒ Øhe ÐiÑiØ c!
¼ ×iÒce aÐÖeadÝ ÓÒe ×iÒgÐe caÖ ÔÖÓdÙce× a ¬ÒiØe ÚaÐÙe Óf Øhe ÓÛ¸ Â´c! ¼µ = ½º
DÙe ØÓ Øhe hiÒdÖaÒce e«ecØ Óf ÓØheÖ caÖ×¸ Â´cµ i× a ÑÓÒÓØÓÒicaÐÐÝ decÖea×iÒg
fÙÒcØiÓÒ Óf Øhe deÒ×iØÝ c ´×ee Figº ½7µº AÒÓØheÖ chaÖacØeÖi×Øic feaØÙÖe Óf Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ i× Øhe eÜi×ØaÒce Óf a ÔÐaØeaÙ aØ ÓÛ ÂÈ ÛheÖe Øhe ÚaÐÙe
ÂÈ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ Ô¸ bÙØ ÒÓØ ÓÒ Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞe Äº Ìhe ÐeÒgØh
Óf Øhe ÔÐaØeaÙ¸ ÓÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ iÒcÖea×e× ÛiØh Äº
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Figº ½7º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = Ä fÓÖ a ×Ý×ØeÑ ×iÞe
Óf Ä = ½¼¼¼ ´fÖÓÑ [½¿9]µº

ÏhaØ i× Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe ÐeadiÒg ØÓ ×Ùch a
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ? AØ ÐÓÛ deÒ×iØie×¸ ÛheÖe ÓÛ Â i× ÐaÖgeÖ ØhaÒ Øhe ÔÐaØeaÙ
ÚaÐÙe ÂÈ ¸ Øhe caÖ× ØeÒd ØÓ be ÙÒifÓÖÑÐÝ di×ØÖibÙØed jÙ×Ø a× iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic
ca×e Ô = ¼ ´×ee Ëecº 8º¾º½µº FÓÖ deÒ×iØie× iÒ Øhe ÔÐaØeaÙ ÖegiÑe¸ hÓÛeÚeÖ¸ ÓÒe
jaÑ eÜi×Ø× iÒ Øhe ×Ý×ØeÑ¸ ÛheÖea× fÓÖ higheÖ deÒ×iØie× ØheÖe i× ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe
jaÑº ÁÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØ¸ ÓÒe eÜÔecØ× a Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ aØ c = ¼
beØÛeeÒ a jaÑÐe×× Ôha×e ÛiØh Â = ½ aÒd a Ôha×e ÛiØh ÓÒe jaÑ aÒd ÓÛ
ÂÈ [½¿9]º ÁÒcÖea×iÒg Øhe deÒ×iØÝ fÙÖØheÖ¸ ÑÓÖe jaÑ× deÚeÐÓÔ aÒd Øhe ÔÐaØeaÙ
cea×e×º ÆÓØe ØhaØ Øhi× behaÚiÓÙÖ i× cÓÑÔÐeØeÐÝ di«eÖeÒØ fÖÓÑ Øhe ÔÖedicØiÓÒ Óf
ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ iÒ ØhaØ ÐiÑiØ [½4¼] ´×ee Ëecº 8º¿º½µ ×hÓÛiÒg Øhe iÑÔÓÖØaÒce
Óf cÓÖÖeÐaØiÓÒ×º

8º¿ AÒaÐÝØicaÐ ØheÓÖie× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×

CA aÖe¸ bÝ de×igÒ¸ ideaÐ fÓÖ ÐaÖge ×caÐe cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×º ÀÓÛeÚeÖ¸ ÔÖÓÔeÖ
iÒØeÖÔÖeØaØiÓÒ× Óf Øhe ÒÙÑeÖicaÐ daØa ÓbØaiÒed fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× aÖe
ÒÓØ aÐÛaÝ× ÕÙiØe ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd becaÙ×e Óf Øhe ¬ÒiØe¹×iÞe e«ecØ× aÒd "ÒÙ¹
ÑeÖicaÐ ÒÓi×e"º ÇÒe caÒÒÓØ deÒÝ Øhe iÑÔÓÖØaÒce Óf eÜacØ aÒaÐÝØicaÐ Öe×ÙÐØ× iÒ
ÔÖÓÚidiÒg a Øe×ØiÒg gÖÓÙÒd fÓÖ Øhe cÓÑÔÙØeÖ cÓde×º ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe
ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg Ñake× eÜacØ aÒaÐÝØicaÐ ×ÓÐÙØiÓÒ Óf CA ÑÓdeÐ× ÚeÖÝ diÆcÙÐØº
ÆeÚeÖØheÐe××¸ eÚeÒ iÒ ØhÓ×e ×iØÙaØiÓÒ× ÛheÖe eÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ× aÖe ÒÓØ ÔÓ××ibÐe¸
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a cÓÑbiÒaØiÓÒ Óf aÔÔÖÓÜiÑaØe aÒaÐÝØicaÐ ØÖeaØÑeÒØ× aÒd cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ
ÓfØeÒ ØÙÖÒ× ÓÙØ ÓÙØ ØÓ be ÚeÖÝ ÔÓÛeÖfÙÐ ÑeØhÓd Óf aÒaÐÝ×i× Óf a ÔÖÓbÐeÑº Ìhi×
aÔÔÖÓach ha× beeÒ ÕÙiØe ×Ùcce××fÙÐ iÒ ÖeceÒØ ÝeaÖ× iÒ Øhe ×ØÙdie× Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ aÒd iØ× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ×º

BefÓÖe Ûe ÔÖÓceed ÛiØh Øhe aÒaÐÝØicaÐ ØheÓÖie× iÒ Øhe ÒÓÒ¹deØeÖÑiÒi×Øic ÆaËch
ÑÓdeÐ¸ Ûe ÛÓÙÐd Ðike ØÓ ÔÓiÒØ ÓÙØ ØhaØ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Â´cµ i× kÒÓÛÒ
eÜacØÐÝ fÓÖ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ aÒd Ô iÒ Øhe ØÛÓ ÐiÑiØ× c ! ¼ aÒd c ! ½º ÁÒ Øhe
fÓÖÑeÖ ca×e¸ Â ³ cÚF ÛheÖe ÚF = ÚÑaÜ   Ô i× Øhe fÖee¹ÓÛ ÚeÐÓciØÝº ÇÒ Øhe
ÓØheÖ haÒd¸ iÒ Øhe ÐaØØeÖ ca×e¸ Â ³ ´½   Ôµ´½   cµ a× ÓÛ i× deØeÖÑiÒed bÝ
hÓÐe× ÑÓÚiÒg backÛaÖd× aØ a ×Ôeed ½  Ôº

8º¿º½ ËiØe¹ÓÖieÒØed ÒaiÚe ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

ÁÒ Øhe "×iØe¹ÓÖieÒØed" ØheÓÖie× ÓÒe de×cÖibe× Øhe ×ØaØe Óf Øhe ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ
Óf ÐeÒgØh Ä bÝ cÓÑÔÐeØeÐÝ ×ÔecifÝiÒg Øhe ×ØaØe Óf each ×iØe¸ iºeº¸ bÝ Øhe ×eØ
´½; ¾; :::; Äµ ÛheÖe j ´j = ½; ¾; :::; Äµ caÒ¸ iÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Øake ÚÑaÜ · ¾ ÚaÐÙe×
ÓÒe Óf Ûhich ÖeÔÖe×eÒØ× aÒ eÑÔØÝ ×iØe ÛhiÐe Øhe ÖeÑaiÒiÒg ÚÑaÜ ·½ cÓÖÖe×ÔÓÒd
ØÓ Øhe ÚÑaÜ ·½ ÔÓ××ibÐe ÚaÐÙe× Óf Øhe ×Ôeed Óf Øhe ÚehicÐe ÓccÙÔÝiÒg Øhe ×iØe jº
ÁÒ ×ÓÑe Óf Øhe aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ× Óf ×ØeadÝ¹×ØaØe ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ ÓÒe fÓÐÐÓÛ×¸ fÓÖ cÓÒÚeÒieÒce¸ Øhe ×eÕÙeÒce ¾   ¿   4   ½¸ iÒ×Øead Óf
½ ¾ ¿ 4 Óf Øhe ×Øage× Óf ÙÔdaØiÒg [½4¼] a× Øhi× ÑeÖeÐÝ ×hifØ× Øhe ×ØaÖØiÒg ×ØeÔ
aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ dÓe× ÒÓØ iÒÙeÒce Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÑÓdeÐº Ìhe
adÚaÒØage Óf Øhi× ÒeÛ ×eÕÙeÒce i× ØhaØ¸ iÒ a ×iØe¹ÓÖieÒØed ØheÓÖÝ̧ Øhe ÚaÖiabÐe
j caÒ ÒÓÛ Øake ÚÑaÜ ·½ ÚaÐÙe× a× ÒÓÒe Óf Øhe ÚehicÐe× caÒ haÚe a ×Ôeed Ú = ¼
aØ Øhe eÒd Óf Øhe acceÐeÖaØiÓÒ ×Øage Óf Øhe ÙÔdaØiÒgº

ÄeØ Ù× iÒØÖÓdÙce Øhe ÐaØØice ga× ÚaÖiabÐe× Ò´i; Øµ ØhÖÓÙgh Øhe fÓÐÐÓÛiÒg de¬Òi¹
ØiÓÒ: Ò´i; Øµ = ¼ if Øhe ×iØe ÐabeÐed bÝ i i× eÑÔØÝ aÒd Ò´i; Øµ = ½ if iØ i× ÓccÙÔied
bÝ a ÚehicÐe ´iÖÖe×ÔecØiÚe Óf Øhe ×Ôeedµº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe ×Ôace¹aÚeÖage Óf Ò´i; Øµ
i× Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×¸ iºeº¸

È
i Ò´i; Øµ=Ä = cº ËÙÔÔÓ×e¸ cÚ´i; Øµ i× Øhe

ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ ØheÖe i× a ÚehicÐe ÛiØh ×Ôeed Ú ´Ú = ¼; ½; ¾; :::; ÚÑaÜµ aØ Øhe ×iØe
i aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Øº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ c´i; Øµ =

ÈÚÑaÜ

Ú=¼ cÚ´i; Øµ i× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ
Øhe ×iØe i i× ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø aÒd d´i; Øµ = ½  c´i; Øµ i×
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ Øhe ×iØe i i× eÑÔØÝ aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Øº

ÁÒ Øhe ÒaiÚe ×iØe¹ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ´ËÇÅFµ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ fÓÖ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ ÓÒe ÛÖiØe× dÓÛÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ× ÖeÐaØiÒg cÚ´i; Ø·½µ ´Ú = ½; :::; ÚÑaÜµ ÛiØh
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× aØ ØiÑe Ø aÒd¸ ØheÒ¸ ×ÓÐÚe× Øhe eÕÙaØiÓÒ× iÒ Øhe
×ØeadÝ¹×ØaØe ´×ee Øhe AÔÔeÒdiÜ C fÓÖ a deØaiÐed deÖiÚaØiÓÒ Óf Øhe×e eÕÙaØiÓÒ×
fÓÖ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜµº ÁÒ Øhe ×iÑÔÐe×Ø ca×e Óf ÚÑaÜ = ½ aÒd ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ
cÓÒdiØiÓÒ× ÓÒe geØ× [½4¼]
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c¼´i; Ø · ½µ= c´i; Øµc´i · ½; Øµ · Ôc´i; Øµd´i · ½; Øµ; ´64µ

c½´i; Ø · ½µ= Õc´i  ½; Øµd´i; Øµ: ´65µ

Ìhe eÕÙaØiÓÒ ´64µ eÜÔÖe××e× Øhe ×iÑÔÐe facØ ØhaØ aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø · ½ Øhe
×Ôeed Óf Øhe ÚehicÐe aØ Øhe i¹Øh ×iØe caÒ be ÞeÖÓ eiØheÖ becaÙ×e Øhe ×iØe i · ½
Ûa× ÓccÙÔied aØ ØiÑe Ø ÓÖ becaÙ×e Óf ÖaÒdÓÑ deceÐeÖaØiÓÒ ´if Øhe ×iØe i·½ Ûa×
eÑÔØÝ aØ ØiÑe Øµº ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´65µ iÑÔÐie× ØhaØ Øhe ×Ôeed Óf Øhe
ÚehicÐe aØ Øhe ×iØe i caÒ be ½ aØ ØiÑe Ø · ½ if aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø Øhe ×iØe i Ûa×
eÑÔØÝ ÛhiÐe Øhe ×iØe i  ½ Ûa× ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe Ûhich did ÒÓØ deceÐeÖaØe
dÙÖiÒg Øhe ÖaÒdÓÑ deceÐeÖaØiÓÒ ×Øage Óf ÙÔdaØiÒgº

ÁÒ Øhe ×ØeadÝ ×ØaØe¸ cÚ´i; Øµ aÖe iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øº Be×ide×¸ if ÔeÖiÓdic bÓÙÒd¹
aÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÖe iÑÔÓ×ed¸ Øhe i¹deÔeÒdeÒce Óf cÚ´iµ aÐ×Ó dÖÓÔ× ÓÙØ iÒ Øhe
ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐ¹iÒÚaÖiaÒØ ×ØeadÝ¹×ØaØeº ÌheÖefÓÖe¸ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe

Â = c½ = Õc´½  cµ ´66µ

ÁØ ØÙÖÒ× ÓÙØ [½4¼] ØhaØ Øhe ÒaiÚe ËÇÅF ÙÒdeÖe×ØiÑaØe× Øhe ÙÜ fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜº
CÙÖiÓÙ×ÐÝ̧ if iÒ×Øead Óf ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg ÓÒe Ù×e× Øhe ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔ¹
daØiÒg¸ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ ÖedÙce× ØÓ Øhe ÌAËEÈ fÓÖ Ûhich Øhe
eÕÙaØiÓÒ ´66µ i× kÒÓÛÒ ØÓ be Øhe eÜacØ eÜÔÖe××iÓÒ fÓÖ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÙÜ
´×ee¸ eºgº¸ [¾¼]µ!

8º¿º¾ ÈaÖadi×icaÐ ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

ÏhaØ aÖe Øhe Öea×ÓÒ× fÓÖ Øhe×e di«eÖeÒce× aÖi×iÒg fÖÓÑ ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg aÒd
ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg? ÌheÖe aÖe "GaÖdeÒ Óf EdeÒ" ´GÓEµ [½4½] ×ØaØe×
´dÝÒaÑicaÐÐÝ fÓÖbiddeÒ ×ØaØe×µ [½4¾] Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Ûhich caÒÒÓØ be
Öeached bÝ Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg ÛheÖea× ÒÓ ×ØaØe i× dÝÒaÑicaÐÐÝ fÓÖbiddeÒ
if Øhe ÙÔdaØiÒg i× dÓÒe iÒ a ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÑaÒÒeÖº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Øhe
cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ×hÓÛÒ iÒ Figº ½8 i× a GÓE ×ØaØe ½½ becaÙ×e iØ cÓÙÐd ÓccÙÖ aØ
ØiÑe Ø ÓÒÐÝ if Øhe ØÛÓ ÚehicÐe× ÓccÙÔied Øhe ×aÑe ceÐÐ ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ aØ ØiÑe
Ø  ½º

2

x x
 

 1

x x
 

 

!

Figº ½8º A GÓE ×ØaØe fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ  ¾º

Ìhe ÒaiÚe ËÇÅF ØheÓÖÝ̧ di×cÙ××ed iÒ Øhe ÔÖecediÒg ×Ùb×ecØiÓÒ¸ dÓe× ÒÓØ eÜ¹
cÐÙde Øhe GÓE ×ØaØe×º ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Öe×ÙÐØ× Óf Øhe ÔaÖadi×icaÐ ÑeaÒ¹¬eÐd

½½ Ìhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ×hÓÛÒ iÒ Figº ½¾ i× aÐ×Ó a GÓE ×ØaØe!
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´ÔÅFµ ØheÓÖÝ aÖe deÖiÚed bÝ ÖeÔeaØiÒg Øhe caÐcÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe ÒaiÚe ËÇÅF
ØheÓÖÝ eÜcÐÙdiÒg aÐÐ Øhe GÓE ×ØaØe× fÖÓÑ cÓÒ×ideÖaØiÓÒº Ìhe eÜacØ eÜÔÖe××iÓÒ¸
giÚeÒ iÒ Øhe ÒeÜØ ×Ùb×ecØiÓÒ¸ fÓÖ Øhe ÙÜ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ i× ÓbØaiÒed iÒ Øhe ÔÅF ØheÓÖÝ ´×ee AÔÔeÒdiÜ D fÓÖ
deØaiÐed caÐcÙÐaØiÓÒ×µ¸ ØheÖebÝ iÒdicaØiÒg ØhaØ Øhe ÓÒÐÝ ×ÓÙÖce Óf cÓÖÖeÐaØiÓÒ
iÒ Øhi× ca×e i× Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg [½4¾]º BÙØ¸ fÓÖ ÚÑaÜ > ½¸ ØheÖe aÖe ÓØheÖ
×ÓÙÖce× Óf cÓÖÖeÐaØiÓÒ becaÙ×e Óf Ûhich eÜcÐÙ×iÓÒ Óf Øhe GÓE ×ØaØe× ÑeÖeÐÝ
iÑÔÖÓÚe× Øhe ÒaiÚe ËÇÅF e×ØiÑaØe Óf Øhe ÙÜ ´Figº ½9µ bÙØ dÓe× ÒÓØ ÝieÐd
eÜacØ Öe×ÙÐØ× [½4¾¸½4¿]º

Figº ½9º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ fÓÖ ÚÑaÜ = ¾ aÒd Ô = ¼:5 ´ÐefØµ aÒd Ô = ¼:½ ´ÖighØµº
CÓÑÔaÖi×ÓÒ Óf ÔaÖadi×icaÐ ÅFÌ ´fÙÐÐ ÐiÒeµ ÛiØh Öe×ÙÐØ× fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×
´¯µ aÒd Øhe ÒaiÚe ÅFÌ ´dÓØØed ÐiÒeµº

8º¿º¿ ËiØe¹ÓÖieÒØed cÐÙ×ØeÖ¹ØheÓÖeØic aÔÔÖÓach ØÓ Øhe ÆaËch ÅÓdeÐ

Ìhe ×iØe¹ÓÖieÒØed cÐÙ×ØeÖ ØheÓÖeØic aÔÔÖÓach Ðead× ØÓ a ×Ý×ØeÑaØic iÑÔÖÓÚeÑeÒØ
Óf Øhe ÒaiÚe ËÇÅF ØheÓÖÝ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº Ïe de¬Òe a Ò¹cÐÙ×ØeÖ ØÓ be
a cÓÐÐecØiÓÒ Óf Ò ×Ùcce××iÚe ×iØe× aÒd deÒÓØe Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf ¬ÒdiÒg aÒ Ò¹
cÐÙ×ØeÖ iÒ Øhe ×ØaØe ´½; ¾; :::; Òµ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe Óf Øhe ×Ý×ØeÑ bÝ Øhe
×ÝÑbÓÐ ÈÒ´½; ¾; :::; Òµº ÁÒ Øhe geÒeÖaÐ Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ [½4¼]¸ ÓÒe
diÚide× Øhe ÐaØØice iÒØÓ "cÐÙ×ØeÖ×" Óf ÐeÒgØh Ò ×Ùch ØhaØ ØÛÓ ÒeighbÓÙÖiÒg
cÐÙ×ØeÖ× haÚe Ò   ½ ×iØe× iÒ cÓÑÑÓÒ ´×ee Figº ¾¼µ; aÒ Ò¹cÐÙ×ØeÖ i× ØÖeaØed
eÜacØÐÝ aÒd Øhe cÐÙ×ØeÖ i× cÓÙÔÐed ØÓ Øhe Öe×Ø Óf Øhe ×Ý×ØeÑ iÒ a ×eÐf¹cÓÒ×i×ØeÒØ
ÛaÝ̧ a× Ûe ×haÐÐ ×hÓÛ iÒ Øhi× ×Ùb×ecØiÓÒº EÚeÒ ÛiØhÓÙØ aÒÝ caÐcÙÐaØiÓÒ¸ ÓÒe
ÛÓÙÐd eÜÔecØ ØhaØ¸ fÓÖ a giÚeÒ ÚÑaÜ¸ Øhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ×hÓÙÐd ÝieÐd
ÑÓÖe accÙÖaØe Öe×ÙÐØ× ÛiØh iÒcÖea×iÒg Ò aÒd ×hÓÙÐd giÚe eÜacØ Öe×ÙÐØ× iÒ Øhe
ÐiÑiØ Ò ! ½º FÓÖØÙÒaØeÐÝ̧ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e ÚÑaÜ = ½ eÜacØ Öe×ÙÐØ× aÖe
ÓbØaiÒed aÐÖeadÝ fÓÖ Ò a× ×ÑaÐÐ a× ¾¸ iºeº¸ Øhe Öe×ÙÐØ× Óf ¾¹cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ×
aÖe eÜacØ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ [½4¼]º

ÄeØ Ù× ¬Ö×Ø eÜÔÐaiÒ Øhe keÝ cÓÒceÔØ× iÒÚÓÐÚed iÒ Øhe cÐÙ×ØeÖ ØheÓÖÝº ÁØ i×
×ØÖaighØfÓÖÛaÖd ØÓ ÚeÖifÝ̧ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf ÚÑaÜ = ½¸ ØhaØ Øhe
×ØaØe Óf Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ i; i·½ aØ ØiÑe Ø·½ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ×ØaØe Óf Øhe 4¹cÐÙ×ØeÖ
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Figº ¾¼º DecÓÑÔÓ×iØiÓÒ Óf a ÐaØØice iÒØÓ ´aµ ½¹cÐÙ×ØeÖ× ´bµ ¾¹cÐÙ×ØeÖ× aÒd ´cµ ¿¹cÐÙ×ØeÖ×
iÒ Øhe ËÇÅF ØheÓÖÝº

´i ½; i; i·½; i·¾µ aØ ØiÑe Øº ÁÒ geÒeÖaÐ¸ iÒ Øhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ fÓÖ aÒ
aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ ÓÒe ha× ØÓ Øake iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe ÚehicÐe× ØhaØ caÒ eÒØeÖ aÒ
Ò¹cÐÙ×ØeÖ fÖÓÑ ÓÒe Óf Øhe ÚÑaÜ ceÐÐ× ØÓ iØ× ÐefØ aÒd caÒ ÐeaÚe iØ ØÓ ÓccÙÔÝ ÓÒe
Óf Øhe ÚÑaÜ ceÐÐ× ØÓ iØ× ÖighØº ÌheÖefÓÖe¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ Øhe ×ØaØe j; j·½; :::j·Ò ½

Óf aÒ Ò¹cÐÙ×ØeÖ aØ ØiÑe Ø · ½ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ×ØaØe Óf a Ò · ¾ÚÑaÜ cÐÙ×ØeÖ
j ÚÑaÜ

; :::j; j·½; :::; j·Ò ½; :::; j·Ò ½·ÚÑaÜ
aØ ØiÑe Øº ÌheÖefÓÖe¸ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ

ca×e Óf ÚÑaÜ = ½¸ Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ×

È¾´i; i·½; Ø · ½µ =
X
j

Ï ´i; i·½ji ½; i; i·½; i·¾µÈ4´i ½; i; i·½; i·¾; Øµ

´67µ

gÓÚeÖÒiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× È¾´i; i·½µ iÒÚÓÐÚe
Øhe 4¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× fÓÖ aÐÐ ØhÓ×e cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× ´i ½; i; i·½; i·¾; Øµ Ûhich
caÒ Ðead ØÓ Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ´i; i·½; Ø · ½µ ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ a×
ÛeÐÐ a× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ ÔÖÓbabiÐiØie× Ï ´i; i·½ji ½; i; i·½; i·¾µº
ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ gÓÚeÖÒiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe 4¹cÐÙ×ØeÖ
ÔÖÓbabiÐiØie× È4´i ½; i; i·½; i·¾µ iÒÚÓÐÚe 6¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie×¸ aÒd ×Ó ÓÒº ÁÒ
ÓÖdeÖ ØÓ ÓbØaiÒ a cÐÓ×ed ×eØ Óf eÕÙaØiÓÒ× ÓÒe ha× ØÓ ØÖÙÒcaØe Øhi× hieÖaÖchÝ
iÒ aÒ aÔÔÖÓÔÖiaØe ÑaÒÒeÖ; iÒ Øhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÓÒe eÜÔÖe××e× Øhe
´Ò·¾ÚÑaÜµ¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× iÒ ØeÖÑ× Óf ÔÖÓdÙcØ× Óf Ò¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie×º

Ìhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÖeÔÖe×eÒØed geÓÑeØÖicaÐÐÝ iÒ Figº ¾¼ fÓÖ Ò = ½
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caÒ be eÜÔÖe××ed ÑaØheÑaØicaÐÐÝ a×

È ´j ¾; j ½; j; j·½; j·¾µ =
j·¾Y

i=j ¾

È½´iµ ´68µ

ÌhÙ×¸ ½¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ Øhe ÒaiÚe ËÇÅF aÔÔÖÓÜiÑa¹
ØiÓÒº Ìhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÖeÔÖe×eÒØed geÓÑeØÖicaÐÐÝ iÒ Figº ¾¼ caÒ be
eÜÔÖe××ed ÑaØheÑaØicaÐÐÝ a× [½4¼]

È ´j ¾; j ½; j; j·½; j·¾; j·¿µ»È¾´j ¾; j ½µÈ¾´j ½; jµÈ¾´j; j·½µ

¡È¾´j·½; j·¾µÈ¾´j·¾; j·¿µ ´69µ

ÓÖ¸ ÑÓÖe ÔÖeci×eÐÝ̧

È ´j ¾; j ½; j; j·½; j·¾; j·¿µ=È¾´j ¾jj ½µÈ¾´j ½jjµÈ¾´j; j·½µ

¡È¾´j·½jj·¾µÈ¾´j·¾jj·¿µ ´7¼µ

ÛheÖe

È¾´j ½jjµ =
È¾´j ½; jµÈ

j ½
È¾´j ½; jµ

´7½µ

aÖe ¾¹cÐÙ×ØeÖ cÓÒdiØiÓÒaÐ ÔÖÓbabiÐiØie×º ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe ¿¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ
cÓÒ×i×Ø× Óf Øhe aÔÔÖÓÜiÑaØe facØÓÖiÞaØiÓÒ

È ´j ¾; j ½; j; j·½; j·¾; j·¿; j·4µ = È¿´j ¾jj ½; jµÈ¿´j ½jj; j·½µ

¡È¿´j; j·½; j·¾µÈ¿´j·½; j·¾jj·¿µÈ¿´j·¾; j·¿jj·4µ: ´7¾µ

AÒaÐÓgÙÓÙ× facØÓÖiÞaØiÓÒ× hÓÐd fÓÖ aÒ aÖbiØÖaÖÝ ÒÙÑbeÖ Óf ×iØe× ÓÒ Øhe ÐefØ¹
haÒd¹×ide Óf ´68µ¸´7¼µ aÒd ´7¾µº

ÄeØ Ù× ÒÓÛ iÐÐÙ×ØÖaØe Øhe ×cheÑe Óf Øhe cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ bÝ caÖÖÝiÒg ÓÙØ Øhe caÐcÙÐaØiÓÒ fÓÖ Øhe ×iÑÔÐe×Ø ca×e¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe ¾¹
cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× fÓÖ ÚÑaÜ = ½º FÓÖ cÓÒÚeÒieÒce¸ ÓÒe fÓÐÐÓÛ× Øhe ×eÕÙeÒce
¾ ¿ 4 ½¸ iÒ×Øead Óf ½ ¾ ¿ 4 Óf Øhe ×Øage× Óf ÙÔdaØiÒg ×Ó ØhaØ¸ fÓÖ ÚÑaÜ = ½¸
a ØÛÓ¹×ØaØe ÚaÖiabÐe  i× adeÕÙaØe ØÓ de×cÖibe Øhe ×ØaØe Óf a ÐaØØice ×iØe;  = ¼; ½
cÓÖÖe×ÔÓÒd¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ØÓ aÒ eÑÔØÝ ×iØe aÒd a ×iØe ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe ÛiØh
×Ôeed ½º ÌhÙ×¸ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf ÚÑaÜ = ½ ÓÒe ÛÓÙÐd Òeed ÓÒÐÝ fÓÙÖ ¾¹
cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie×¸ ÒaÑeÐÝ̧ È¾´¼; ¼µ; È¾´½; ¼µ; È¾´¼; ½µ; È¾´½; ½µº ÁÒØeÖe×ØiÒgÐÝ̧
Øhe cÓÒ×ØÖaiÒØ×

È¾´½; ¼µ · È¾´½; ½µ = c ´7¿µ
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aÒd

È¾´¼; ¼µ · È¾´¼; ½µ = ½  c ´74µ

ØÓgeØheÖ ÛiØh Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ×ÝÑÑeØÖÝ

È¾´½; ¼µ = È¾´¼; ½µ ´75µ

ÐeaÚe ÓÒÐÝ ÓÒe Óf Øhe fÓÙÖ ¾¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie×¸ ×aÝ̧ È¾´½; ¼µ¸ a× aÒ iÒde¹
ÔeÒdeÒØ ÚaÖiabÐe Ûhich ÓÒe Òeed× ØÓ caÐcÙÐaØe bÝ ×ÓÐÚiÒg Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg
Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒº FÓÖ geÒeÖaÐ ÚÑaÜ¸ Øhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÓÒ Øhe ÖighØ
haÒd ×ide Óf Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ Ðead× ØÓ ´ÚÑaÜ ·½µÒ ÒÓÒÐiÒeaÖ eÕÙaØiÓÒ×; Øhe
ÒÙÑbeÖ Óf iÒdeÔeÒdeÒØ eÕÙaØiÓÒ× geØ× ÖedÙced bÝ Øhe ×Ó¹caÐÐed ÃÓÐÑÓgÓÖÓÚ
cÓÒ×i×ØeÒcÝ cÓÒdiØiÓÒ× [½44]º

Í×iÒg ´7¼µ ÓÒe facØÓÖiÞe× Øhe 4¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× ÓÒ Øhe ÖighØ¹haÒd¹×ide Óf
´67µ fÓÖ È¾´½; ¼µ iÒ ØeÖÑ× Óf ¾¹cÐÙ×ØeÖ cÓÒdiØiÓÒaÐ ÔÖÓbabiÐiØie×º ÁÒ Øhe ¬Ö×Ø cÓÐ¹
ÙÑÒ Óf Øhe ØabÐe iÒ Figº ¾½ Ûe Ði×Ø aÐÐ ØhÓ×e cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× ´i ½; i; i·½; i·¾; Øµ
Ûhich caÒ Ðead ØÓ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×¸ ×hÓÛÒ iÒ Øhe ×ecÓÒd cÓÐÙÑÒ¸ Ûhich i×
Øhe eÜhaÙ×ØiÚe Ði×Ø Óf Øhe 4¹cÐÙ×ØeÖ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× each haÚiÒg i = ½; i·½ = ¼;
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ ÔÖÓbabiÐiØie× Ï ´½; ¼ji ½; i; i·½; i·¾µ aÖe giÚeÒ
iÒ Øhe ØhiÖd cÓÐÙÑÒº

Figº ¾½º Ìhe fÓÙÖ ciÖcÐe× iÒ Øhe ¬Ö×Ø ØÛÓ cÓÐÙÑÒ× ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ×ØaØe× Óf Øhe ×iØe× Óf
a 4¹cÐÙ×ØeÖ; Øhe ÓÔeÒ aÒd ¬ÐÐed ciÖcÐe× cÓÖÖe×ÔÓÒd¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ØÓ eÑÔØÝ ×iØe× aÒd
×iØe× ÓccÙÔied bÝ ÚehicÐe× ÛiØh ×Ôeed Ú = ½º

Í×iÒg Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× aØ Ø aÒd Ø·½ a× ÛeÐÐ a× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ
ÔÖÓbabiÐiØie× giÚeÒ iÒ ØabÐe iÒ Figº ¾½ Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ ´67µ fÓÖ È¾´½; ¼µ
ÖedÙce× ØÓ Øhe ÕÙadÖaØic aÐgebÖaic eÕÙaØiÓÒ

ÕÝ¾   Ý · c´½  cµ = ¼ ´76µ

ÛheÖe Ûe haÚe Ù×ed Øhe ×hÓÖØhaÒd ÒÓØaØiÓÒ Ý = È¾´½; ¼µº ËÓÐÚiÒg Øhi× ÕÙadÖaØic
eÕÙaØiÓÒ Ûe geØ [½4¼] ´×ee aÐ×Ó [½45]µ

È¾´½; ¼µ =
½

¾Õ


½ 

Õ
½  4Õc´½  cµ


´77µ
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aÒd¸ heÒce¸ È¾´½; ½µ; È¾´¼; ¼µ; È¾´¼; ½µ fÖÓÑ Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´7¿µ¸ ´74µ aÒd ´75µº
ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe eÜÔÖe××iÓÒ ´77µ e×ØabÐi×he× ØhaØ È¾´½; ¼µ  È½´½µÈ½´¼µ = c´½ cµ¸
Ûhich iÒdicaØe× aÒ e«ecØiÚe ÔaÖØicÐe¹hÓÐe aØØÖacØiÓÒ ´ÔaÖØicÐe¹ÔaÖØicÐe ÖeÔÙÐ¹
×iÓÒµ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½º FÙÖØheÖÑÓÖe¸ fÖÓÑ eÕÙaØiÓÒ ´77µ ÓÒe
geØ× Øhe eÜÔÖe××iÓÒ

Â´c; Ôµ = ÕÈ¾´½; ¼µ =
½

¾


½ 

Õ
½  4Õc´½  cµ


´78µ

Ûhich caÒ be ÔÖÓÚed [½4¼] ØÓ be Øhe eÜacØ eÜÔÖe××iÓÒ fÓÖ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg
ÙÜº ÁØ i× ÒÓØ diÆcÙÐØ ØÓ caÖÖÝ ÓÙØ ¾¹cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× fÓÖ higheÖ ÚaÐÙe× Óf
ÚÑaÜ¸ bÙØ ÓÒe geØ× ÓÒÐÝ aÔÔÖÓÜiÑaØe Öe×ÙÐØ× fÓÖ ÚÑaÜ > ½ [½4¼]º
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Figº ¾¾º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ ´aµ ÚÑaÜ = ½ aÒd ´bµ
ÚÑaÜ > ½¸ bÓØh fÓÖ Ô = ¼:¾5º Ìhe daØa fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½ haÚe beeÒ ÓbØaiÒed ØhÖÓÙgh
cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×º

AÒ iÒØeÖe×ØiÒg feaØÙÖe Óf Øhe eÜÔÖe××iÓÒ ´78µ i× ØhaØ Øhe ÙÜ i× iÒÚaÖiaÒØ ÙÒdeÖ
chaÖge cÓÒjÙgaØiÓÒ¸ iºeº¸ ÙÒdeÖ Øhe ÓÔeÖaØiÓÒ c ! ´½  cµ Ûhich iÒØeÖchaÒge×
ÔaÖØicÐe× aÒd hÓÐe×º ÌheÖefÓÖe¸ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ i× ×ÝÑÑeØÖic abÓÙØ
c = ½=¾ ÛheÒ ÚÑaÜ = ½ ´×ee Figº ¾¾´aµµº AÐØhÓÙgh Øhi× ×ÝÑÑeØÖÝ bÖeak× dÓÛÒ
fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½ ´×ee Figº ¾¾´bµµ¸ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ×
aÔÔeaÖ ÑÓÖe ÖeaÐi×Øicº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ fÓÖ giÚeÒ Ô¸ Øhe ÑagÒiØÙde Óf cÑ decÖea×e×
ÛiØh iÒcÖea×iÒg ÚÑaÜ a× Øhe higheÖ i× Øhe ÚÑaÜ Øhe ÐÓÒgeÖ i× Øhe e«ecØiÚe ÖaÒge
Óf iÒØeÖacØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× ´×ee Figº ¾¾µº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ fÓÖ ÚÑaÜ = ½¸ ÙÜ
ÑeÖeÐÝ decÖea×e× ÛiØh iÒcÖea×iÒg Ô ´×ee eÕÒº ´78µµ¸ bÙØ ÖeÑaiÒ× ×ÝÑÑeØÖic
abÓÙØ c = ½=¾ = cÑº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½¸ iÒcÖea×iÒg Ô ÒÓØ
ÓÒÐÝ Ðead× ØÓ ×ÑaÐÐeÖ ÙÜ bÙØ aÐ×Ó ÐÓÛeÖ× cÑ ´Figº ¾¿µº

FÓÖ ÚÑaÜ > ½¸ ÓÒe Òeed× ØÓ caÖÖÝ ÓÙØ higheÖ ÓÖdeÖ cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× [½4¼¸½4¿]
ØÓ geØ ÑÓÖe accÙÖaØe Öe×ÙÐØ× ØhaÒ ØhÓ×e ÓbØaiÒed iÒ Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑa¹
ØiÓÒº FÓÖ ÚÑaÜ = ¾¸ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× ÓbØaiÒed fÖÓÑ Øhe Ò¹cÐÙ×ØeÖ
aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ´Ò = ½; ¾; ::; 5µ aÖe cÓÑÔaÖed iÒ Figº ¾4 ÛiØh Øhe ÅÓÒØe CaÖÐÓ
daØaº Ìhi× cÓÑÔaÖi×ÓÒ cÐeaÖÐÝ e×ØabÐi×he× a ÖaÔid cÓÒÚeÖgeÒce ÛiØh iÒcÖea×iÒg
Ò aÒd aÐÖeadÝ fÓÖ Ò = 4 Øhe di«eÖeÒce beØÛeeÒ Øhe cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ aÒd
ÅC daØa i× eÜØÖeÑeÐÝ ×ÑaÐÐº ÁÒ [½4¿] Øhe cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× fÓÖ ÚÑaÜ = ¾
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Figº ¾¿º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 aÖe ÔÐÓØØed
fÓÖ a feÛ ÚaÐÙe× Óf Ôº

haÚe beeÒ ÓbØaiÒed fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×º Ìhe Öe×ÙÐØ× ×Ùgge×Ø ØhaØ Øhe
Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ fÓÖ Ò  ¿ becÓÑe× a×ÝÑÔØÓØicaÐÐÝ eÜacØ iÒ Øhe ÐiÑiØ
Ô! ¼º
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Figº ¾4º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ¾ iÒ Øhe
Ò¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ´Ò = ½; ¾; ::; 5µº

8º¿º4 CaÖ¹ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

ÁÒ Øhe "caÖ¹ÓÖieÒØed" ØheÓÖie× Øhe ×ØaØe Óf Øhe ØÖaÆc ×Ý×ØeÑ i× de×cÖibed bÝ
×ÔecifÝiÒg Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× aÒd ×Ôeed× Óf aÐÐ Øhe Æ ÚehicÐe× iÒ Øhe ×Ý×ØeÑ [½46]º
ËÙÔÔÓ×e¸ ÈÒ´Øµ i× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ØÓ ¬Òd aØ ØiÑe Ø eÜacØÐÝ Ò eÑÔØÝ ×iØe×
iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ Óf a ÚehicÐeº AÒÓØheÖ aÙÜiÐiaÖÝ ÕÙaÒØiØÝ̧ Ûhich ØÙÖÒ×
ÓÙØ ØÓ be ÚeÖÝ cÓÒÚeÒieÒØ ØÓ Ù×e iÒ ×eÚeÖaÐ di«eÖeÒØ caÐcÙÐaØiÓÒ×¸ i× g´Øµ¸ Øhe
ÔÖÓbabiÐiØÝ aØ ØiÑe Ø ØhaØ a ÚehicÐe ÑÓÚe× iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔº Ìhe×e ØÛÓ
×eØ× Óf ÕÙaÒØiØie×¸ ÒaÑeÐÝ̧ ÈÒ´Øµ aÒd g´Øµ aÖe ÖeÐaØedº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ iÒ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½¸ a ÚehicÐe ÛiÐÐ ÑÓÚe iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔ if
ØheÖe i× aØ Ðea×Ø ÓÒe eÑÔØÝ ceÐÐ iÒ fÖÓÒØ Óf iØ ´ÔÖÓbabiÐiØÝ

È
Ò½ ÈÒ´Øµµ aÒd

6¿



if iØ dÓe× ÒÓØ deceÐeÖaØe iÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔ ´ÔÖÓbabiÐiØÝ Õµ; ØheÖefÓÖe¸
g´Øµ = Õ[

È
Ò½ ÈÒ´Øµ] = Õ[½   È¼´Øµ]º ÀeÒce Øhe ÙÜ Â´c; Ôµ caÒ be ÓbØaiÒed

fÖÓÑ Â´c; Ôµ = cg = cÕ[½  È¼]º

Ìhe e××eÒce Óf Øhe caÖ¹ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ´CÇÅFµ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ [½46] i× ØÓ
ÒegÐecØ Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ Øhe gaÔ× iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe ×Ùcce××iÚe caÖ× ½¾ º
Ìhe eÕÙaØiÓÒ× de×cÖibiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÔÖÓbabiÐiØie× ÈÒ´Øµ¸ ÙÒdeÖ
Øhi× aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ´×ee AÔÔeÒdiÜ E fÓÖ Øhe deÖiÚaØiÓÒ Óf Øhe×e eÕÙaØiÓÒ×µ¸
caÒ be ×ÓÐÚed iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe Ù×iÒg a geÒeÖaØiÒg fÙÒcØiÓÒ ØechÒiÕÙe [½46]º
FÓÐÐÓÛiÒg Øhi× aÔÔÖÓach¸ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e ÚÑaÜ = ½¸ ÓÒe ÖecÓÚeÖ× Øhe eÜacØ
eÜÔÖe××iÓÒ ´78µ fÓÖ Â´c; Ôµ = cÕ[½  È¼]º

FÓÖ ÚÑaÜ = ¾ ÓÒe ha× ØÓ di×ØiÒgÙi×h beØÛeeÒ ÈÒ´Ú = ½µ aÒd ÈÒ´Ú = ¾µº
ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ÓÒe ha× ØÓ geÒeÖaÐiÞe Øhe ÕÙaÒØiØÝ g ØÓ g«¸ Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ Øhe
ÚehicÐe ÑÓÚe× « ceÐÐ× ´« = ½; ¾µ iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔº AÔÔÐÝiÒg Øhe ×aÑe
geÒeÖaØiÒg fÙÒcØiÓÒ ØechÒiÕÙe× a× fÓÖ ÚÑaÜ = ½¸ ÓÒe caÒ aÐ×Ó ×ÓÐÚe Øhe cÓÙÔÐed
×eØ× Óf ×ØeadÝ¹×ØaØe eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÈÒ´Ú = ½µ aÒd ÈÒ´Ú = ¾µ fÓÖ ÚÑaÜ = ¾ bÙØ
geØ× ÓÒÐÝ aÔÔÖÓÜiÑaØe Öe×ÙÐØ× [½46]º

ÁÒØeÖe×ØiÒgÐÝ̧ ¬ÒiØe ×iÞe Óf Øhe ×Ý×ØeÑ a«ecØ× Øhe eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÚÑaÜ = ¾ iÒ
a ÑÙch ÑÓÖe dÖaÑaØic ÛaÝ [½4¿] ØhaÒ ØhÓ×e fÓÖ ÚÑaÜ = ½ ØheÖebÝ ÖeÚeaÐiÒg
Øhe iÒØÖiÒ×ic ÕÙaÐiØaØiÚe di«eÖeÒce× iÒ Øhe ÒaØÙÖe Óf cÓÖÖeÐaØiÓÒ× iÒ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ aÒd ÚÑaÜ > ½º

CÓÑÔaÖi×ÓÒ× ÛiØh ÅÓÒØe CaÖÐÓ ×iÑÙÐaØiÓÒ× ×hÓÛ ØhaØ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ¿¹
cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ fÓÖ ÚÑaÜ = ¾ CÇÅF dÓe× ÒÓØ becÓÑe a×ÝÑÔØÓØicaÐÐÝ
eÜacØ iÒ Øhe ÐiÑiØ Ô ! ¼º Ìhi× iÑÔÐie× ØhaØ eÚeÒ iÒ Øhi× ÐiÑiØ cÓÖÖeÐaØiÓÒ×
beØÛeeÒ Øhe headÛaÝ× aÖe ÒÓØ ÒegÐigibÐeº ÁØ i× iÒØeÖe×ØiÒg¸ hÓÛeÚeÖ¸ ØhaØ fÓÖ
Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ÓÒe ¬Òd× aÒ eÜceÐÐeÒØ agÖeeÑeÒØ beØÛeeÒ ÅC ×iÑ¹
ÙÐaØiÓÒ× aÒd Øhe ÔÖedicØiÓÒ× Óf CÇÅF [½46] fÓÖ Ô ! ¼º Ìhe Öea×ÓÒ i× ØhaØ
iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ ÑaÒÝ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× eÜi×Ø Ûhich ÔÖÓdÙce Øhe ×aÑe
ÓÛº CÇÅF i× ÒÓØ abÐe ØÓ ideÒØifÝ Øhe dÓÑiÒaØiÒg ×ØÖÙcØÙÖe× cÓÖÖecØÐÝ̧ bÙØ
ÒeÚeÖØheÐe×× caÒ ÔÖedicØ Øhe cÓÖÖecØ cÙÖÖeÒØº

8º¿º5 ÅicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe

A× Ûe haÚe ×eeÒ ÅFÌ ÙÒdeÖe×ØiÑaØe× Øhe ÓÛ iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe cÓÒ¹
×ideÖabÐÝº DeÚiaØiÓÒ× becÓÑe ÐaÖgeÖ fÓÖ higheÖ ÚeÐÓciØie× ÚÑaÜº Ìhi× ×hÓÛ× Øhe
iÑÔÓÖØaÒce Óf cÓÖÖeÐaØiÓÒ×º A× de×cÖibed abÓÚe a ÔaÖØicÐe¹hÓÐe aØØÖacØiÓÒ eÜi×Øº
Í×iÒg Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× fÓÖ ÚÑaÜ = ½ Øhi× aØØÖacØiÓÒ caÒ be eÜÔÖe××ed
iÒ ÑaØheÑaØicaÐ fÓÖÑ a× È¾´½; ¼µ > È½´½µÈ½´¼µ = c´½  cµº

½¾ A ×iÑiÐaÖ aÔÔÖÓach¸ Øhe ×Ó¹caÐÐed iÒØeÖÔaÖØicÐe di×ØÖibÙØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ× ØechÒiÕÙe¸ i×
Ù×ed fÓÖ ×ØÙdÝiÒg ÖeacØiÓÒ¹di«Ù×iÓÒ ×Ý×ØeÑ× [½47]º
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FÓÖ ÚÑaÜ = ½ aÐÐ iÑÔÖÓÚeÑeÒØ× Óf ÅFÌ ´¾¹CÐÙ×ØeÖ¸ CÇÅF aÒd ÔÅFÌµ aÖe
eÜacØº ÀeÖe ÓÒÐÝ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ ÒeighbÓÙÖiÒg ceÐÐ× aÖe iÑÔÓÖØaÒØº Ìhe
facØ ØhaØ ÔÅFÌ i× eÜacØ ×hÓÛ× ØhaØ ÒÓ ³ØÖÙe³ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× eÜi×Øº AÐÐ cÓÖÖeÐaØiÓÒ×
haÚe ØheiÖ ÓÖigiÒ iÒ Øhe eÜi×ØeÒce Óf GÓE ×ØaØe×º Ìhi× aÐ×Ó heÐÔ× ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd
ÛhÝ fÓÖ ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic× aÐÖeadÝ ÅFÌ i× eÜacØ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ aÒd
Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× ÙÒcÓÖÖeÐaØedº Ìhe Öea×ÓÒ i× ×iÑÔÐÝ ØhaØ fÓÖ ÖaÒdÓÑ¹
×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic× ÒÓ GÓE ×ØaØe× eÜi×Ø!

Ìhe ×iØÙaØiÓÒ chaÒge× fÓÖ higheÖ ÚeÐÓciØie× ÚÑaÜ > ½º ÀeÖe ÔÅFÌ i× ÒÓ ÐÓÒgeÖ
eÜacØ ½¿ º ÌheÖefÓÖe ³ØÖÙe³ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× eÜi×Øº Ìhi× cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe Ób×eÖ¹
ÚaØiÓÒ Ñade iÒ [½4¼] ØhaØ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ×hÓÛ× a ÕÙaÐiØaØiÚeÐÝ di«eÖeÒØ
behaÚiÓÙÖ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ aÒd ÚÑaÜ > ½º FÙÖØheÖÑÓÖe iØ eÜÔÐaiÒ× ÛhÝ ×Ó faÖ Øhe
eÜacØ deØeÖÑiÒaØiÓÒ Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe fÓÖ ÚÑaÜ > ½ ha× ÒÓØ beeÒ ÔÓ××ibÐeº

ÁØ i× iÒØeÖe×ØiÒg ØÓ iÒÚe×ØigaØe hÓÛ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ
×ØaØe deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ Ôº FÓÖ Ô = ¼ Ûe haÚe ×eeÒ iÒ Ëecº 8º¾º½
ØhaØ fÓÖ deÒ×iØie× c  ½=´ÚÑaÜ · ½µ Øhe ÚehicÐe× aÖÖaÒge ØheÑ×eÐÚe× iÒ ×Ùch a
ÛaÝ ØhaØ aÐÐ headÛaÝ× aÖe aØ Ðea×Ø ÚÑaÜº Ìhi× i× ÒÓ ÐÓÒgeÖ ÔÓ××ibÐe fÓÖ ÐaÖgeÖ
deÒ×iØie×¸ bÙØ ×ØiÐÐ Øhe ÚehicÐe× haÚe Øhe ØeÒdeÒcÝ ØÓ ÑaÜiÑiÞe ØheiÖ headÛaÝº
FÙÖØheÖÑÓÖe¸ fÓÖ Ô = ¼ ÒÓ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× eÜi×Ø× ×iÒce ÓÚeÖ¹
ÖeacØiÓÒ× aÖe ÒÓØ ÔÓ××ibÐeº Ìhe behaÚiÓÙÖ iÒ Øhi× ÐiÑiØ caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a×
cÓÑiÒg fÖÓÑ a kiÒd Óf "ÖeÔÙÐ×iÚe iÒØeÖacØiÓÒ" beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe×º

Ìhe behaÚiÓÙÖ fÓÖ Ô = ½ i× a ÐiØØÐe biØ di«eÖeÒØº ÀeÖe Ûe haÚe ×eeÒ iÒ Ëecº 8º¾º¾
ØhaØ ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× ÛiØh ¬ÒiØe ÓÛ eÜi×Ø fÓÖ c  ½=¿ aÒd ÚÑaÜ > ½º

FÓÖ ¼ < Ô < ½ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe iÒØeÖÔÓÐaØe× beØÛeeÒ Øhe×e ØÛÓ ÐiÑ¹
iØiÒg ca×e×º Ìhi× caÒ be ×eeÒ bÝ aÒaÐÝ×iÒg Øhe ¿¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× ÓbØaiÒed
fÖÓÑ ÅÓÒØe CaÖÐÓ ×iÑÙÐaØiÓÒ× [½4¿]º FÓÖ ×ÑaÐÐ Ô Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe Óf
Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ³ÖeÔÙÐ×iÚe iÒØeÖacØiÓÒ×³ beØÛeeÒ Úe¹
hicÐe×º ÏiØh iÒcÖea×iÒg Ô ÓÒe ¬Òd× a ØeÒdeÒcÝ ØÓÛaÖd× Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ iÒØÓ
jaÑÑed aÒd fÖee¹ÓÛ ÖegiÓÒ×º A ×ØaÒdiÒg ÚehicÐe i× abÐe ØÓ iÒdÙce a jaÑ eÚeÒ
aØ ÐÓÛ deÒ×iØie× ×iÒce Øhe Öe×ØaÖØ ÔÖÓbabiÐiØÝ i× ×ÑaÐÐº Ìhe jaÑ× fÓÖÑed aÖe
ØÝÔicaÐÐÝ ÒÓØ cÓÑÔacØ¸ bÙØ Óf Øhe fÓÖÑ `º¼º¼º¼º³ ×iÒce a ÚehicÐe aÔÔÖÓachiÒg Øhe
jaÑ ×ÐÓÛ× dÓÛÒ iÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔ ÛiØh a ÖaØheÖ high ÔÖÓbabiÐiØÝº

CÓÒcÐÙdiÒg ÓÒe ÑighØ ×aÝ ØhaØ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe fÓÖ ¼ < Ô < ½ i×
deØeÖÑiÒed bÝ Øhe cÓÑÔeØiØiÓÒ Óf Øhe ØÛÓ "¬Üed ÔÓiÒØ×" Ô = ¼ aÒd Ô = ½º

½¿ ÆÓØe ØhaØ fÓÖ ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic× aÐ×Ó ÅFÌ i× ÒÓ ÐÓÒgeÖ eÜacØ!
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8º4 ËÔaØiÓ¹ØeÑÔÓÖaÐ ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ Óf ÚehicÐe×; i× ØheÖe a Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ?

Ìhe deÒ×iØÝ cÑ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ ÑaÜiÑÙÑ ÙÜ i× aÒ ÓbÚiÓÙ× ¬Ö×Ø caÒdidaØe
fÓÖ a cÖiØicaÐ deÒ×iØÝ ×eÔaÖaØiÒg Øhe ÖegiÑe× Óf fÖee¹ÓÛ aÒd cÓÒge×Øed ÓÛ
iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº Ïe ×haÐÐ ×hÓÛ iÒ Øhi× ×Ùb×ecØiÓÒ ØhaØ Øhi×¸ iÒdeed¸ i× a
cÖiØicaÐ ÔÓiÒØ ÔÖÓÚided Ô = ¼º ÀÓÛeÚeÖ¸ iÒ ×ÔiØe Óf ×ØÖÓÒg iÒdicaØiÓÒ× ØhaØ¸
ÔÖÓbabÐÝ̧ a ÒÓi×e¹iÒdÙced ×ÑeaÖiÒg Óf Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ Øake× ÔÐace ÛheÒ Ô 6= ¼¸
ÖigÓÖÓÙ× ÔÖÓÓf× aÖe ×ØiÐÐ ÐackiÒgº

¯ ÇÖdeÖ ÔaÖaÑeØeÖ

FÓÖ a ÔÖÓÔeÖ de×cÖiÔØiÓÒ Óf a Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ ÓÒe ×hÓÙÐd iÒØÖÓdÙce aÒ aÔÔÖÓ¹
ÔÖiaØe ÓÖdeÖ ÔaÖaÑeØeÖ Ûhich caÒ di×ØiÒgÙi×h Øhe ØÛÓ Ôha×e× becaÙ×e Óf iØ×
di«eÖeÒØ ÕÙaÐiØaØiÚe behaÚiÓÖ ÛiØhiÒ Øhe ØÛÓ Ôha×e× [¾4¸¾5]º

A ¬Ö×Ø caÒdidaØe [½48] fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛÓÙÐd be Øhe aÚeÖage fÖacØiÓÒ Óf
ÚehicÐe× aØ Öe×Ø¸ iºeº¸ ÛiØh iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ×Ôeed Ú = ¼º ÁÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ
Ô = ¼ Øhi×¸ iÒdeed¸ ×eÖÚe× Øhe ÔÙÖÔÓ×e Óf Øhe ÓÖdeÖ ÔaÖaÑeØeÖ fÓÖ Øhe ×haÖÔ
ØÖaÒ×iØiÓÒ aØ cdeØ

Ñ fÖÓÑ Øhe fÖee¹ÓÛiÒg dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÓ Øhe cÓÒge×Øed dÝ¹
ÒaÑicaÐ Ôha×eº BÙØ¸ iÒ Øhe geÒeÖaÐ ca×e Óf ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ô¸ ØheÖe i× a ÒÓÒ¹ÚaÒi×hiÒg
ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ a ÚehicÐe cÓÑe× ØÓ aÒ iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× Öe×Ø ÑeÖeÐÝ becaÙ×e Óf
ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg eÚeÒ aØ eÜØÖeÑeÐÝ ÐÓÛ deÒ×iØÝ c; Øhi× ÔÖÓbabiÐiØÝ i× Ô fÓÖ
ÚÑaÜ = ½ aÒd decÖea×e× ÛiØh iÒcÖea×iÒg cº

Ìhe ÒeÜØ ÓbÚiÓÙ× chÓice ÛÓÙÐd be [½49] Øhe deÒ×iØÝ Óf ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÖ ÔaiÖ×
iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe

Ñ =
½

Ì

½

Ä

ÌX
Ø=½

ÄX
j=½

ÒjÒj·½; ´79µ

ÛheÖe¸ a× de¬Òed eaÖÐieÖ¸ Òj = ¼ fÓÖ aÒ eÑÔØÝ ceÐÐ aÒd Òj = ½ fÓÖ a ceÐÐ
ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe ´iÖÖe×ÔecØiÚe Óf iØ× ÚeÐÓciØÝµº BecaÙ×e Óf Øhe ×ØeÔ ¾ Óf
Øhe ÙÔdaØiÒg ÖÙÐe ´deceÐeÖaØiÓÒ dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µ Ñ giÚe× Øhe ×Ôace¹ØiÑe¹
aÚeÖaged deÒ×iØÝ Óf ØhÓ×e ÚehicÐe× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ ¼ Ûhich had ØÓ bÖake dÙe ØÓ
Øhe ÒeÜØ ÚehicÐe aheadº

Ìhe Figº ¾5´aµ ×hÓÛ× ØhaØ Ñ ÚaÒi×he× aØ cdeØ
Ñ if Ô = ¼º ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd if

Ô 6= ¼¸ Ñ dÓe× ÒÓØ ÚaÒi×h eÚeÒ fÓÖ c < cÑ aÐØhÓÙgh Ñ becÓÑe× ÖaØheÖ ×ÑaÐÐ
aØ ×ÑaÐÐ deÒ×iØie× ´×ee Figº ¾5´bµµº

Ïe ÒÓÛ ÔÖe×eÒØ a heÙÖi×Øic aÖgÙÑeÒØ ØÓ ÔÓiÒØ ÓÙØ ÛhÝ aÒÝ ÕÙaÒØiØÝ ÖeÐaØed
ØÓ Øhe fÖacØiÓÒ Óf jaÑÑed ÚehicÐe× i× ÒÓÒ¹ÞeÖÓ aØ aÒÝ deÒ×iØÝ c > ¼ aÒd¸ heÒce¸
iÒadeÕÙaØe ØÓ ×eÖÚe a× aÒ ÓÖdeÖ ÔaÖaÑeØeÖ [½5¼]º ÌÓ ×ÐÓÛ dÓÛÒ ØÓ ÚÑaÜ   ¾ a
ÚehicÐe ÑÙ×Ø be hiÒdeÖed bÝ ÓÒe ÖaÒdÓÑÐÝ bÖakiÒg ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØº ËiÑiÐaÖÐÝ̧
ØÓ Öeach a ×Ôeed ÚÑaÜ   ¿ a ÚehicÐe ÑÙ×Ø ¬Òd ØÛÓ ÚehicÐe× ÛiØhiÒ Øhe ÖaÒge Óf
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Figº ¾5º Ìhe deÒ×iØÝ¹deÔeÒdeÒce Óf Øhe ÓÖdeÖ ÔaÖaÑeØeÖ Ñ iÒ ´aµ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic
ÐiÑiØ Ô = ¼ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´ÚÑaÜ = ½; ¾µ aÒd ´bµ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh
ÚÑaÜ = ¾¸ Ô = ¼:5º

iÒØeÖacØiÓÒ¸ aÒd ×Ó ÓÒº Ìhe ÔÖÓbabiÐiØÝ fÓÖ Ò ÚehicÐe× ØÓ be fÓÙÒd iÒ Øhe cÐÓ×e
ÚiciÒiØÝ Óf a giÚeÒ ÚehicÐe i× ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ cÒº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ
ÈÚ´cµ Óf ¬ÒdiÒg a ÚehicÐe ÛiØh ×Ôeed Ú < ÚÑaÜ  ½ i× ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ cÚÑaÜ ½ Ú

aÒd¸ heÒce¸ eÚeÒ fÓÖ Ú = ¼¸ ÈÚ´cµ i×¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ fÓÖ aÐÐ c! ¼º

¯ ËÔaØiaÐ cÓÖÖeÐaØiÓÒ×

A ×ØÖikiÒg feaØÙÖe Óf ×ecÓÒd¹ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ× i× Øhe ÓccÙÖÖeÒce Óf a
diÚeÖgiÒg ÐeÒgØh ×caÐe aØ cÖiØicaÐiØÝ aÒd a cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg aÐgebÖaic decaÝ Óf
Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ [¾4¸¾5]º Í×iÒg ÐaØØice ga× ÚaÖiabÐe× Òj¸ Øhe eÕÙaÐ¹ØiÑe
deÒ×iØÝ¹deÒ×iØÝ cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ i× de¬Òed bÝ

G´Öµ =
½

Ì

½

Ä

ÌX
Ø=½

ÄX
j=½

ÒjÒj·Ö   c¾: ´8¼µ

Ûhich Ñea×ÙÖe× Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× iÒ Øhe deÒ×iØÝ ÙcØÙaØiÓÒ× ØhaØ ÓccÙÖ aØ Øhe
×aÑe ØiÑe aØ ØÛÓ di«eÖeÒØ ÔÓiÒØ× iÒ ×Ôace ×eÔaÖaØed bÝ a di×ØaÒce Öº

AgaiÒ iØ i× ÚeÖÝ iÒ×ØÖÙcØiÚe ØÓ cÓÒ×ideÖ ¬Ö×Ø Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ca×e Ô = ¼
´Figº ¾6´aµµº ËiÒce¸ a× aÖgÙed befÓÖe¸ ØheÖe aÖe eÜacØÐÝ ÚÑaÜ eÑÔØÝ ×iØe× iÒ
fÖÓÒØ Óf each ÚehicÐe aØ c = cdeØ

Ñ Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ aØ c = cdeØ
Ñ i× giÚeÒ bÝ

G´Öµ =

8<
:cdeØ

Ñ ´½  cdeØ
Ñ µ fÓÖ Ö  ¼ ÑÓd ´ÚÑaÜ · ½µ¸

 ´cdeØ
Ñ µ¾ eÐ×eº

´8½µ

FÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ fÓÖ ×ÑaÐÐ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ô ´Figº ¾6´bµµ ha× e×¹
×eÒØiaÐÐÝ Øhe ×aÑe ×ØÖÙcØÙÖe a× ØhaØ fÓÖ Ô = ¼ ´Figº ¾6´aµµ bÙØ Øhe aÑÔÐiØÙde
decaÝ× eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ [½49] fÓÖ aÐÐ cº ÁÒ Øhe geÒeÖaÐ ca×e Óf ÒÓÒ¹ÚaÒi×hiÒg Ô¸ Øhe
a×ÝÑÔØÓØic behaÚiÓÙÖ ´Ö ! ½µ Óf Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ ÐeÒgØh  caÒ be ÓbØaiÒed
aÒaÐÝØicaÐÐÝ [½4¿] ÓÒÐÝ fÓÖ ÚÑaÜ = ½º ÁØ ØÙÖÒ× ÓÙØ ØhaØ¸ fÓÖ giÚeÒ Ô¸  i× ÑaÜ¹
iÑÙÑ aØ c = ½=¾ = cÑ aÒd ØhaØ ´c = ½=¾µ » Ô ½=¾º ÌhÙ×¸ fÓÖ ÚÑaÜ = ½¸ 
diÚeÖge× ÓÒÐÝ fÓÖ Ô = ¼ bÙØ ÖeÑaiÒ× ¬ÒiØe fÓÖ aÐÐ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ôº FÓÖ ÚÑaÜ > ½ Øhe
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Figº ¾6º Ìhe deÒ×iØÝ¹deÒ×iØÝ cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ G´Öµ ´aµ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ
Ô = ¼ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´ÚÑaÜ = ¾µ aÒd ´bµ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ¾¸
Ô = ½=½¾8º

ØÖeÒd Óf ÚaÖiaØiÓÒ Óf  ÛiØh c ´Figº ¾7´aµµ iÒ Øhe ÚiciÒiØÝ Óf cÑ i× Øhe ×aÑe
a× ØhaØ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ [½49]º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ fÓÖ ÚÑaÜ > ½¸ Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÚaÐÙe Óf
Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ ÐeÒgØh¸ ÑaÜ ÔÐÓØØed agaiÒ×Ø Ô ´Figº ¾7´bµµ¸ i× aÐ×Ó cÓÒ×i×ØeÒØ
ÛiØh Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÖeÒd Óf ÚaÖiaØiÓÒ fÓÖ ÚÑaÜ = ½º ÌhÙ×¸ Øhe cÓÖÖeÐa¹
ØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ G´Öµ giÚe× a ×ØÖÓÒg iÒdicaØiÓÒ ØhaØ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ eÜhibiØ× a
×ecÓÒd ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ¸ aØ c = cdeØ

Ñ ¸ ÓÒÐÝ fÓÖ Ô = ¼ bÙØ Øhi× ØÖaÒ×iØiÓÒ
i× ×ÑeaÖed ÓÙØ if Ô 6= ¼º Ìhi× ÒÓi×e¹iÒdÙced ×ÑeaÖiÒg Óf Øhe Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ
iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× ÚeÖÝ ×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe ×ÑeaÖiÒg Óf cÖiØicaÐ ÔheÒÓÑeÒa bÝ
¬ÒiØe¹×iÞe e«ecØ×º
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Figº ¾7º Ìhe deÔeÒdeÒce Óf ´aµ ´c; Ôµ ÓÒ c fÓÖ fÓÙÖ di«eÖeÒØ ÚaÐÙe× Óf Ô ´ÚÑaÜ = ¾µ
aÒd ´bµ ÑaÜ ÓÒ Ô ´ÚÑaÜ = ¾; ¿µº

¯ Di×ØÖibÙØiÓÒ Óf ÐifeØiÑe× Óf jaÑ×

AÒÓØheÖ ÕÙaÒØiØÝ Ûhich ×hÓÙÐd be abÐe ØÓ giÚe iÒfÓÖÑaØiÓÒ abÓÙØ Øhe ÒaØÙÖe

68



Óf Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ fÖee¹ÓÛ ØÓ Øhe jaÑÑed ÖegiÑe i× Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ Óf
ÐifeØiÑe× Óf jaÑ×º FÓÐÐÓÛiÒg ÆageÐ [½5½] each ÚehicÐe Ûhich ha× a ÚeÐÓciØÝ Ðe××
ØhaÒ ÚÑaÜ befÓÖe Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔ ÛiÐÐ be cÓÒ×ideÖed jaÑÑedº Ìhi× def¹
iÒiØiÓÒ i× ÑÓØiÚaØed bÝ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ ´×ee Ëecº 9º½º½µ ÛheÖe iØ i× ÑÓÖe
ÒaØÙÖaÐ ØhaÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÇÒe eÜÔecØ×¸ hÓÛeÚeÖ¸ ØhaØ Øhe ÐÓÒg¹ØiÑe
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÐifeØiÑe di×ØÖibÙØiÓÒ i× iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe eÜacØ de¬ÒiØiÓÒ Óf
a jaÑº Ìhe ×hÓÖØ¹ØiÑe behaÚiÓÙÖ¸ ÓÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ ÑighØ di«eÖ ×ØÖÓÒgÐÝ̧ eºgº
fÓÖ \cÓÑÔacØ jaÑ×" ÛheÖe a jaÑ i× de¬Òed a× a ×eÖie× Óf cÓÒ×ecÙØiÚe ×ØaÒdiÒg
ÚehicÐe× ÛiØhÓÙØ aÒÝ eÑÔØÝ ceÐÐ× iÒ beØÛeeÒº
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Figº ¾8º ÄifeØiÑe di×ØÖibÙØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ ÚÑaÜ = 5 aÒd Ô = ¼:5 aÒd
ÚaÖiÓÙ× deÒ×iØie× beÐÓÛ aÒd abÓÚe cÑ  ¼:¼85º

Figº ¾8 ×hÓÛ× Øhe Öe×ÙÐØ× Óf ÅÓÒØe CaÖÐÓ ×iÑÙÐaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÐifeØiÑe di×ØÖi¹
bÙØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ di«eÖeÒØ deÒ×iØie× ÒeaÖ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖegiÓÒ¸
c  cÑ = ¼:¼85¦ ¼:¼¼5 ´fÓÖ ÚÑaÜ = 5¸ Ô = ¼:5µ¸ ÛheÖe cÑ i× Øhe deÒ×iØÝ ÛheÖe
Øhe ÓÛ i× ÑaÜiÑaÐº Ìhe ÑÓ×Ø iÒØeÖe×ØiÒg feaØÙÖe Óf Øhe ÐifeØiÑe di×ØÖibÙØiÓÒ
i× Øhe eÜi×ØeÒce Óf a cÙØÓ« ÒeaÖ c = ½¼¼¼¼º ÁØ ha× beeÒ ×hÓÛÒ [½5½] ØhaØ Øhi×
cÙØÓ« i× ÒeiØheÖ a ¬ÒiØe¹×iÞe ÒÓÖ a ¬ÒiØe¹ØiÑe e«ecØº FÓÖ ØiÑe× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ c

a ×caÐiÒg ÖegiÑe eÜi×Ø× ÛheÖe Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ decaÝ× aÐgebÖaicaÐÐÝº

¯ Di××ÓÐÙØiÓÒ Óf a ÑegajaÑ

GeÖÛiÒ×ki aÒd ÃÖÙg [½5¼] ØÖied ØÓ ¬Òd aÒ iÒØÙiØiÚe cÖiØeÖiÓÒ Ûhich aÐÐÓÛ× Øhe
di×ØiÒcØiÓÒ Óf fÖee¹ÓÛ aÒd jaÑÑed Ôha×e×º ÁØ i× ba×ed ÓÒ Øhe iÒÚe×ØigaØiÓÒ Óf
jaÑ di××ÓÐÙØiÓÒ ØiÑe×º ËØaÖØiÒg fÖÓÑ a ÑegajaÑ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ¸ iºeº a bÐÓck Óf
Æ cÓÒ×ecÙØiÚe ceÐÐ× ÓccÙÔied bÝ ÚehicÐe× ÛiØh Øhe ÖeÑaiÒiÒg Ä Æ ceÐÐ× beiÒg
eÑÔØÝ̧ ØheÝ deØeÖÑiÒed Øhe ØiÑe ÙÒØiÐ Øhe jaÑ ½4 ha× di××ÓÐÚed cÓÑÔÐeØeÐÝº

A ×iÑÔÐe e×ØiÑaØe giÚe× Øhe deÒ×iØÝ aØ Ûhich Øhe ÐifeØiÑe i× eÜÔecØed ØÓ becÓÑe
iÒ¬ÒiØeº ËÙÔÔÓ×e ØhaØ Øhe jaÑ di××ÓÐÚe× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ ÚÂ º ËiÒce Øhe ¬Ö×Ø ÚehicÐe

½4 ÁÒ [½5¼] Øhe ×aÑe de¬ÒiØiÓÒ Óf a jaÑ a× iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÔÓiÒØ "Di×ØÖibÙØiÓÒ Óf
ÐifeØiÑe× Óf jaÑ×" ´×ee [½5½]µ ha× beeÒ Ù×edº
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ÑÓÚe fÖeeÐÝ ÛiØh aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ ÚF = ÚÑaÜ Ô iØ ÛiÐÐ Öeach Øhe eÒd Óf Øhe jaÑ
aØ Øhe ×aÑe ØiÑe a× Øhe di××ÓÐÙØiÓÒ ÛaÚe if Øhe cÓÒdiØiÓÒ ´Ä Æµ=ÚF = Æ=ÚÂ

i× ×aØi×¬edº Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg deÒ×iØÝ i× ØheÒ giÚeÒ bÝ

c£ =
ÚÂ

ÚÂ · ÚF
=

ÚÂ

ÚÂ · ÚÑaÜ   Ô
: ´8¾µ

FÓÖ ÚÑaÜ = ½ ÚehicÐe× acceÐeÖaØe iÑÑediaØeÐÝ ØÓ ÚÑaÜº ÁÒ Øhi× ca×e ÓÒe ha×
ÚÂ = Õ = ½  Ôº FÓÖ higheÖ ÚeÐÓciØie×¸ Õ = ½  Ô i× ÓÒÐÝ aÒ ÙÔÔeÖ bÓÙÒd fÓÖ ÚÂ º
ÁÒ×eÖØiÒg ÚÂ = ½   Ô iÒØÓ ´8¾µ ÓÒe ØheÖefÓÖe ÓbØaiÒ× aÒ ÙÔÔeÖ bÓÙÒd fÓÖ Øhe
deÒ×iØÝ c£º ÌakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ ÚehicÐe× iÒ Øhe ÓÙØÓÛ
ÖegiÓÒ Óf Øhe jaÑ¸ ÓÒe caÒ deÖiÚe aÒ e«ecØiÚe acceÐeÖaØiÓÒ ÖaØe Õeff ¸ aÒd ØhÙ×
Øhe jaÑ di××ÓÐÙØiÓÒ ÚeÐÓciØÝ ÚÂ = Õeff ¸ a× a fÙÒcØiÓÒ Óf Ô [½5¼]º

CÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× ×hÓÛ a ×haÖÔ iÒcÖea×e Óf Øhe ÐifeØiÑe ÒeaÖ Øhe deÒ×iØÝ c£º
ÁØ becÓÑe× \iÒ¬ÒiØe"¸ iºeº Øhe jaÑ dÓe× ÒÓØ di××ÓÐÚe ÛiØhiÒ Øhe Ñea×ÙÖeÑeÒØ
ØiÑe¸ ÓÒÐÝ aØ a higheÖ deÒ×iØÝ c£½ Ûhich i× cÓÒ×ideÖabÐÝ ÐaÖgeÖ ØhaÒ Øhe deÒ×iØÝ
cÑ Óf ÑaÜiÑÙÑ ÓÛº AØ iÒØeÖÑediaØe deÒ×iØie× c£ < c < c£½ Øhe jaÑ dÓe× ÒÓØ
di××ÓÐÚe dÙÖiÒg Øhe ¬Ö×Ø ÐaÔ¸ bÙØ ÐaØeÖ dÙe ØÓ ÙcØÙaØiÓÒ× Óf Øhe ØÛÓ eÒd× Óf
Øhe jaÑº DÙÖiÒg Øhi× ØiÑe ÓØheÖ jaÑ× haÚe Ù×ÙaÐÐÝ fÓÖÑedº AÐÐ Öe×ÙÐØ× fÓÙÒd
iÒ [½5¼] aÖe cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Øhe Ñea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÐifeØiÑe di×ØÖibÙØiÓÒ×
ÔÖe×eÒØed iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÔÓiÒØº

¯ ÊeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe

A chaÖacØeÖi×Øic feaØÙÖe Óf a ×ecÓÒd ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ i× Øhe diÚeÖgeÒce Óf
Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe aØ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ ÔÓiÒØº FÓÖ Ô = ¼ Øhi× ha× beeÒ ×ØÙdied ¬Ö×Ø
bÝ ÆageÐ aÒd ÀeÖÖÑaÒÒ [½½¿]º ÌheÝ fÓÙÒd a ÑaÜiÑÙÑ ÑaÜ Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ
ØiÑe aØ Øhe deÒ×iØÝ c = ½=´ÚÑaÜ·½µ Ûhich diÚeÖge× iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØ
Ä!½ a× ÑaÜ » Äº FÓÖ ¬ÒiØe Ô Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe i× ÑÓÖe
cÓÑÔÐicaØedº FÓÖ ØechÒicaÐ Öea×ÓÒ× C×aÒÝi aÒd ÃeÖØe×Þ [½5¾] Ñade ÒÓ diÖecØ
Ñea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe¸ bÙØ Ù×ed Øhe fÓÐÐÓÛiÒg aÔÔÖÓach: ËØaÖØiÒg
fÖÓÑ a ÖaÒdÓÑ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ Óf caÖ× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ Új = ¼ Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ
Ú´Øµ i× Ñea×ÙÖed aØ each ØiÑe ×ØeÔ Øº FÓÖ Ø!½ Øhe ×Ý×ØeÑ Öeache× a ×ØaØiÓÒaÖÝ
×ØaØe ÛiØh aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ hÚ½iº Ìhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe i× chaÖacØeÖi×ed bÝ Øhe
ÔaÖaÑeØeÖ [½5¾]

 =

½Z
¼

[ÑiÒfÚ£´Øµ; hÚ½ig   hÚ´Øµi] dØ : ´8¿µ

Ú£´Øµ deÒÓØe× Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ iÒ Øhe acceÐeÖaØiÓÒ Ôha×e Ø! ¼ fÓÖ ÐÓÛ Úe¹
hicÐe deÒ×iØÝ ! ¼º ÁÒ Øhi× ÖegiÑe¸ dÙe ØÓ Øhe ab×eÒce Óf iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ
Øhe ÚehicÐe×¸ ÓÒe ha× Ú£´Øµ = ´½   ÔµØº ÌhÙ× Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe i× ÓbØaiÒed
bÝ ×ÙÑÑiÒg ÙÔ Øhe deÚiaØiÓÒ× Óf Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ hÚ´Øµi fÖÓÑ Øhe ÚaÐÙe×
Óf a ×Ý×ØeÑ ÛiØh ÓÒe ×iÒgÐe ÚehicÐe Ûhich caÒ ÑÓÚe ÛiØhÓÙØ iÒØeÖacØiÓÒ× ÛiØh
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ÓØheÖ caÖ× ´ ! ¼µº ÆÓØe ØhaØ fÓÖ a ÔÙÖeÐÝ eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ decaÝiÒg ÕÙaÒØiØÝ
Ú´Øµ = Ú½ · C eÜÔ´ Ø= ¼µ Øhe de¬ÒiØiÓÒ ´8¿µ i× ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ  ¼¸ iºeº Øhe
×ØaÒdaÖd de¬ÒiØiÓÒ Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑeº ÇÒe ¬Òd× a ÑaÜiÑÙÑ Óf Øhe ÖeÐaÜ¹
aØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ ÒeaÖ¸ bÙØ beÐÓÛ¸ Øhe deÒ×iØÝ Óf ÑaÜiÑÙÑ ÓÛ fÓÖ Ô = ¼:¾5
aÒd ÚÑaÜ = 5 ´×ee [½5¾]µº

Figº ¾9º ÊeÐaÜaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ ÒeaÖ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ deÒ×iØÝ fÓÖ ÚÑaÜ = 5 aÒd Ô = ¼:¾5º

Ìhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe ´8¿µ ×hÓÛ× iÒØeÖe×ØiÒg behaÚiÓÖ [½5¾¸½¿9¸½49] Ûhich i×
diÆcÙÐØ ØÓ iÒØeÖÔÖeØ iÒ ØeÖÑ× Óf cÖiØicaÐ ÔÓiÒØ ÔheÒÓÑeÒaº ÇÒe ¬Òd× a ÑaÜ¹
iÑÙÑ Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ ÒeaÖ¸ bÙØ beÐÓÛ¸ Øhe deÒ×iØÝ Óf ÑaÜiÑaÐ
ÓÛº Ìhi× ÑaÜiÑÙÑ ÚaÐÙe iÒcÖea×e× ÛiØh ×Ý×ØeÑ ×iÞe¸ bÙØ Øhe ÛidØh Óf Øhe
ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖegiÓÒ dÓe× ÒÓØ ×eeÑ ØÓ ×hÖiÒk [½¿9]º ÌÛÓ ×ceÒaÖiÓ× aÖe ÔÓ××ibÐe:
½µ Ìhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe cÓÒÚeÖge× ØÓ a ÐaÖge bÙØ ¬ÒiØe ÚaÐÙe fÓÖ ÐaÖge ×Ý×ØeÑ
×iÞe× beÝÓÒd Øhe ÔÖe×eÒØ cÓÑÔÙØeÖ ÔÓÛeÖ; ¾µ Ìhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe diÚeÖge× fÓÖ
Ä!½º ËceÒaÖiÓ ½µ aÔÔeaÖ× ØÓ be ÑÓÖe ÔÐaÙ×ibÐe iÒ ÚieÛ Óf Øhe ¬ÒiØe ÐifeØiÑe×
Óf jaÑ× di×cÙ××ed abÓÚeº CÓÑÔÐicaØed iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ jaÑ× cÓÙÐd iÒ ÔÖiÒ¹
ciÔÐe Ðead ØÓ a diÚeÖgeÒceº ÃeeÔiÒg iÒ ÑiÒd Øhe ÙÒÙ×ÙaÐ ×caÐiÒg behaÚiÓÙÖ Óf
Øhe ÛidØh¸ Øhi× ×hÓÙÐd ÓccÙÖ iÒ a ¬ÒiØe iÒØeÖÚaÐ¸ ÒÓØ aØ a ×ÔeciaÐ ´cÖiØicaÐµ ÔÓiÒØº

Ìhe iÒØeÖÔÖeØaØiÓÒ Óf Øhe ÔaÖaÑeØeÖ  a× a ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe caÒ be ÔÖÓbÐeÑaØicº
Ìhi× caÒ be ×eeÒ cÐeaÖÐÝ fÓÖ c > cØÖaÒ×iØiÓÒ¸ ÛheÖe  caÒ becÓÑe ÒegaØiÚe
[½49]º ÀeÖe iØ i× ÔÓ××ibÐe ØhaØ dÙÖiÒg ÖeÐaÜaØiÓÒ Øhe ×Ý×ØeÑ caÒ ØeÑÔÓÖaÖiÐÝ
Öeach ×ØaØe× ÛiØh a higheÖ aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ ØhaÒ iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØeº Ìhi×
ÓÚeÖÖeacØiÓÒ caÒ be diÚided iÒØÓ ØÛÓ Ôha×e× fÓÖ Ô > ¼º ÏiØhiÒ Øhe ¬Ö×Ø feÛ
ØiÑe ×ØeÔ× ×ÑaÐÐ cÐÙ×ØeÖ× Ûhich ÓccÙÖ iÒ Øhe iÒiØiaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ÚaÒi×hº Ìhe
×ecÓÒd Ôha×e i× chaÖacØeÖiÞed bÝ Øhe gÖÓÛØh Óf ×ÙÖÚiÚiÒg jaÑ×º ÅÓÖe aÒd ÑÓÖe
caÖ× geØ ØÖaÔÔed iÒØÓ ÐaÖge jaÑ× aÒd ØheÖefÓÖe Øhe aÚeÖage ÓÛ decÖea×e× ØÓ iØ×
×ØaØiÓÒaÖÝ ÚaÐÙeº Ìhi× decÖea×e caÙ×e× ÒegaØiÚe ÚaÐÙe× Óf  aØ ÐaÖge deÒ×iØie×º

¯ Di×ØÖibÙØiÓÒ Óf di×ØaÒce¹headÛaÝ×

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ geØ iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÓÒ Øhe ×ÔaØiaÐ ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe×¸ ÓÒe caÒ
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caÐcÙÐaØe Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ Èdh´¡Üµ bÝ fÓÐÐÓÛiÒg eiØheÖ a ×iØe¹
ÓÖieÒØed aÔÔÖÓach [½5¿] ÓÖ a caÖ¹ÓÖieÒØed aÔÔÖÓach [½46] if ¡Üj = Üj·½   Üj¸
iºeº¸ if Øhe ÒÙÑbeÖ ¡Üj   ½ Óf eÑÔØÝ ÐaØØice ×iØe× iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe j¹Øh ÚehicÐe i×
ideÒØi¬ed a× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg di×ØaÒce¹headÛaÝº

ËØaØed ÔÖeci×eÐÝ̧ Èdh´kµ i× Øhe cÓÒdiØiÓÒaÐ ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf ¬ÒdiÒg a ×ØÖiÒg Óf k
eÑÔØÝ ×iØe× iÒ fÖÓÒØ Óf a ×iØe Ûhich i× giÚeÒ ØÓ be ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐeº A
cÓÑÔaÖi×ÓÒ beØÛeeÒ Øhe ÒaiÚe ÑeaÒ¹¬eÐd eÜÔÖe××iÓÒ

ÈÑfa
dh ´jµ = c´½  cµj ´84µ

fÓÖ Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÒd
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÅÓÒØe CaÖÐÓ daØa [½5¿] ÖeÚeaÐ× Øhe iÒadeÕÙacÝ Óf eÕÙaØiÓÒ
´84µ aØ ÚeÖÝ ×hÓÖØ di×ØaÒce× Ûhich iÒdicaØe× Øhe eÜi×ØeÒce Óf ×ØÖÓÒg ×hÓÖØ¹ÖaÒge
cÓÖÖeÐaØiÓÒ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ØhaØ aÖe ÒegÐecØed bÝ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd ØÖeaØ¹
ÑeÒØº Ìhi× i× cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh ÓÙÖ eaÖÐieÖ Ób×eÖÚaØiÓÒ ØhaØ ØheÖe aÖe ÔaÖØicÐe¹
hÓÐe e«ecØiÚe ×hÓÖØ¹ÖaÒge aØØÖacØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½º AgaiÒ¸
Øhi× cÓÖÖeÐaØiÓÒ di×aÔÔeaÖ× ÛheÒ a ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg i× caÖÖied ÓÙØ!
Ìhe eÜacØ di×ØaÒce¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½
i× fÓÙÒd ØÓ be [½5¿¸½46]

È¾c
dh´jµ =

Ý¾

c´½  cµ

"
½  Ý

´½  cµ

#j ½

´j = ½; ¾; :::µ ´85µ

ÛheÖe Ý = È¾´½; ¼µ i× giÚeÒ bÝ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´76µº

Figº ¿¼º Di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf di×ØaÒce¹headÛaÝ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ Ô = ¼:5 aÒd
di«eÖeÒØ deÒ×iØie× fÓÖ ´aµ ÚÑaÜ = ½ aÒd ´bµ ÚÑaÜ = 5º Ò deÒÓØe× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf eÑÔØÝ
ceÐÐ× iÒ fÖÓÒØ Óf a ÚehicÐe aÒd i× ÖeÐaØed ØÓ Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ bÝ Ò = ¡Ü   ½º

FÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½¸ aØ ÑÓdeÖaØeÐÝ high deÒ×iØie×¸ Èdh´¡Üµ eÜhibiØ× ØÛÓ Ôeak×¸ iÒ
cÓÒØÖa×Ø ØÓ a ×iÒgÐe Ôeak iÒ Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ× fÓÖ ÚÑaÜ = ½
aØ aÐÐ deÒ×iØie× ´Figº ¿¼µ; Øhe Ôeak aØ ¡Ü = ½ i× caÙ×ed bÝ Øhe jaÑÑed Úehi¹
cÐe× ÛhiÐe ØhaØ aØ a ÐaÖgeÖ ¡Ü cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÑÓ×Ø ÔÖÓbabÐe di×ØaÒce¹
headÛaÝ iÒ Øhe fÖee¹ÓÛiÒg ÖegiÓÒ×º AØ ¬Ö×Ø ×ighØ¸ Øhe ×iÑÙÐØaÒeÓÙ× eÜi×¹
ØeÒce Óf fÖee¹ÓÛiÒg aÒd jaÑÑed ÖegiÓÒ× ÑaÝ aÔÔeaÖ aÒaÐÓgÓÙ× ØÓ Øhe cÓ¹
eÜi×ØeÒce Óf ga×eÓÙ× aÒd ÐiÕÙid Ôha×e× Óf ÑaØØeÖ iÒ eÕÙiÐibÖiÙÑº ÁÒ facØ¸ ÛheÒ
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Øhe ØÛÓ¹Ôeaked ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ Ûa× ¬Ö×Ø Ób¹
×eÖÚed [½5¿¸½½5]¸ iØ Ûa× eÖÖÓÒeÓÙ×ÐÝ iÒØeÖÔÖeØed a× a ÑaÒife×ØaØiÓÒ Óf Øhe cÓ¹
eÜi×ØeÒce Óf ØÛÓ dÝÒaÑicaÐ Ôha×e×¸ ÒaÑeÐÝ̧ Øhe fÖee¹ÓÛiÒg Ôha×e aÒd Øhe
jaÑÑed Ôha×eº BÙØ¸ ÐaØeÖ ÛÓÖk× [½54] e×ØabÐi×hed ØhaØ Øhe aÒaÐÓgÝ beØÛeeÒ
Øhe cÓeÜi×ØeÒce Óf fÖee¹ÓÛiÒg aÒd jaÑÑed ÖegiÓÒ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd
Øhe cÓeÜi×ØeÒce Óf Øhe ga× aÒd ÐiÕÙid Ôha×e× Óf ÑaØØeÖ caÒÒÓØ be ÔÙ×hed ØÓÓ
faÖ becaÙ×e Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe ga×¹ÐiÕÙid iÒØeÖfaciaÐ ØeÒ×iÓÒ i× ÞeÖÓ iÒ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐº ÌhÙ×¸ ÓÒe caÒ ÒÓØ cÓÒcÐÙde ØhaØ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ eÜhibiØ× a
¬Ö×Ø ÓÖdeÖ dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒº

¯ Di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf jaÑ ×iÞe× aÒd gaÔ× beØÛeeÒ jaÑ×

ÇÒe caÒ ideÒØifÝ a ×ØÖiÒg Óf k ×Ùcce××iÚe ×ØÓÔÔed ÚehicÐe× a× a jaÑ Óf ÐeÒgØh
k ´bÝ de¬ÒiØiÓÒ¸ ×Ùch jaÑ× aÖe cÓÑÔacØµº ËiÑiÐaÖÐÝ̧ ÛheÒ ØheÖe aÖe k ÐaØØice
×iØe× beØÛeeÒ ØÛÓ ×Ùcce××iÚe jaÑ×¸ each ÓccÙÔied bÝ a ÑÓÚiÒg ÚehicÐe ÓÖ i×
ÚacaÒØ ØheÒ Ûe ×aÝ ØhaØ ØheÖe i× a gaÔ Óf ÐeÒgØh k beØÛeeÒ Øhe ØÛÓ ×Ùcce××iÚe
jaÑ×º AÒaÐÝØicaÐ eÜÔÖe××iÓÒ× fÓÖ Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf Øhe jaÑ ×iÞe× a× ÛeÐÐ a× Óf
Øhe gaÔ× beØÛeeÒ jaÑ× caÒ be caÐcÙÐaØed fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´aÒd ×ÓÑe Óf iØ×
eÜØeÒ×iÓÒ×µ Ù×iÒg Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÓÖ ÓÖ CÇÅF [½4¿¸½5¿¸½55¸½56]º
Ìhe eÜÔÖe××iÓÒ× aÖe eÜacØ iÒ Øhe ca×e ÚÑaÜ = ½ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdi¹
ØiÓÒ×º FÓÖ higheÖ ÚeÐÓciØie× Øhe Öe×ÙÐØ× aÖe ÓÒÐÝ aÔÔÖÓÜiÑaØiÚeº ÁÒ CÇÅF Øhe
ÔÖÓbabiÐiØÝ Ck ØÓ ¬Òd a jaÑ Óf ÐeÒgØh k i× giÚeÒ bÝ

C
´CÇÅF µ
k = ´½  È¼µÈ

k ½
¼ ´86µ

ÛheÖea× iÒ Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓach ÓÒe ¬Òd×

C
´¾ cÐµ
k =

½

ÆÂ
È ´¼j½µÈ ´½j½µk ¾È ´½j½µÈ ´½j¼µ ´k  ¾µ;

C
´¾ cÐµ
½ =

½

ÆÂ

ÚÑaÜX
Ú=½

È ´¼jÚµÈ ´Új¼µ : ´87µ

FÓÖ Øhe Ò cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ×iÑiÐaÖ eÜÔÖe××iÓÒ× caÒ be deÖiÚedº

BÓØh di×ØÖibiØiÓÒ× ´86µ aÒd ´87µ decaÝ eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ fÓÖ ÐaÖge jaÑ ×iÞe×º CÇÅF

aÐÛaÝ× ÔÖedicØ× a ÑÓÒÓØÓÒÓÙ× di×ØÖibÙØiÓÒ ÛiØh C
´CÇÅF µ
k  C

´CÇÅF µ
k·½ º ÁÒ cÓÒ¹

ØÖa×Ø¸ Øhe jaÑ ×iÞe di×ØÖibÙØiÓÒ iÒ Øhe Ò cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ caÒ iÒ ÔÖiÒciÔÐe
eÜhibiØ a ÑaÜiÑÙÑ aØ ×ÑaÐÐ jaÑ ×iÞe× ½  k  Òº

¯ Di×ØÖibÙØiÓÒ Óf ØiÑe¹headÛaÝ×

ËiÒce ÙÜ i× eÕÙaÐ ØÓ Øhe iÒÚeÖ×e Óf Øhe aÚeÖage ØiÑe¹headÛaÝ̧ ÑÙch ÑÓÖe
deØaiÐed iÒfÓÖÑaØiÓÒ i× cÓÒØaiÒed iÒ Øhe fÙÐÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe ØiÑe¹headÛaÝ
ØhaÒ iÒ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑº Ìhe ØiÑe¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ cÓÒØaiÒ×
iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÓÒ Øhe ØeÑÔÓÖaÐ ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe×º
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ËÙÔÔÓ×e¸ ÈÑ´Ø½µ i× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe Øake× ØiÑe Ø½

ØÓ Öeach Øhe deØecØÓÖ¸ ÑÓÚiÒg fÖÓÑ iØ× iÒiØiaÐ ÔÓ×iØiÓÒ ÛheÖe iØ Ûa× ÐÓcaØed
ÛheÒ Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe jÙ×Ø ÐefØ Øhe deØecØÓÖ ×iØeº ËÙÔÔÓ×e¸ afØeÖ ÖeachiÒg
Øhe deØecØÓÖ ×iØe¸ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe ÛaiØ× ØheÖe fÓÖ    Ø½ ØiÑe ×ØeÔ×¸ eiØheÖ
becaÙ×e Óf Øhe ÔÖe×eÒce Óf aÒÓØheÖ ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØ Óf iØ ÓÖ becaÙ×e Óf iØ× ÓÛÒ
ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg; Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ fÓÖ Øhi× eÚeÒØ i× deÒÓØed bÝ É´   Ø½jØ½µº Ìhe
di×ØÖibÙØiÓÒ ÈØh´µ¸ Óf Øhe ØiÑe¹headÛaÝ  ¸ caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ [½54¸½57]

ÈØh´µ =
 ½X
Ø½=½

ÈÑ´Ø½µÉ´   Ø½jØ½µ ´88µ

ËÙb×ØiØÙØiÒg Øhe eÜÔÖe××iÓÒ× fÓÖ ÈÑ´Ø½µ aÒd É´   Ø½jØ½µ fÓÖ ÚÑaÜ = ½ iÒ ´88µ
Ûe¸ ¬ÒaÐÐÝ̧ geØ [½54¸½57]

È Øh´Øµ =
ÕÝ

c  Ý


½  ÕÝ

c

Ø ½

·
ÕÝ

d  Ý


½  ÕÝ

d

Ø ½

 
"

ÕÝ

c  Ý
·

ÕÝ

d  Ý

#
ÔØ ½   Õ¾´Ø  ½µÔØ ¾: ´89µ

ÛheÖe¸ Õ = ½  Ô¸ d = ½  c aÒd¸ fÓÖ Øhe giÚeÒ c aÒd Ô¸ Ý caÒ be ÓbØaiÒed fÖÓÑ
eÕÙaØiÓÒ ´77µº Ìhe eÜÔÖe××iÓÒ i× ÔÐÓØØed iÒ Figº ¿½´aµ fÓÖ a feÛ ØÝÔicaÐ ÚaÐÙe× Óf
c fÓÖ a giÚeÒ Ôº A feÛ ØÝÔicaÐ ØiÑe¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
fÓÖ ÚÑaÜ > ½¸ ÓbØaiÒed ØhÖÓÙgh cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ¸ aÖe ×hÓÛÒ iÒ Figº ¿½´bµº
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Figº ¿½º ÌiÑe¹headÛaÝ di×ØÖibÙØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ´aµ ÚÑaÜ = ½ aÒd ´bµ
ÚÑaÜ = 5º

¯ ÌeÑÔÓÖaÐ cÓÖÖeÐaØiÓÒ×

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÔÖÓbe Øhe ×ÔaØiÓ¹ØeÑÔÓÖaÐ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× iÒ Øhe ÙcØÙaØiÓÒ× Óf Øhe
ÓccÙÔaØiÓÒ Óf Øhe ceÐÐ×¸ ÓÒe caÒ ×ØÙdÝ Øhe ×Ôace¹ØiÑe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ

C´Ö; µ =
½

Ì

½

Ä

ÄX
j=½

ÌX
Ø=½

Òi´ØµÒj·Ö´Ø · µ  c¾ ´9¼µ
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Ûhich¸ bÝ de¬ÒiØiÓÒ¸ ÚaÒi×he× iÒ Øhe ab×eÒce Óf aÒÝ cÓÖÖeÐaØiÓÒº ÁÒ [½58] ØhÖee
di«eÖeÒØ ÖegiÑe× haÚe beeÒ di×ØiÒgÙi×hedº
FÖee¹ÓÛ ´¼ <   ½µ: \ÅiÒijaÑ×" ÓccÙÖ Ûhich Öe×ÓÐÚe iÑÑediaØeÐÝº Ìhe
cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ ×hÓÛ× aÒØicÓÖÖeÐaØiÓÒ× aÖÓÙÒd ÔÖÓÔagaØiÒg Ôeakº
ÂaÑÑiÒg ´½ <   ¾µ: FÖee¹ÓÛ aÒd jaÑÑiÒg cÓeÜi×Ø¸ iºeº jaÑ× ÛiØh a ¬ÒiØe
ÐifeØiÑe aÒd ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ÛiØh ÚÑaÜ ÓccÙÖº Ìhi× cÓeÜi×ØeÒce i× ÖeecØed iÒ
Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ Ûhich eÜhibiØ× a dÓÙbÐe¹Ôeak ×ØÖÙc¹
ØÙÖeº
ËÙÔeÖjaÑÑiÒg ´¾ <   ½µ: Ìhe ÛhÓÐe ×Ý×ØeÑ i× cÓÒge×Øedº ÂaÑÑiÒg ÛaÚe×
aÖe cÓÒÒecØed aÒd fÓÖÑ aÒ iÒ¬ÒiØe ÛaÚeº A× a cÓÒ×eÕÙeÒce¸ Øhe ÔÖÓÔagaØiÒg
Ôeak iÒ Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ ha× di×aÔÔeaÖedº

ÆeÙbeÖØ eØ aÐº [½59] haÚe iÒØÖÓdÙced a ×ÔeciaÐ aÙØÓcÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ Óf Øhe
deÒ×iØÝ iÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×ØÙdÝ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf jaÑ×º ÌheÝ haÚe deØeÖÑiÒed jaÑ
ÚeÐÓciØie× fÓÖ ×eÚeÖaÐ ÚaÖiaÒØ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Ûhich ÛiÐÐ be iÒØÖÓdÙcØed iÒ
ÐaØeÖ ×ecØiÓÒ×º

¯ ËØÖÙcØÙÖe facØÓÖ

ËØÖÙcØÙÖe facØÓÖ× aÖe kÒÓÛÒ ØÓ giÚe ÚaÐÙabÐe iÒfÓÖÑaØiÓÒ abÓÙØ dÖiÚeÒ ×Ý×ØeÑ×
[½4]º FÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Øhe ×ØaØic ×ØÖÙcØÙÖe facØÓÖ

Ë´kµ =
½

Ä

¶¬¬¬¬¬¬
ÄX

j=½

Òje
ikj

¬¬¬¬¬¬
·

´9½µ

ha× beeÒ iÒÚe×ØigaØed iÒ [½6¼]º AgaiÒ Òj deÒÓØe× Øhe ÓccÙÔaØiÓÒ ÒÙÑbeÖ Óf ceÐÐ
jº ÆÓØe ØhaØ Ë´kµ i× ÖeÐaØed ØÓ Øhe FÓÙÖieÖ ØÖaÒ×fÓÖÑ Óf Øhe deÒ×iØÝ¹deÒ×iØÝ
cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ ´8¼µº

FÓÖ aÐÐ deÒ×iØie×¸ Ë´kµ eÜhibiØ× a ÑaÜiÑÙÑ aØ k¼  ¼:7¾ Ûhich cÓÖÖe×ÔÓÒd×
ØÓ Øhe chaÖacØeÖi×Øic ÛaÚeÐeÒgØh ¼ = ¾=k¼ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÙcØÙaØiÓÒ× iÒ Øhe
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑeº FÓÖ ÚÑaÜ > ½ ÓÒe ¬Òd× k¼´ÚÑaÜ · ½µ = cÓÒ×Øº

ÁÒ [½6½] Øhe×e iÒÚe×ØigaØiÓÒ× haÚe beeÒ eÜØeÒded ØÓ Øhe dÝÒaÑicaÐ ×ØÖÙcØÙÖe
facØÓÖ iÒ ÚeÐÓciØÝ¹×Ôace¸

ËÚ´k; !µ =
½

Æ Ì

¶¬¬¬¬¬¬
X
Ò;Ø

ÚÒ´Øµ e
i´kÒ !Øµ

¬¬¬¬¬¬
¾·

; ´9¾µ

ÛiØh k = ¾Ñk=Æ ¸ ! = ¾Ñ!=Ì ¸ ÛheÖe Æ i× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× aÒd Ñk

aÒd Ñ! aÖe iÒØegeÖ×º ÚÒ´Øµ i× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aØ ØiÑe Øº

CÓÑÔaÖed ØÓ Øhe dÝÒaÑicaÐ ×ØÖÙcØÙÖe facØÓÖ iÒ ÖeaÐ ×Ôace¸ ´9¾µ ha× Øhe adÚaÒ¹
Øage ØhaØ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe ÓÒÐÝ cÓÒØÖibÙØe× ÛhiØe ÒÓi×e¸ ËÚ´k; !µjfÖee fÐÓÛ =
cÓÒ×Øº ÌheÖefÓÖe iØ i× ea×ieÖ ØÓ ×ØÙdÝ jaÑÑiÒg ÔÖÓÔeÖØie×º ÁØ i× fÓÙÒd iÒ [½6½]
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ØhaØ ËÚ´k; !µ eÜhibiØ× ÓÒe Öidge ÛiØh ÒegaØiÚe ×ÐÓÔe¸ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ back¹
ÛaÖd ÑÓÚiÒg jaÑ×º ÇÒe ¬Òd× ØhaØ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe jaÑ× i× a fÙÒcØiÓÒ Óf
Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ Ô ÓÒÐÝº ÁØ i× iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe deÒ×iØÝ c aÒd
Øhe ÑaÜiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ [½6½]º Ìhi× i× cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Öe×ÙÐØ× fÖÓÑ a diÖecØ
×ØÙdÝ Óf Øhe aÙØÓcÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ [½59] ½5 º AbÓÚe a ØÖaÒ×iØiÓÒ deÒ×iØÝ̧ aÒ

aÐgebÖaic behaÚiÓÖ ËÚ´k; !µ
¬¬¬
!=k=Új

 k  Óf Øhe ×ØÖÙcØÙÖe facØÓÖ i× fÓÙÒdº Ìhi×

ha× beeÒ iÒØeÖÔÖeØed a× aÒ iÒdicaØiÓÒ Óf cÖiØicaÐ behaÚiÓÖ iÒ [½6½]º ÀÓÛeÚeÖ¸
dÙe ØÓ Øhe diÆcÙÐØie× iÒÚÓÐÚed iÒ Øhe caÐcÙÐaØiÓÒ Óf ´9¾µ ÓÒÐÝ ÖeÐaØiÚeÐÝ ×hÓÖØ
ØiÑe× Ì  ¾¼48 haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖed iÒ [½6½]º Ìhi× i× ÑÙch ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ Øhe
cÙØÓ« fÓÙÒd iÒ Øhe ÐifeØiÑe Óf jaÑ× ´×ee Øhe di×cÙ××iÓÒ abÓÚeµ aÒd Ðie× ÛeÐÐ
iÒ Øhe ÖegiÓÒ ÛheÖe aÒ aÐgebÖaic decaÝ i× fÓÙÒdº ÌheÖefÓÖe Øhe Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe
dÝÒaÑicaÐ ×ØÖÙcØÙÖe facØÓÖ ´9¾µ aÒd Øhe ÐifeØiÑe Ñea×ÙÖeÑeÒØ× aÖe cÓÒ×i×ØeÒØ¸
bÙØ Øhe aÐgebÖaic decaÝ i× ÒÓØ ØÓ be iÒØeÖÔÖeØed a× aÒ eÚideÒce fÓÖ Øhe eÜi×¹
ØeÒce Óf a cÖiØicaÐ ÔÓiÒØ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×ee Øhe cÙØÓ«¸ ØiÑe×
Ì > ½¼4 ÛÓÙÐd haÚe ØÓ be cÓÒ×ideÖedº

8º5 EÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÒd ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ
cÓÒdiØiÓÒ×

Ìhe aÒaÐÝØicaÐ ÑeØhÓd× ÔÖe×eÒØed iÒ ËecØiÓÒ 8º¿ aÖe ÛeÐÐ ×ÙiØed fÓÖ Øhe iÒ¹
Úe×ØigaØiÓÒ Óf ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐÐÝ¹iÒÚaÖiaÒØ ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe× Ûhich aÖe achieÚed
bÝ iÑÔÓ×iÒg ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º FÓÖ bÓØh ÔÖacØicaÐ aÒd ØheÓÖeØi¹
caÐ Öea×ÓÒ× ×ÓÑeØiÑe× di«eÖeÒØ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÖe ÔÖefeÖabÐeº ÁÑagiÒe
a ×iØÙaØiÓÒ ÛheÖe a ÑÙÐØiÐaÒe ÖÓad i× ÖedÙced ØÓ ÓÒe ÐaÒe¸ eºgº dÙe ØÓ ÖÓad
cÓÒ×ØÖÙcØiÓÒº ËÙch a bÓØØÐeÒeck caÒ be ÑÓdeÐed bÝ Ù×iÒg a ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh
ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖie×º Ìhe ÑÙÐØiÐaÒe ÔaÖØ Óf Øhe ÖÓad acØ× a× a ÔaÖØicÐe Öe×eÖÚÓiÖº Áf
Øhe ¬Ö×Ø ceÐÐ Óf Øhe ÓÒe¹ÐaÒe ÔaÖØ i× eÑÔØÝ a caÖ i× iÒ×eÖØed heÖe ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ
«º AØ Øhe ÓØheÖ eÒd a caÖ i× ÖeÑÓÚed fÖÓÑ Øhe Ða×Ø ceÐÐ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ¬ ´×ee
Figº ¿¾µº Ìhe×e bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× bÖeak Øhe ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐ iÒÚaÖiaÒce aÒd iÒ
geÒeÖaÐ ÓÒe caÒ eÜÔecØ ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe× ÛiØh a ÒÓÒ¹ØÖiÚiaÐ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe hjiº
FÖÓÑ a ÑÓÖe ØheÓÖeØicaÐ ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ ×Ùch ÑÓdeÐ× haÚe beeÒ ×ØÙdied iÒØeÒ¹
×iÚeÐÝ a× ÔÖÓØÓØÝÔe× Óf ×Ý×ØeÑ× eÜhibiØiÒg ×Ó¹caÐÐed bÓÙÒdaÖÝ¹iÒdÙced Ôha×e
ØÖaÒ×iØiÓÒ× [½6¾¸½6¿]º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ ÛhaØ ÓÒe eÜÔecØ× fÖÓÑ eÜÔeÖieÒce ÛiØh
eÕÙiÐibÖiÙÑ ×Ý×ØeÑ×¸ ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ dÖiÚeÒ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ ×Ý×ØeÑ× caÒ eÜ¹
hibiØ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ×¸ eÚeÒ ÛheÒ Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× aÖe ×hÓÖØ¹ÖaÒged¸ jÙ×Ø bÝ
³×ÐighØÐÝ³ chaÒgiÒg Øhe bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º

Ìhe ÔÖÓbabiÐiØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ chaÖacØeÖiÞiÒg Øhe ×ØeadÝ ×ØaØe Óf Øhe ÌAËEÈ
ÛiØh ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic× ´iºeº¸ ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½µ aÒd ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ
cÓÒdiØiÓÒ× ha× beeÒ ÓbØaiÒed ÖeceÒØÐÝ iÒ [½64] aÒd [½65] Ù×iÒg geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ×

½5 Åea×ÙÖeÑeÒØ× Óf Øhe jaÑ di××ÓÐÙØiÓÒ ×Ôeed iÒ [½5¼]¸ hÓÛeÚeÖ¸ ×hÓÛ a decÖea×e
ÛiØh iÒcÖea×iÒg ÚÑaÜ aÒd ×aØÙÖaØiÓÒ fÓÖ ÐaÖge ÚÑaÜº
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Figº ¿¾º De¬ÒiØiÓÒ Óf Øhe AËEÈ ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º

Óf ØechÒiÕÙe× ba×ed ÓÒ Øhe ÅaØÖiÜ ÈÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ ´ÅÈAµ ´×ee AÔÔeÒdiÜ F
fÓÖ a ÑÓÖe ØechÒicaÐ iÒØÖÓdÙcØiÓÒµº BÝ ÚaÖÝiÒg Øhe bÓÙÒdaÖÝ ÖaØe× « aÒd ¬
ÓÒe ÓbØaiÒ× a ×ÙÖÔÖi×iÒgÐÝ Öich Ôha×e diagÖaÑ ´×ee Figº ¿¿µ Ûhich i× ÕÙaÐiØa¹
ØiÚeÐÝ Øhe ×aÑe fÓÖ aÐÐ ØÝÔe× Óf dÝÒaÑic×º ÌhÖee Ôha×e× caÒ be di×ØiÒgÙi×hed
bÝ Øhe fÙÒcØiÓÒaÐ deÔeÒdeÒce Óf Øhe cÙÖÖeÒØ ØhÖÓÙgh Øhe ×Ý×ØeÑ ÓÒ Øhe ×Ý×ØeÑ
ÔaÖaÑeØeÖ×º ÁÒ Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e A ´« < ¬; «c´Ôµµ Øhe cÙÖÖeÒØ i× iÒdeÔeÒ¹
deÒØ Óf ¬º ÀeÖe Øhe cÙÖÖeÒØ i× ÐiÑiØed bÝ Øhe ÖaØe « Ûhich ØheÒ dÓÑiÒaØe×
Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ×Ý×ØeÑº ÁÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ Ôha×e B ´¬ < «; ¬c´Ôµµ Øhe
behaÚiÓÙÖ i× dÓÑiÒaØed bÝ Øhe ÓÙØÔÙØ ÖaØe ¬ aÒd Øhe cÙÖÖeÒØ i× iÒdeÔeÒdeÒØ
Óf «º ÁÒ Øhe ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ Ôha×e C ´« > «c´Ôµ aÒd ¬ > ¬c´Ôµµ Øhe ÐiÑiØiÒg
facØÓÖ fÓÖ Øhe cÙÖÖeÒØ i× Øhe bÙÐk ÖaØe ½6 Õ = ½  Ôº ÀeÖe Øhe cÙÖÖeÒØ becÓÑe×
iÒdeÔeÒdeÒØ Óf bÓØh « aÒd ¬º

Àigh¹ aÒd ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e caÒ be ×ÙbdiÚided iÒØÓ ØÛÓ Ôha×e× AÁ¸ AÁÁ aÒd BÁ
aÒd BÁÁ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº Ìhe×e ×ÙbÔha×e× caÒ be di×ØiÒgÙi×hed bÝ Øhe a×ÝÑÔØÓØic
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× aØ Øhe bÓÙÒdaÖie×º

Ìhe ØÖaÒ×iØiÓÒ× beØÛeeÒ Øhe Ôha×e× caÒ be chaÖacØeÖiÞed bÝ Øhe behaÚiÓÙÖ Óf
ØÛÓ cÓÖÖeÐaØiÓÒ ÐeÒgØh× « aÒd ¬ Ûhich ÓÒÐÝ deÔeÒd ÓÒ Ô aÒd « ÓÖ ¬º Ìhe×e
ÐeÒgØh× caÒ be ÓbØaiÒed eÜÔÐiciØÐÝ fÖÓÑ Øhe eÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒº AÔaÖØ fÖÓÑ « aÒd
¬ aÐ×Ó a ØhiÖd ÐeÒgØh  ½ = j ½

«    ½
¬ j ÔÐaÝ× aÒ iÑÔÓÖØaÒØ ÖÓÐeº

Ìhe ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ AÁÁ ´BÁÁµ ØÓ C i× cÓÒØiÒÙÓÙ× ÛiØh diÚeÖgiÒg cÓÖÖeÐaØiÓÒ
ÐeÒgØh « ´¬µº Ìhe ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ Øhe high¹ ØÓ Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e i× Óf
¬Ö×Ø ÓÖdeÖº ÀeÖe bÓØh « aÒd ¬ aÖe ¬ÒiØe¸ bÙØ  diÚeÖge×º ÇÒ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ
ÐiÒe ÓÒe ¬Òd× a ÐiÒeaÖ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe cÖeaØed bÝ Øhe di«Ù×iÓÒ Óf a dÓÑaiÒ ÛaÐÐ
beØÛeeÒ a ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ aØ Øhe ÐefØ eÒd Óf Øhe chaiÒ aÒd a high¹deÒ×iØÝ
ÖegiÓÒ aØ Øhe ÖighØ eÒdº

FÓÖ Øhe ca×e Óf ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic×¸ iºeº Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½¸ Øhe

½6 ÆÓØe ØhaØ cÓÒÚeÒØiÓÒaÐÐÝ Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe iÒ Øhe AËEÈ i× deÒÓØed a× Ôº ËiÒce iÒ
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Ô i× Øhe bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe iÒ Øhe AËEÈ ´fÓÖ
ÚÑaÜ = ½µ becÓÑe× Õ = ½   Ôº
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Figº ¿¿º Èha×e diagÖaÑ Óf Øhe AËEÈ fÓÖ ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic×º Ìhe iÒ×eÖØ× ×hÓÛ ØÝÔicaÐ
deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe×º

cÙÖÖeÒØ× iÒ Øhe ØhÖee Ôha×e× aÖe giÚeÒ bÝ [½64ß½66]

ÂA =
«´Õ   «µ

Õ   «¾
; ÂB =

¬´Õ   ¬µ

Õ   ¬¾
; ÂC =

½

¾
´½ ÔÔµ : ´9¿µ

Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg bÙÐk deÒ×iØie× ½7 aÖe

cA =
«´½  «µ

Õ   «¾
; cB =

Õ   ¬

Õ   ¬¾
; cC =

½

¾
: ´94µ

Ìhe Ôha×e bÓÙÒdaÖie× aÖe deØeÖÑiÒed bÝ Øhe cÖiØicaÐ ÖaØe×

«c´Ôµ = ¬c´Ôµ = ½ ÔÔ: ´95µ

ÁÒ Figº ¿¿ aÐ×Ó Øhe ×ÔeciaÐ ÐiÒe ´½ «µ´½ ¬µ = Ô i× iÒdicaØedº ÀeÖe Øhe deÒ×iØÝ
ÔÖÓ¬Ðe i× aØ ´iºeº cÓÒ×ØaÒØµº ÇÒ Øhi× ÐiÒe Øhe eÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ caÒ be ÓbØaiÒed
bÝ Øhe ¾¹cÐÙ×ØeÖ aÔÔÖÓach Óf Ëecº 8º¿º¿ [½66]º ËiÒce iØ gÓe× ØhÖÓÙgh aÐÐ ØhÖee
Ôha×e Øhe×e Öe×ÙÐØ× aÖe ×ÙÆcieÒØ ØÓ ÓbØaiÒ eÜacØ aÒaÐÝØic eÜÔÖe××iÓÒ×¸ eºgº fÓÖ
Øhe cÙÖÖeÒØ×¸ ÓÒce Øhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe Ôha×e diagÖaÑ i× e×ØabÐi×hed ´eºgº bÝ
ÅÓÒØe CaÖÐÓ ×iÑÙÐaØiÓÒ×µº

Ìhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf Øhe AËEÈ caÒ aÐ×Ó be ÓbØaiÒed fÓÖ ÓØheÖ ØÝÔe× Óf
ÙÔdaØe× ´×ee AÔÔº Aµ¸ eºgº ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ [½67¸½68]¸ ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ
[½66¸½69¸½7¼] aÒd ×ÙbÐaØØice¹ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe [½7½ß½7¿¸½66]º ÇÒe ¬Òd× ØhaØ Øhe
Ôha×e diagÖaÑ ha× Øhe ×aÑe ba×ic ×ØÖÙcØÙÖe fÓÖ aÐÐ ÙÔdaØe× [½66]º Ìhe fÙÒc¹
ØiÓÒaÐ deÔeÒdeÒce Óf Øhe cÙÖÖeÒØ×¸ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× eØcº ÓÒ Øhe ÑÓdeÐ ÔaÖaÑ¹
eØeÖ× di«eÖ×¸ hÓÛeÚeÖº FÓÖ Øhe iÑÔÓÖØaÒØ ca×e Óf ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg

½7 ÁÒ Øhe ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ Ôha×e ÒÓ ÖeaÐ bÙÐk deÒ×iØÝ caÒ be de¬Òed dÙe ØÓ Øhe
aÐgebÖaic behaÚiÓÙÖ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðeº cC i× ØheÖefÓÖe jÙ×Ø hÄ=¾iº
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´9¿µ¹´95µ haÚe ØÓ be ÖeÔÐaced bÝ [½67¸½68]

ÂA = Õ«´½  «µ; ÂB = Õ¬´½  ¬µ; ÂC =
Õ

4
; ´96µ

A = «; B = ½  ¬; C =
½

¾
; ´97µ

«c´Ôµ = ¬c´Ôµ =
Õ

¾
: ´98µ

Êe×ÙÐØ× fÓÖ ÓØheÖ ÙÔdaØe× caÒ be fÓÙÒd iÒ [½66]º FÓÖ a di×cÙ××iÓÒ Óf Øhe caÐcÙ¹
ÐaØiÓÒ Óf diÆ×iÓÒ cÓÒ×ØaÒØ× aÒd ×hÓck ÔÖÓ¬Ðe× Ûe ÖefeÖ ØÓ Øhe ÖeÚieÛ× [¾¾¸½74]
aÒd ÖefeÖeÒce× ØheÖeiÒº

ÁÒ [½6¾] Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe AËEÈ fÓÖ ¬ = ½ Ûa× eÜÔÐaiÒed bÝ ÔÓ×ØÙÐaØiÒg
a ÑaÜiÑaÐ¹cÙÖÖeÒØ ÔÖiÒciÔÐeº AccÓÖdiÒg ØÓ Øhi× ÔÖiÒciÔÐe¸ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe
deØaiÐ× Óf Øhe dÝÒaÑic×¸ Øhe ×Ý×ØeÑ ØÖie× ØÓ ÑaÜiÑiÞe Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ cÙÖÖeÒØ
Â :

Â = ÑaÜ
c¾[¼;c ]

Â´cµ ´99µ

ÀeÖe Â´cµ i× Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ´fÓÖ ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×µ aÒd
c  i× Øhe deÒ×iØÝ aØ Øhe ÐefØ ´iÒÔÙØµ bÓÙÒdaÖÝ̧ iºeº c  = « iÒ Øhe ca×e de×cÖibed
abÓÚeº

ÁÒ [½75] a Òice ÔhÝ×icaÐ ÔicØÙÖe ha× beeÒ deÚeÐÓÔed Ûhich eÜÔÐaiÒ× Øhe ×ØÖÙcØÙÖe
Óf Øhe Ôha×e diagÖaÑ ÒÓØ ÓÒÐÝ ÕÙaÐiØaØiÚeÐÝ̧ bÙØ aÐ×Ó ´aØ Ðea×Ø ÔaÖØiaÐÐÝµ ÕÙaÒ¹
ØiØaØiÚeÐÝº ÁØ i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe dÝÒaÑic× Óf a dÓÑaiÒ ÛaÐÐ× ½8 º ÁÒ ÒÓÒeÕÙi¹
ÐibÖiÙÑ ×Ý×ØeÑ×¸ a dÓÑaiÒ ÛaÐÐ i× aÒ ÓbjecØ cÓÒÒecØiÒg ØÛÓ ÔÓ××ibÐe ×ØaØiÓÒaÖÝ
×ØaØe×º Ìhe ÒÓØiÓÒ Óf dÓÑaiÒ ÛaÐÐ× iÒ Øhe AËEÈ caÒ be iÐÐÙ×ØÖaØed iÒ Øhe ÐiÑiØ
«Ä  ½ aÒd ¬Ä  ½ Óf ×ÑaÐÐ bÓÙÒdaÖÝ ÖaØe×º AØ ÐaØe ØiÑe× ØheÖe ÛiÐÐ be a
ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ aØ Øhe ÐefØ eÒd Óf Øhe chaiÒ aÒd a high¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ aØ
Øhe ÖighØ eÒd¸ ÛiØh a dÓÑaiÒ ÛaÐÐ iÒ beØÛeeÒº ËcheÑaØicaÐÐÝ Øhi× ×ØaØe caÒ be
deÔicØed a× ¼¼¼¼½½½½½º FÓÖ geÒeÖaÐ ÚaÐÙe× Óf Øhe ÖaØe× Øhe ÛaÐÐ ÒÓØ be ×haÖÔ
iÒ geÒeÖaÐ¸ bÙØ ×ÔÖead ÓÚeÖ a feÛ ÐaØØice ×iØe×º

FÓÖ ÐaØe ØiÑe× Øhe dÝÒaÑic× Óf Øhe ×Ý×ØeÑ caÒ ØheÒ be iÒØeÖÔÖeØed iÒ ØeÖÑ× Óf
Øhe ÑÓØiÓÒ Óf Øhe dÓÑaiÒ ÛaÐÐº A ÔaÖØicÐe eÒØeÖiÒg Øhe ×Ý×ØeÑ Ðead× ÑÓÚe× Øhe
ÛaÐÐ ÓÒe ceÐÐ ØÓ ÐefØ¸ aÒd a ÔaÖØicÐe ÐeaÚiÒg Øhe ×Ý×ØeÑ ÑÓÚe× iØ ÓÒe ceÐÐ ØÓ Øhe
ÖighØº ÌheÖefÓÖe Øhe dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ÔeÖfÓÖÑ× a bia×ed ÖaÒdÓÑ ÛaÐk ÛiØh dÖifØ
ÚeÐÓciØÝ ÚD = ¬   « aÒd di«Ù×iÓÒ cÓeÆcieÒØ D = ´« · ¬µ=¾º FÓÖ « < ¬ Øhe
dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ÑÓÚe× ØÓ Øhe ÖighØ ÙÒØiÐ iØ Öeache× Øhe eÒd Óf Øhe ×Ý×ØeÑ Ûhich
i× ØheÖeafØeÖ iÒ Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØeº FÓÖ « > ¬ Øhe ÛaÐÐ ÑÓÚe× ØÓ
Øhe ÐefØ ÙÒØiÐ iØ Öeache× Øhe ÐefØ eÒd aÒd Øhe ×Ý×ØeÑ× gÓe× iÒØÓ Øhe high¹deÒ×iØÝ

½8 A ×ÓÑeÛhaØ ÖeÐaØed aÔÔÖÓach ha× beeÒ Ù×ed ØÓ ÓbØaiÒ aÒ aÔÔÖÓÜiÑaØe ×ÓÐÙØiÓÒ
fÓÖ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic× ÛiØh deØeÖÑiÒi×Øic bÙÐk dÝÒaÑic× ´Ô = ¼µ
[½76]º
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×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØeº ÁÒ Øhe ca×e « = ¬ ØheÖe i× ÒÓ ÒeØ dÖifØ iÒ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ Óf Øhe
ÛaÐÐº ÁØ ÙcØÙaØe× ÛiØh iØ× ÖÑ× di×ÔÐaceÑeÒØ iÒcÖea×iÒg ÛiØh ØiÑe a× ´DØµ½=¾¸
iºeº iØ caÒ be aÒÝÛheÖe iÒ Øhe ×Ý×ØeÑ Öe×ÙÐØiÒg iÒ a ÐiÒeaÖ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðeº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe ca×e Óf geÒeÖaÐ « aÒd ¬ ÓÒe ha× ØÓ iÒØÖÓdÙce a
×ecÓÒd kiÒd Óf dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ×eÔaÖaØiÒg a ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ Ôha×e fÖÓÑ Øhe
high¹deÒ×iØÝ Ôha×eº ËiÒce Øhe ÑaÜiÑaÐ ÔÓ××ibÐe ÓÛ fÓÖ ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ
cÓÒdiØiÓÒ× i× ÂÑaÜ = ½=4 ´fÓÖ Ô = ¼ aÒd ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØeµ Øhe dÝ¹
ÒaÑic× fÓÖ « = ½=¾ i× dÓÑiÒaØed bÝ Øhe ÓÚeÖfeediÒg aØ Øhe ÐefØ bÓÙÒdaÖÝº Ìhe
iÒjecØiÓÒ ÖaØe cÓÙÐd ×ÙÔÔÓÖØ a cÙÖÖeÒØ ÐaÖgeÖ ØhaÒ ½=4¸ bÙØ iÒ Øhe bÙÐk iØ caÒ
ÒÓØ eÜceed Øhi× ÚaÐÙeº ÌheÖefÓÖe aØ Øhe ÐefØ bÓÙÒdaÖÝ a ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ ×ØaØe
i× fÓÖÑedº Áf Øhe ÔaÖØicÐe× aÖe ÒÓØ eÜØÖacØed fa×Ø eÒÓÙgh aØ Øhe ÖighØ bÓÙÒdaÖÝ
a high¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ ÛiÐÐ deÚeÐÓÔ ØheÖeº Ìhe×e ØÛÓ ÖegiÓÒ× aÖe ×eÔaÖaØed bÝ
a ÒeÛ kiÒd Óf dÓÑaiÒ ÛaÐÐ¸ Øhe ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ»high¹deÒ×iØÝ dÓÑaiÒ ÛaÐÐº
ËcheÑaØicaÐÐÝ iØ caÒ be ÖeÔÖe×eÒØed a× ÑÑÑÑ½½½½º AgaiÒ Øhi× dÓÑaiÒ ÛaÐÐ
ÔeÖfÓÖÑ× a bia×ed ÖaÒdÓÑ ÛaÐkº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÓbØaiÒ ÑÓÖe ÕÙaÒØiØaØiÚe ÔÖedicØiÓÒ× ÓÒe gÓe× ØÓ a cÓaÖ×e¹gÖaiÒed
ÔicØÙÖeº ÌheÒ iØ i× Ù×efÙÐ ØÓ ÖeÔÐace Øhe bÓÙÒdaÖÝ ÖaØe× « aÒd ¬ bÝ ÔaÖØicÐe
Öe×eÖÚÓiÖ× ÛiØh deÒ×iØie× c  aÒd c·º Ìhe cÓÒØiÒÙiØÝ eÕÙaØiÓÒ @c=@Ø·@Â=@Ü = ¼
iÒ Øhe cÓÒØiÒÙÙÑ ÐiÑiØ ha× ØÖaÚeÐiÒg ÛaÚe ×ÓÐÙØiÓÒ× Óf Øhe fÓÖÑ c´Ü ÚDØµ ÛiØh
Øhe dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ÚeÐÓciØÝ

ÚD =
Â·   Â 
c·   c 

´½¼¼µ

Ûhich caÒ be ÓbØaiÒed bÝ iÒØegÖaØiÓÒ ÓÚeÖ Øhe chaiÒº

FÓÖ Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ»high¹deÒ×iØÝ dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ÓÒe ha× ½9 c· = ½   ¬¸ Â· =
Â´c·µ = ¬´½ ¬µ aÒd c  = «¸ Â  = Â´c µ = «´½ «µº Ìhi× giÚe× iÒdeed ÚD =
¬   « Ûhich ×hÓÙÐd be ÚaÐid fÓÖ «; ¬ < ½=¾º FÓÖ Øhe ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ»high¹
deÒ×iØÝ dÓÑaiÒ ÛaÐÐ c  Øake× Øhe ÚaÐÙe c  = ½=¾ ×Ó ØhaØ Â  = ½=4 aÒd ØhÙ×
ÚD = ¬   ½=¾º

Ìhe aÖgÙÑeÒØ× de×cÖibed abÓÚe caÒ be geÒeÖaÐiÞed ØÓ aÒÝ ÔÖÓce×× ÛheÖe Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Â´cµ Óf Øhe ÔeÖiÓdic ×Ý×ØeÑ ha× ÓÒÐÝ ÓÒe ÑaÜiÑÙÑ aØ a
deÒ×iØÝ c£º FÓÖ aÐÐ cÙÖÖeÒØ× Â < Â´c£µ ØheÖe eÜi×Ø ØÛÓ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg deÒ×iØie×
c½ aÒd c¾ ÛiØh Â´c½µ = Â = Â´c¾µº FÓÖ fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× ÛiØh ÑÓÖe ØhaÒ
ÓÒe ÑaÜiÑÙÑ¸ ÑÓÖe ØhaÒ ØÛÓ deÒ×iØie× ÑighØ eÜi×Ø fÓÖ a giÚeÒ cÙÖÖeÒØ Â º
Ìhi× iÑÔÐie× Øhe eÜi×ØeÒce Óf a ÐaÖgeÖ ÒÙÑbeÖ Óf dÓÑaiÒ ÛaÐÐ ØÝÔe×º Ìhe Ôha×e
diagÖaÑ Óf Øhe ÓÔeÒ ×Ý×ØeÑ ØhaÒ eÜhibiØ× a ÐaÖgeÖ ÒÙÑbeÖ Óf Ôha×e× [½77]º
Ìhe ÑaÜiÑaÐ¹cÙÖÖeÒØ ÔÖiÒciÔÐe ´99µ fÓÖ Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ¬ = ½ i× geÒeÖaÐiÞed

½9 Ïe a××ÙÑe Ô = ¼ aÒd ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic×º
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ØÓ Øhe eÜØÖeÑaÐ¹cÙÖÖeÒØ ÔÖiÒciÔÐe [½77¸½5]

Â =

8<
:ÑaÜc¾[c·;c ] Â´cµ fÓÖ c  > c·;

ÑiÒc¾[c ;c·] Â´cµ fÓÖ c  < c·:
´½¼½µ

ËiÒce Øhe abÓÚe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔicØÙÖe dÓe× ÒÓØ deÔeÒd ÓÒ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic
deØaiÐ× Óf Øhe dÝÒaÑic×¸ iØ ÔÐaÙ×ibÐe ØhaØ Øhe Ôha×e diagÖaÑ× fÓÖ di«eÖeÒØ
ÙÔdaØe× aÖe ÕÙaÐiØaØiÚeÐÝ Øhe ×aÑeº BÓÙÒdaÖÝ¹iÒdÙced Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ× haÚe
ÖeceÒØÐÝ beeÒ Ób×eÖÚed [½78] iÒ Ñea×ÙÖeÑeÒØ× ÓÒ a GeÖÑaÒ ÑÓØÓÖÛaÝ [4½]º
ÇÒe ¬Òd× a ¬Ö×Ø¹ÓÖdeÖ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ beØÛeeÒ a fÖee¹ÓÛ aÒd
a cÓÒge×Øed Ôha×eº Ìhi× ØÖaÒ×iØiÓÒ i× iÒdÙced bÝ Øhe iÒØeÖÔÐaÝ beØÛeeÒ deÒ×iØÝ
ÛaÚe× iÒdÙced bÝ aÒ ÓÒ¹ÖaÑÔ aÒd a ×hÓck ÛaÚe ÑÓÚiÒg ÓÒ Øhe ÑÓØÓÖÛaÝ
[½78]º

9 GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× aÒd eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

A× ×ØaØed eaÖÐieÖ¸ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× a ÑiÒiÑaÐ ÑÓdeÐº Ìhe ¬Ö×Ø ÓbÚiÓÙ×
ÔÓ××ibÐe geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ ÛÓÙÐd be ØÓ ÖeÔÐace Øhe acceÐeÖaØiÓÒ ×Øage Óf ÙÔdaØiÒg
ÖÙÐe ´Í½µ ØÓ

ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ · aÒ; ÚÑaÜµ ´Í½¼µ

ÛheÖe¸ aÒ¸ acceÐeÖaØiÓÒ a××igÒed ØÓ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe¸ Òeed ÒÓØ be ÙÒiØÝ aÒd¸
iÒ geÒeÖaÐ¸ ÑaÝ deÔeÒd ÓÒ Òº ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ×Ùb×ecØiÓÒ× Ûe cÓÒ×ideÖ ÑÓÖe
ÒÓÒ¹ØÖiÚiaÐ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× aÒd eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº

9º½ ËiÒgÐe¹ÐaÒe highÛaÝ×

ÁÒ Øhe ÒeÜØ feÛ ×Ùb×Ùb×ecØiÓÒ× Ûe ×haÐÐ deÑÓÒ×ØÖaØe Øhe Öich ÚaÖieØÝ Óf ØÖaÆc
ÔheÒÓÑeÒa ØhaØ caÒ be Ób×eÖÚed bÝ aÔÔÖÓÔÖiaØe ÑÓdi¬caØiÓÒ× Óf Øhe ÖaÒ¹
dÓÑ bÖakiÒgº Ïe haÚe eaÖÐieÖ ÑeÒØiÓÒed iÒ Øhe cÓÒØeÜØ Óf eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ×
ØhaØ ØÖaÆc ÓÛ eÜhibiØ× ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd Øhe ÖeÐaØed hÝ×ØeÖe×i× e«ecØ×º ËÙch
ÔheÒÓÑeÒa haÚe beeÒ Ób×eÖÚed iÒ cÓÒØiÒÙÙÑ fÓÖÑÙÐaØiÓÒ× Óf "ÑicÖÓ×cÓÔic"
ÑÓdeÐ×¸ iºeº¸ iÒ cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice ÑÓdeÐ× [½½5]º ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
i× ØÓÓ ×iÑÔÐe ØÓ accÓÙÒØ fÓÖ Øhe×e ÔheÒÓÑeÒaº Ïe ÒÓÛ bÖieÝ de×cÖibe a feÛ
geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ each Óf Ûhich i× ba×ed ÓÒ ÑÓdi¬caØiÓÒ×
Óf Øhe bÖakiÒg ÖÙÐe× Óf Øhe ÓÖigiÒaÐ ÆaËch ÑÓdeÐ; ÓÒe cÓÑÑÓÒ feaØÙÖe Óf aÐÐ
Óf Øhe×e geÒeÖaÐiÞed ÑÓdeÐ× i× ØhaØ ØheÝ ×hÓÛ ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd hÝ×ØeÖe×i×º

BefÓÖe Ûe begiÒ ÓÙÖ di×cÙ××iÓÒ× ÓÒ ×Ôeci¬c geÒeÖaÐiÞed ÚeÖ×iÓÒ× Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ¸ Ûhich eÜhibiØ ÑeØa×ØabiÐiØÝ̧ Ûe Ñake ×ÓÑe geÒeÖaÐ ÖeÑaÖk×º ÁÒ Øhe
×cheÑaØic ×ØaØiÓÒaÖÝ fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Figº ¿4¸ Øhe ÐÓÛ deÒ×iØÝ bÖaÒch
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Figº ¿4º ÅeØa×ØabiÐiØÝ aÒd hÝ×ØeÖe×i×º

cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ hÓÑÓgeÒeÓÙ× fÖee¹ÓÛ ×ØaØe×¸ ÛhiÐe Øhe high deÒ×iØÝ bÖaÒch
cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×¸ ÛheÖe jaÑÑed ×ØaØe× aÖe ÔÖe×eÒØº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ aØ
deÒ×iØie× c½ < c < c¾¸ Øhe ÓÛ deÔeÒd× ÒÓÒ¹ÙÒiÕÙeÐÝ ÓÒ Øhe gÐÓbaÐ deÒ×iØÝº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ e×ØabÐi×h Øhe eÜi×ØeÒce Óf ÑeØa¹×ØabÐe ×ØaØe× ÓÒe caÒ fÓÐÐÓÛ ØÛÓ
ba×ic ×ØÖaØegie×º ÁÒ Øhe ¬Ö×Ø ÑeØhÓd¸ Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× i× chaÒged adia¹
baØicaÐÐÝ bÝ addiÒg ÓÖ ÖeÑÓÚiÒg ÚehicÐe× fÖÓÑ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe aØ a ceÖØaiÒ
deÒ×iØÝº ËØaÖØiÒg iÒ Øhe jaÑÑiÒg Ôha×e ´ÐaÖge deÒ×iØie×µ aÒd ÖeÑÓÚiÒg ÚehicÐe×¸
ÓÒe ÓbØaiÒ× Øhe ÐÓÛeÖ bÖaÒch Óf Øhe hÝ×ØeÖe×i× cÙÖÚeº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ bÝ
addiÒg ÚehicÐe× ØÓ a fÖee ÓÛiÒg ×ØaØe ´ÐÓÛ deÒ×iØie×µ¸ ÓÒe ÓbØaiÒ× Øhe ÙÔÔeÖ
bÖaÒchº Ìhi× ÑeØhÓd i× cÐÓ×eÐÝ ÖeÐaØed ØÓ Øhe eÜÔeÖiÑeÒØaÐ ×iØÙaØiÓÒ¸ ÛheÖe
Øhe ÓccÙÔaÒcÝ Óf Øhe ÖÓad ÚaÖie× cÓÒØiÒÙÓÙ×ÐÝº

Ìhe ×ecÓÒd ÑeØhÓd dÓe× ÒÓØ ÖeÕÙiÖe chaÒgiÒg Øhe deÒ×iØÝº ÁÒ×Øead ÓÒe ×ØaÖØ×
fÖÓÑ ØÛÓ di«eÖeÒØ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ×¸ Øhe Ñega¹jaÑ aÒd Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØeº
Ìhe Ñega¹jaÑ cÓÒ×i×Ø× Óf ÓÒe ÐaÖge¸ cÓÑÔacØ cÐÙ×ØeÖ Óf ×ØaÒdiÒg ÚehicÐe×º ÁÒ
Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe¸ ÚehicÐe× aÖe di×ØÖibÙØed ÔeÖiÓdicaÐÐÝ ÛiØh ×aÑe cÓÒ¹
×ØaÒØ gaÔ beØÛeeÒ ×Ùcce××iÚe ÚehicÐe× ´ÛiØh ÓÒe ÐaÖgeÖ gaÔ fÓÖ iÒcÓÑÑeÒ×ÙÖaØe
deÒ×iØie×µº ÌheÒ¸ fÓÖ c > c½ Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× iÒiØiaÐiÞaØiÓÒ Ðead× ØÓ a fÖee¹
ÓÛ ×ØaØe¸ ÛhiÐe Øhe Ñega¹jaÑ iÒiØiaÐiÞaØiÓÒ Ðead× ØÓ Øhe jaÑÑed high¹deÒ×iØÝ
×ØaØe×º

9º½º½ CÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ aÒd ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØicaÐiØÝ

ÁÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ [½79] ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ÛiØh ØheiÖ
de×iÖed ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ aÖe ÒÓØ ×ÙbjecØ ØÓ ÒÓi×eº Ìhi× i× eÜacØÐÝ Øhe e«ecØ Óf a
cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ Ûhich aÙØÓÑaØicaÐÐÝ keeÔ× Øhe ÚeÐÓciØÝ cÓÒ×ØaÒØ aØ a de×iÖed
ÚaÐÙeº ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ Øhe acceÐeÖaØiÓÒ¸ deceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µ aÒd
ÑÓÚeÑeÒØ ×Øage× Óf ÙÔdaØiÒg aÖe ideÒØicaÐ ØÓ ØhÓ×e iÒ Øhe geÒeÖaÐ ca×e Óf
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ; hÓÛeÚeÖ¸ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔ i× aÔÔÐied ÓÒÐÝ ØÓ ÚehicÐe×
Ûhich haÚe a ÚeÐÓciØÝ Ú < ÚÑaÜ afØeÖ ×ØeÔ ¾ Óf Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐeº Ïe caÒ eÜÔÖe××
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Øhi× ÑÓÖe fÓÖÑaÐÐÝ bÝ Öeca×ØiÒg Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×Øage Óf Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe×
iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ a× fÓÐÐÓÛ×:

ÚÒ ! ÑaÜ´¼; Ú   ½µ

ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ

Ô =

8<
:ÔÚÑaÜ

if Ú = ÚÑaÜ¸

Ô if Ú < ÚÑaÜ¸
´½¼¾µ

ÛheÖe Ú i× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe aØ Øhe eÒd Óf Øhe ×ØeÔ ¾ Óf Øhe ÙÔdaØe
ÖÙÐe¸ iºeº¸ afØeÖ deceÐeÖaØiÓÒ dÙe ØÓ bÐÓckiÒg bÝ ÓØheÖ ÚehicÐe×º ÁÒ Øhe ÓÖigiÒaÐ
fÓÖÑÙÐaØiÓÒ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÔÚÑaÜ

= Ôº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe cÖÙi×e¹
cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ ÔÚÑaÜ

! ¼; Ô 6= ¼º

FÓÖ ÔÚÑaÜ
 ½¸ aØ ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐÓÛ deÒ×iØie×¸ aÐÐ Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚe deØeÖÑiÒi×Øi¹

caÐÐÝ ÛiØh Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜ; Øhi× deØeÖÑiÒi×Øic ÑÓØiÓÒ i×¸ hÓÛeÚeÖ¸ iÒØeÖÖÙÔØed
bÝ ×ÑaÐÐ ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ× aØ a ÚaÒi×hiÒgÐÝ ×ÑaÐÐ ÖaØeº CÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ Øhe ×Ý×ØeÑ
geØ× eÒÓÙgh ØiÑe ØÓ ÖeÐaÜ back ØÓ Øhe ×ØaØe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic
aÐgÓÖiØhÑ befÓÖe iØ i× ÔeÖØÙÖbed agaiÒº Ìhi× e«ecØiÚeÐÝ ×eÔaÖaØe× cÓÑÔÐeØeÐÝ
Øhe ØiÑe ×caÐe× fÓÖ ÔeÖØÙÖbiÒg Øhe ×Ý×ØeÑ aÒd Øhe Öe×ÔÓÒ×e Óf Øhe ×Ý×ØeÑº

Figº ¿5º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ
ÚÑaÜ = 5 aÒd ÔÚÑaÜ = ¼¸ Ô = ¼:5º

FiÖ×Ø¸ ÐeØ Ù× cÓÒ×ideÖ Øhe ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× Ûhich i× ea×ieÖ ØÓ ØÖeaØ
ØhaÒ ØhaÒ Øhe ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ¸ a ×haÖÔ ØÖaÒ×iØiÓÒ
fÖÓÑ Øhe "fÖee¹ÓÛiÒg" dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÓ Øhe "cÓÒge×Øed" Ôha×e Øake× ÔÐace
aØ a cÖiØicaÐ cÓÒceÒØÖaØiÓÒ c£´Ô; ÚÑaÜµ Ûhich deÔeÒd× ÓÒ Ô a× ÛeÐÐ a× ÚÑaÜ aÒd¸
fÓÖ aÐÐ Ô 6= ¼¸ c£´Ô; ÚÑaÜµ i× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ cdeØ

Ñ = ½=´ÚÑaÜ · ½µº FÓÖ a giÚeÒ
ÚÑaÜ¸ c£´Ôµ iÒcÖea×e× ÛiØh decÖea×iÒg Ô aÒd¸ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô! ¼¸
c£´¼; ÚÑaÜµ! cdeØ

Ñ º

ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ a jaÑ i× de¬Òed ØÓ cÓÒ×i×Ø Óf ÚehicÐe× aÐÐ Óf Ûhich haÚe ØheiÖ
iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ÚeÐÓciØie× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ ÚÑaÜº FÓÖ aÐÐ c < c£¸ jaÑ× ÔÖe×eÒØ iÒ
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Øhe iÒiØiaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ eÚeÒØÙaÐÐÝ di×aÔÔeaÖ aÒd iÒ Øhe jaÑ¹fÖee ×ØaØiÓÒaÖÝ
×ØaØe eÚeÖÝ ÚehicÐe ÑÓÚe× ÛiØh Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜº ÌheÖefÓÖe¸ iÒ Øhe deÒ×iØÝ
ÖegiÑe c < c£ Øhe ÙÜ iÒcÖea×e× ÐiÒeaÖÐÝ ÛiØh deÒ×iØÝ fÓÐÐÓÛiÒg Â = cÚÑaÜ¸
jÙ×Ø Ðike ØhaØ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ¼ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´Figº ¿5µº
BÙØ¸ ÙÒÐike Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ¼¸ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ eÜhibiØ× ÑeØa×ØabiÐiØÝ iÒ Øhe iÒØeÖÚaÐ c£ < c < cdeØ

Ñ º ÁÒ Øhi× cÓÒØeÜØ¸
Øhe ÑeØa×ØabiÐiØÝ ÑeaÒ× ØhaØ¸ iÒ Øhe iÒØeÖÚaÐ c£ < c < cdeØ

Ñ ¸ ÓÒ aÔÔÖÓÔÖiaØe
iÒiØiaÐiÞaØiÓÒ¸ Øhe ×Ý×ØeÑ caÒ Öeach aÔÔaÖeÒØÐÝ ×ØeadÝ ×ØaØe× ÛheÖe ÒÓ jaÑ
aÔÔeaÖ× aÒd ÛheÖe Øhe ÙÜe× aÖe higheÖ ØhaÒ Â´c£µ; bÙØ¸ ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ× Óf
×Ùch a "ÑeØa×ØabÐe" ×ØaØe cÖeaØe× ÐÓÒg¹ÐiÚed jaÑ× ØheÖebÝ ÖedÙciÒg Øhe ÙÜ
ØÓ a ÐeÚeÐ cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Øhe ×ØabÐe bÖaÒch Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑº AØ
aÐÐ c > c£ jaÑ× ÔÖe×eÒØ iÒ Øhe iÒiØiaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ÒeÚeÖ di×aÔÔeaÖ cÓÑÔÐeØeÐÝ
aÒd¸ iÒ Øhi× deÒ×iØÝ ÖegiÑe¸ Øhe ×ØabÐe ×ØeadÝ¹×ØaØe i× a ÑiÜØÙÖe Óf ÐaÑiÒaÖ
ÓÛ ÖegiÓÒ× aÒd jaÑ×º Ìhe ÐÓÒg¹ÐiÚed jaÑ× ÐÓÛeÖ Øhe ÙÜ beÝÓÒd c£ aÒd Øhe
ÙÜ decÖea×e× ÐiÒeaÖÐÝ ÛiØh deÒ×iØÝ ´Figº ¿5µº

ÄeØ Ù× a××ÙÑe ØhaØ aØ deÒ×iØie× ×ÐighØÐÝ abÓÚe c£¸ ÓÒÐÝ ÓÒe jaÑ Óf ÐeÒgØh ÄjaÑ

cÓÒØaiÒiÒg ÆjaÑ ÚehicÐe× eÜi×Ø× iÒ Øhe ×Ý×ØeÑº ÌheÒ¸ becaÙ×e Óf Øhe ÔeÖiÓdic
bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×¸ Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× Æ i× cÓÒ×eÖÚed aÒd¸ heÒce¸

Æ = cjaÑÄjaÑ · cÓÙØ´Ä  ÄjaÑµ ´½¼¿µ

ÛheÖe cjaÑ = ÆjaÑ=ÄjaÑ aÒd cÓÙØ = ´Æ  ÆjaÑµ=´Ä  ÄjaÑµ aÖe Øhe deÒ×iØie×
Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe jaÑ aÒd iÒ Øhe ÓÙØÓÛ ÖegiÓÒ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº DiÚidiÒg
bÓØh ×ide× Óf ´½¼¿µ bÝ Ä Ûe geØ

c = cjaÑ
ÄjaÑ

Ä
· cÓÙØ


½  ÄjaÑ

Ä


´½¼4µ

ËiÒce iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÄjaÑ ÑÙ×Ø ÚaÒi×h a×
c! c£¸ Ûe cÓÒcÐÙde [½79] ØhaØ Ûe ÑÙ×Ø haÚe cÓÙØ = c£¸ iºeº¸ Øhe aÚeÖage deÒ×iØÝ
iÒ Øhe ÓÙØÓÛ ÖegiÓÒ Óf a jaÑ i× eÕÙaÐ ØÓ Øhe cÖiØicaÐ deÒ×iØÝ c£º

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×ØÙdÝ Øhe ØÖaÆc aØ Øhe cÖiØicaÐ ÔÓiÒØ Óf Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ¸
ÆageÐ aÒd ÈacÞÙ×ki [½79] Ù×ed a a ×ÔeciaÐ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ Ûhich eÒabÐe×
Øhe ×Ý×ØeÑ ØÓ ×eÐecØ aÙØÓÑaØicaÐÐÝ Øhe ×ØaØe Óf ÑaÜiÑÙÑ ØhÖÓÙghÔÙØ¸ iºe¸
Øhe ×Ý×ØeÑ eÜhibiØ× ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØicaÐiØÝº Ìhi× ×ÔeciaÐ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ
cÓÒ×i×Ø× Óf aÒ iÒ¬ÒiØe jaÑ fÖÓÑ  ½ ØÓ ¼ ´iºeº¸ aØ Øhe ÐefØ bÓÙÒdaÖÝµ ÛhiÐe Øhe
ÖighØ bÓÙÒdaÖÝ i× ÓÔeÒº ÎehicÐe× eÑeÖge fÖÓÑ Øhe iÒ¬ÒiØe jaÑ iÒ a jeÖkÝ ÛaÝ̧
befÓÖe aØØaiÒiÒg Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜº FaÖ aÛaÝ fÖÓÑ Øhe iÒ¬ÒiØe jaÑ aÐÐ ÚehicÐe×
ÑÓÚe ÛiØh Øhe ×aÑe ÚeÐÓciØÝ ÚÑaÜº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×hÓÛ ØhaØ Øhe ×ØaØe ×eÐecØed Øhi×
ÛaÝ i× "cÖiØicaÐ" [½79] Ûe ÔeÖØÙÖb a ÚehicÐe¸ faÖ dÓÛÒ×ØÖeaÑ fÖÓÑ Øhe iÒ¬ÒiØe
jaÑ¸ ×ÐighØÐÝ bÝ ÖedÙciÒg iØ× ÚeÐÓciØÝ fÖÓÑ ÚÑaÜ ØÓ ÚÑaÜ   ½º Ìhi× ÔaÖØicÙÐaÖ
ÚehicÐe iÒiØiaØe× a chaiÒ ÖeacØiÓÒ aÒd giÚe× Öi×e ØÓ a jaÑ if Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe
i× ×ÙÆcieÒØÐÝ cÐÓ×e ØÓ iØ aÐØhÓÙgh iØ iØ×eÐf acceÐeÖaØe× aÒd¸ eÚeÒØÙaÐÐÝ̧ aØØaiÒ×
ÚÑaÜº Ìhi× ÔhaÒØÓÑ jaÑ ha× a ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ ×iÞe Ò´Øµ¸ Ñea×ÙÖed bÝ Øhe
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ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× Ò iÒ Øhi× jaÑ aØ ØiÑe Ø aÒd iØ ha× a ÐifeØiÑe Ðifeº Ìhe
×ØaØi×Øic× Óf Øhi× feaØÙÖe× Óf Øhe ÔhaÒØÓÑ jaÑ caÒ be ÓbØaiÒed bÝ ÖeÔeaØiÒg
Øhe cÓÑÔÙØeÖ eÜÔeÖiÑeÒØ ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐaÖge ÒÙÑbeÖ Óf ØiÑe×; ×ÓÑeØiÑe× Øhe
ÔhaÒØÓÑ jaÑ cÖeaØed i× ×ÑaÐÐ aÒd ha× a ×hÓÖØ ÐifeØiÑe aÒd ×ÓÑeØiÑe× iØ i× ÐaÖge
aÒd ha× ÕÙiØe ÐÓÒg ÐifeØiÑeº ÁÒØeÖe×ØiÒgÐÝ̧ Øhe chaÖacØeÖi×Øic ÕÙaÒØiØie× Ðike¸ fÓÖ
eÜaÑÔÐe¸ Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf Øhe ×iÞe× Óf Øhe jaÑ×¸ ÐifeØiÑe× Óf Øhe jaÑ×¸ eØcº dÓ¸
iÒdeed¸ eÜhibiØ ÔÓÛeÖ¹ÐaÛ× Ûhich aÖe haÐÐ ÑaÖk Óf Øhe ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØicaÐiØÝ
[¾6¸¾7]º Eºgº Øhe bÖaÒchiÒg behaÚiÓÙÖ Óf Øhe jaÑ× giÚe× Öi×e ØÓ iÒØeÖÑiØØeÒØ
dÝÒaÑic× ÛiØh a ½=f ÔÓÛeÖ ÐaÛ ×ÔecØÖÙÑ [½79]º ½=f ÒÓi×e iÒ ÖeaÐ ØÖaÆc ha×
beeÒ di×cÓÚeÖed bÝ ÅÙ×ha aÒd ÀigÙchi [½8¼]º ÌheÝ ÖecÓÖded ØÖaÒ×iØ ØiÑe×
Óf ÚehicÐe× Ôa××iÒg ÙÒdeÖÒeaØh a bÖidgeº Ìhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÔÓÛeÖ ×ÔecØÖaÐ
deÒ×iØÝ Óf Øhe ÓÛ ÙcØÙaØiÓÒ× ×hÓÛ× ½=f behaÚiÓÙÖ aØ ÐÓÛ fÖeÕÙeÒcie×º

Ìhe eÜÔÓÒeÒØ× a××ÓciaØed ÛiØh Øhe ÚaÖiÓÙ× ÔÓÛeÖ ÐaÛ× iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ
ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ caÒ be caÐcÙÐaØed aÒaÐÝØicaÐÐÝ̧ aØ Ðea×Ø fÓÖ ÚÑaÜ = ½¸
bÝ ÙØiÐiÞiÒg a fÓÖÑaÐ ÖeÐaØiÓÒ ÛiØh ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÙÒbia×ed ÖaÒdÓÑ ÛaÐkº Áf
ÚÑaÜ = ½¸ aÐÐ Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe jaÑ× haÚe ÚeÐÓciØÝ Ú = ¼º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe jaÑ×
aÖe cÓÑÔacØ ×Ó ØhaØ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× iÒ a jaÑ i× ideÒØicaÐ ØÓ iØ× ×ÔaØiaÐ
eÜØeÒØº Ìhe ÔÖÓbabiÐiØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ È ´Ò; Øµ fÓÖ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× Ò iÒ
×Ùch a jaÑ¸ aØ ØiÑe Ø¸ i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg eÕÙaØiÓÒ:

È ´Ò; Ø · ½µ = ´½  ÖiÒ   ÖÓÙØµÈ ´Ò; Øµ · ÖiÒÈ ´Ò  ½; Øµ · ÖÓÙØÈ ´Ò · ½; Øµ ´½¼5µ

ÛheÖe Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× ÖiÒ aÒd ÖÓÙØ aÖe Øhe ÖaØe× Óf iÒcÓÑiÒg
aÒd ÓÙØgÓiÒg ÚehicÐe×º Çf cÓÙÖ×e¸ ÖiÒ deÔeÒd× ÓÒ Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×
behiÒd Øhe jaÑº FÓÖ ÐaÖge Ò aÒd Ø¸ ØakiÒg Øhe cÓÒØiÒÙÙÑ ÐiÑiØ Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ
´½¼5µ aÒd eÜÔaÒdiÒg Ûe geØ

@È

@Ø
= ´ÖÓÙØ   ÖiÒµ

@È

@Ò
·

ÖiÒ · ÖÓÙØ

¾

@¾È

@Ò¾
´½¼6µ

Áf ÖiÒ > ÖÓÙØ Øhe jaÑ× ÛÓÙÐd gÖÓÛ fÓÖ eÚeÖº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe jaÑ× ÛÓÙÐd
×hÖiÒk¸ aÒd eÚeÒØÙaÐÐÝ di×aÔÔeaÖ¸ if ÖiÒ < ÖÓÙØº Áf ÖiÒ = ÖÓÙØ¸ Øhe ¬Ö×Ø ØeÖÑ ÓÒ
Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½¼6µ ÚaÒi×he× aÒd Øhe Öe×ÙÐØiÒg eÕÙaØiÓÒ
gÓÚeÖÒiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf È ´Ò; Øµ i× ideÒØicaÐ ØÓ ØhaØ Óf Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf
¬ÒdiÒg¸ aØ ØiÑe Ø¸ aÒ ÙÒbia×ed ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÖaÒdÓÑ ÛaÐkeÖ aØ a di×ØaÒce
Ò Ûhich Ûa× iÒiØiaÐÐÝ aØ Øhe ÓÖigiÒº ÌhÙ×¸ ÛheÒ ÖiÒ = ÖÓÙØ¸ Øhe jaÑ× eÜhibiØ
ÐaÖge ´"cÖiØicaÐ"µ ÙcØÙaØiÓÒ× Ûhich caÒ be chaÖacØeÖiÞed bÝ cÖiØicaÐ eÜÔÓÒeÒØ×º
Í×iÒg Øhi× fÓÖÑaÐ ÑaÔÔiÒg ÓÒØÓ ÙÒbia×ed ÖaÒdÓÑ ÛaÐk¸ Ûe ¬Òd ´aµ ØhaØ Øhe
ÑeaÒ ×iÞe Óf jaÑ aØ ØiÑe Ø cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÑeaÒ di×ÔÐaceÑeÒØ Óf Øhe ÖaÒdÓÑ
ÛaÐkeÖ fÖÓÑ Øhe ÓÖigiÒ afØeÖ ØiÑe iÒØeÖÚaÐ Ø aÒd ´bµ ØhaØ Øhe ÐifeØiÑe Óf a jaÑ
cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ØiÑe ØakeÒ bÝ Øhe ÖaÒdÓÑ ÛaÐkeÖ ØÓ ÖeØÙÖÒ ØÓ Øhe ÓÖigiÒ fÓÖ
Øhe ¬Ö×Ø ØiÑeº ÀeÒce¸ Ù×iÒg Øhe ÛeÐÐ kÒÓÛÒ Öe×ÙÐØ× fÖÓÑ Øhe ØheÓÖÝ Óf ÖaÒdÓÑ
ÛaÐk× [½8½¸½8¾]¸ Ûe geØ

Ò´Øµ » Ø½=¾; aÒd È ´Ðifeµ » 
 ¿=¾
Ðife : ´½¼7µ
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ÁØ ØÙÖÒ× ÓÙØ ØhaØ Øhe ÔÓÛeÖ¹ÐaÛ eÜhibiØed bÝ Øhe ×iÞe Óf Øhe jaÑ×¸ Øhe di×¹
ØÖibÙØiÓÒ× Óf Øhe ÐifeØiÑe×¸ eØcº aÖe ÒÓØ Öe×ØÖicØed ÑeÖeÐÝ ØÓ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e
ÚÑaÜ = ½ Óf Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ bÙØ i× aÐ×Ó ×hÓÛÒ bÝ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg
cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ daØa aÐ×Ó fÓÖ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜº Ìhe ÔÓÛeÖ¹ÐaÛ di×ØÖibÙØiÓÒ×
Óf È ´Ðifeµ iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× iÒ ×haÖÔ cÓÒØÖa×Ø
ÛiØh Øhe eÜÔÓÒeÒØiaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Ób×eÖÚed iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ [½5½]º ÌhÙ×¸
iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Øhe ÐaÖge jaÑ× aÖe fÖacØaÐ [½8¿]
iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ ØheÖe aÖe ×ÑaÐÐeÖ ×Ùb¹jaÑ× iÒ×ide ÐaÖgeÖ jaÑ×¸ ad iÒ¬ÒiØÙÑº
ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ iÒ beØÛeeÒ ×Ùb¹jaÑ×¸ ØheÖe aÖe hÓÐe× Óf aÐÐ ×iÞe×º

9º½º¾ ËÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe×¸ ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd hÝ×ØeÖe×i×

Ìhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe× caÒ Ðead ÒÓØ ÓÒÐÝ ØÓ ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd¸ cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧
hÝ×ØeÖe×i×¸ bÙØ aÐ×Ó ØÓ Ôha×e ×eÔaÖaØed ×ØaØe× aØ high deÒ×iØie×¸ a× Ûe ÒÓÛ
×hÓÛº

¯ ÌakaÝa×Ù¹ÌakaÝa×Ù ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe

ÌakaÝa×Ù aÒd ÌakaÝa×Ù ´ÌÌµ [½84] ÛeÖe Øhe ¬Ö×Ø ØÓ ×Ùgge×Ø a CA ÑÓdeÐ ÛiØh
a ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐeº ÀeÖe¸ Ûe iÒÚe×ØigaØe Øhe geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ¸ a× ×Ùgge×Øed iÒ
[½85]¸ Óf Øhe ÓÖigiÒaÐ ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐeº AccÓÖdiÒg ØÓ Øhi× geÒeÖaÐiÞed ÚeÖ×iÓÒ¸
a ×ØaÒdiÒg ÚehicÐe ´iºeº¸ a ÚehicÐe ÛiØh Øhe iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ× ÚeÐÓciØÝ Ú = ¼µ ÛiØh
eÜacØÐÝ ÓÒe eÑÔØÝ ceÐÐ iÒ fÖÓÒØ acceÐeÖaØe× ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÕØ = ½  ÔØ¸ ÛhiÐe
aÐÐ ÓØheÖ ÚehicÐe× acceÐeÖaØe deØeÖÑiÒi×ØicaÐÐÝº Ìhe ÓØheÖ ×ØeÔ× Óf Øhe ÙÔdaØe
ÖÙÐe ´Í¾¹Í4µ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÖe keÔØ ÙÒchaÒgedº

A× iÒ Øhe ca×e Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ iØ i× iÒ×ØÖÙcØiÚe ØÓ cÓÒ×ideÖ ¬Ö×Ø Øhe de¹
ØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ× Óf Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ [½84¸½86]º Ìhe ÌÌ ÑÓdeÐ ÖedÙce× ØÓ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ iÒ Øhe ÐiÑiØ ÔØ = ¼º ÏhaØ haÔÔeÒ× iÒ Øhe ÓØheÖ deØeÖÑiÒi×¹
Øic ÐiÑiØ¸ ÒaÑeÐÝ̧ ÔØ = ½? ÁÒ Øhe ÐaØØeÖ deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ¸ a ×ØÓÔÔed ÚehicÐe
caÒ ÑÓÚe ÓÒÐÝ if ØheÖe aÖe aØ Ðea×Ø ØÛÓ eÑÔØÝ ceÐÐ× iÒ fÖÓÒØ [½84]º ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧
cÓÑÔÐeØeÐÝ bÐÓcked ×ØaØe× eÜi×Ø fÓÖ deÒ×iØie× c  ¼:5¸ ÛheÖe Øhe ÒÙÑbeÖ Óf
eÑÔØÝ ceÐÐ× iÒ fÖÓÒØ Óf each ÚehicÐe i× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ ØÛÓº ÀÓÛeÚeÖ¸ iÒ Øhe ÖegiÓÒ
¼:5  c º ¼:66 Øhe ÒÙÑbeÖ Óf bÐÓcked cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× i× ÚeÖÝ ×ÑaÐÐ cÓÑÔaÖed ØÓ
Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× aÒd ×ØaØe× ÛiØh a ¬ÒiØe ÓÛ eÜi×Øº ÈÖeci×eÐÝ
aØ c = ¼:5¸ ØheÖe aÖe ÓÒÐÝ ØÛÓ bÐÓcked ×ØaØe× aÒd Øhe ØiÑe ØÓ Öeach Øhe×e ×ØaØe×
diÚeÖge× eÜÔÓÒeÒØiaÐÐÝ ÛiØh Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞeº

Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ fÓÖ Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ ha× beeÒ deÖiÚed
aÒaÐÝØicaÐÐÝ bÝ caÖÖÝiÒg ÓÙØ ´aÔÔÖÓÜiÑaØeµ ¾¹cÐÙ×ØeÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× iÒ Øhe ×iØe¹
ÓÖieÒØed aÔÔÖÓach [½85]º BÙØ¸ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× Óf Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ
fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½ haÚe beeÒ ÓbØaiÒed ×Ó faÖ ÓÒÐÝ ÒÙÑeÖicaÐÐÝ bÝ caÖÖÝiÒg ÓÙØ
cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× ´×ee Figº ¿6µº

CÓÑÔaÖiÒg Øhe×e fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× ÛiØh Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÓÒe× fÓÖ Øhe
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Figº ¿6º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ ´ÚÑaÜ = 5¸
Ô = ¼:¼½; ÔØ = ¼:75; Ä = ½¼¼¼¼µ ÓbØaiÒed Ù×iÒg ØÛÓ di«eÖeÒØ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ×¸
ÒaÑeÐÝ̧ a cÓÑÔÐeØeÐÝ jaÑÑed ×ØaØe ´jaÑµ aÒd a hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe ´hÓÑµ aÒd
aÚeÖagiÒg ÓÚeÖ ½¼¼¼¼¼ ×ÛeeÔ× ØhÖÓÙgh Øhe ÐaØØiceº

ÆaËch ÑÓdeÐ ´ÔØ = ¼µ¸ Ûe ¬Òd Øhe fÓÐÐÓÛiÒg e«ecØ× Óf Øhe ÌÌ ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ
ÖÙÐe: ´iµ fÓÖ a giÚeÒ deÒ×iØÝ c¸ Øhe ÙÜ Â´cµ i× ×ÑaÐÐeÖ iÒ Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ a×
cÓÑÔaÖed ØÓ ØhaØ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ; ´iiµ Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ×ÝÑÑeØÖÝ i× ÒÓØ
eÜhibiØed bÝ Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ fÓÖ aÒÝ ÚÑaÜ ´ÒÓØ eÚeÒ fÓÖ ÚÑaÜ = ½µ aÒd ´iiiµ
Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ eÜhibiØ× ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd hÝ×ØeÖe×i× Ûhich aÖe ab×eÒØ iÒ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐº ÆÓØe ØhaØ Øhe ÑechaÒi×Ñ fÓÖ ÑeØa¹×ØabiÐiØÝ iÒ Øhe ca×e ÔØ = ½
i× di«eÖeÒØ fÖÓÑ ØhaØ fÓÖ Øhe ÑeØa×ØabiÐiØÝ Ób×eÖÚed fÓÖ ¼ < ÔØ < ½º

BecaÙ×e Óf Øhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe×¸ Øhe ×eÔaÖaØiÓÒ× beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe× cÓÑiÒg
ÓÙØ Óf a jaÑ aÖe ÐaÖgeÖ ØhaÒ ØhÓ×e beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe× cÓÑiÒg ÓÙØ a jaÑ iÒ
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ËiÒce Øhe deÒ×iØÝ faÖ dÓÛÒ×ØÖeaÑ i× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ Øhe deÒ×iØÝ
Óf ÑaÜiÑÙÑ ÓÛ¸ Øhe ÚehicÐe× caÒ ÔÖÓÔagaØe fÖeeÐÝ iÒ Øhe ÐÓÛ deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ×
Óf Øhe ÐaØØice ÛheÖe ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× i× highÐÝ ÙÒÐikeÐÝ̧ if Øhe
ÔaÖaÑeØeÖ Ô i× ×ÙÆcieÒØÐÝ ×ÑaÐÐº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe Ôha×e¹×eÔaÖaØed ×ØeadÝ¹×ØaØe×
aØ high gÐÓbaÐ deÒ×iØie× cÓÒ×i×Ø Óf a ÑacÖÓ×cÓÔic jaÑ aÒd a ÑacÖÓ×cÓÔic fÖee¹
ÓÛ ÖegiÑe bÓØh Óf Ûhich cÓeÜi×Ø ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ ´Figº ¿7µº

¯ Ìhe BÂÀ ÑÓdeÐ Óf ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe

BeÒjaÑiÒ¸ ÂÓhÒ×ÓÒ aÒd ÀÙi ´BÂÀµ [½87] ÑÓdi¬ed Øhe ÙÔdaØiÒg ÖÙÐe× Óf Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ bÝ iÒØÖÓdÙciÒg aÒ eÜØÖa ×ØeÔ ÛheÖe ØheiÖ "×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ" ÖÙÐe i×
iÑÔÐeÑeÒØed; Øhi× ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe i× di«eÖeÒØ fÖÓÑ ØhaØ iÒØÖÓdÙced bÝ ÌÌ
[½84]º AccÓÖdiÒg Øhe BÂÀ "×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ" ÖÙÐe ¸ Øhe ÚehicÐe× Ûhich had ØÓ bÖake
dÙe ØÓ Øhe ÒeÜØ ÚehicÐe ahead ÛiÐÐ ÑÓÚe ÓÒ Øhe ÒeÜØ ÓÔÔÓÖØÙÒiØÝ ÓÒÐÝ ÛiØh
ÔÖÓbabiÐiØÝ ½  Ô×º Ìhe ×ØeÔ× Óf Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× caÒ be ×ØaØed a× fÓÐÐÓÛ×:

ËØeÔ ½: AcceÐeÖaØiÓÒº ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ · ½; ÚÑaÜµº

ËØeÔ ¾: ËÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe: Áf fÐag = ½¸ ØheÒ ÚÒ ! ¼ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô×º
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Figº ¿7º ÌÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ Óf Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 aÒd c = ¼:¾¼¸
Ô = ¼:¼½ aÒd ÔØ = ¼:75º Each hÓÖiÞÓÒØaÐ ÖÓÛ Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ×
ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd× ÖighØ ÛhiÐe Øhe ×Ùcce××iÚe ÖÓÛ× Óf dÓØ×
ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ×aÑe ÚehicÐe× aØ Øhe ×Ùcce××iÚe ØiÑe ×ØeÔ×º

ËØeÔ ¿: BÐÓckage ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µº ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µ aÒd¸ ØheÒ¸
fÐag = ½ if ÚÒ = ¼¸ eÐ×e fÐag = ¼º

ËØeÔ 4: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ôº

ËØeÔ 5: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒº

ÀeÖe fÐag i× a ÐabeÐ di×ØiÒgÙi×hiÒg ÚehicÐe× Ûhich haÚe ØÓ ÓbeÝ Øhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹
×ØaÖØ ÖÙÐe ´fÐag = ½µ fÖÓÑ ØhÓ×e Ûhich dÓ ÒÓØ haÚe ØÓ ´fÐag = ¼µº

ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ fÓÖ Ô× = ¼ Øhe abÓÚe ÖÙÐe× ÖedÙce ØÓ ØhÓ×e Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº
Ìhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe Óf Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ i× a `×ÔaØiaÐ³ ÖÙÐeº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸ Øhe
BÂÀ ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe ÖeÕÙiÖe× `ÑeÑÓÖÝ³¸ iºeº iØ i× a `ØeÑÔÓÖaÐ³ ÖÙÐe deÔeÒdiÒg
ÓÒ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ØÖiaÐ× aÒd ÒÓØ ÓÒ Øhe fÖee ×Ôace aÚaiÐabÐe iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe
ÚehicÐeº Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe BÂÀ ÑÓdeÐ ´Figº ¿8µ cÐeaÖÐÝ ×hÓÛ×
Øhe eÜi×ØeÒce Óf ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ eÜÔecØed ØÓ eÜhibiØ hÝ×ØeÖe×i×
e«ecØ× [½55]º BÙØ¸ iÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf ÚÑaÜ = ½¸ fÓÖ Ûhich aÔÔÖÓÜiÑaØe
aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ× caÒ be caÖÖied ÓÙØ [½85]¸ ÒÓ ÑeØa¹×ØabÐe ×ØaØe× eÜi×Øº

ËiÒce fÓÖ aÐÐ ÚÑaÜ > ½ iÒ Øhe BÂÀ ÑÓdeÐ¸ jÙ×Ø a× iÒ Øhe ÌÌ ÑÓdeÐ¸ Øhe ÓÙØÓÛ
fÖÓÑ a jaÑ i× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ Øhe ÑaÜiÑaÐ ÓÛ¸ Øhe Ôha×e¹×eÔaÖaØed ×ØeadÝ¹
×ØaØe× aØ high gÐÓbaÐ deÒ×iØie× cÓÒ×i×Ø Óf a ÑacÖÓ×cÓÔic jaÑ aÒd a ÑacÖÓ×cÓÔic
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe bÓØh Óf Ûhich cÓeÜi×Ø ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ ´Figº ¿9µ [½55]º
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Figº ¿8º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe BÂÀ ÑÓdeÐ ´ÚÑaÜ = 5¸ Ô = ¼:¼½; Ô× = ¼:75µ
ÓbØaiÒed Ù×iÒg ØÛÓ di«eÖeÒØ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ×¸ ÒaÑeÐÝ̧ a cÓÑÔÐeØeÐÝ jaÑÑed ×ØaØe
´jaÑµ aÒd a hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe ´hÓÑµº

Figº ¿9º ÌÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ Óf Øhe BÂÀ ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 aÒd c = ¼:¾¼¸
Ô = ¼:¼½ aÒd Ô× = ¼:75º Each hÓÖiÞÓÒØaÐ ÖÓÛ Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ×
ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd× ÖighØ ÛhiÐe Øhe ×Ùcce××iÚe ÖÓÛ× Óf dÓØ×
ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ×aÑe ÚehicÐe× aØ Øhe ×Ùcce××iÚe ØiÑe ×ØeÔ×º

ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic jaÑ i× ÒÓØ cÓÑÔacØº Ìhe ØÝÔicaÐ ×iÞe Óf Øhe ÑacÖÓ¹
×cÓÔic fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe caÒ be e×ØiÑaØed bÝ Ñea×ÙÖiÒg Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe
gaÔ× beØÛeeÒ Øhe ×Ùcce××iÚe jaÑ× [½55]º A Ôeak ÓccÙÖ× iÒ Øhi× di×ØÖibÙØiÓÒ fÓÖ
headÛaÝ× Óf Øhe ÓÖdeÖ Óf Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞe ´×ee Øhe iÒ×eØ Óf Øhe ÖighØ ÔaÖØ Óf
Figº 4¼µº Ìhe ÔÓ×iØiÓÒ Óf Øhe Ôeak iÒdicaØe× Øhe ØÝÔicaÐ ×iÞe Óf Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑeº

¯ Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh a ÚeÐÓciØÝ¹deÔeÒdeÒØ ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe

AÐØhÓÙgh Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ dÓe× ÒÓØ eÜhibiØ ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× aÒd hÝ×ØeÖe×i×¸
a ×iÑÔÐe geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ eÜi×Ø× Ûhich i× abÐe ØÓ ÖeÔÖÓdÙce Øhe×e e«ecØ×º ÁØ i×
Øhe ×Ó¹caÐÐed ÎeÐÓciØÝ¹DeÔeÒdeÒØ¹ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ´ÎDÊµ ÑÓdeÐ [½88]º ÀeÖe¸ iÒ
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Figº 4¼º Di×ØÖibÙØiÓÒ Óf gaÔ× beØÛeeÒ jaÑ× iÒ Øhe BÂÀ aÒd Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ
ÚÑaÜ = 5¸ Ô = ¼:¼5¸ Ô× = ¼:5 aÒd deÒ×iØÝ c = ¼:5º

cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ÓÖigiÒaÐ ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ deÔeÒd×
ÓÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe¸ Ô = Ô´Úµº Ìhe ÖÙÐe× ´×ee Ëecº 8µ aÖe ×ÙÔÔÐeÑeÒØed
bÝ a ÒeÛ ÖÙÐe¸

ËØeÔ ¼: DeØeÖÑiÒaØiÓÒ Óf Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖº Ìhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ
ÔaÖaÑeØeÖ Ù×ed iÒ ×ØeÔ ¿ fÓÖ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe i× giÚeÒ bÝ Ô = Ô´ÚÒ´Øµµº

Ìhi× ÒeÛ ×ØeÔ ha× ØÓ be caÖÖied ÓÙØ befÓÖe Øhe acceÐeÖaØiÓÒ ×ØeÔ ½º Ìhe ÖaÒ¹
dÓÑiÞaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ Ù×ed iÒ ×ØeÔ ¿ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ ÚÒ´Øµ Óf Øhe Ò Øh
ÚehicÐe afØeÖ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ØiÑe×ØeÔº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ iÑÔÐeÑeÒØ a ×iÑÔÐe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹
×ØaÖØ ÖÙÐe ÓÒe chÓÓ×e× [½88]

Ô´Úµ =

8<
:Ô¼ fÓÖ Ú = ¼¸

Ô fÓÖ Ú > ¼¸
´½¼8µ

ÛiØh Ô¼ > Ôº Ìhi× ÑeaÒ× ØhaØ ÚehicÐe× Ûhich haÚe beeÒ ×ØaÒdiÒg iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ×
ØiÑe×ØeÔ haÚe a higheÖ ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô¼ Óf bÖakiÒg iÒ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔ ØhaÒ
ÑÓÚiÒg ÚehicÐe×º

Ìhe ÖÙÐe× Óf Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ caÒ be Öeca×Ø iÒ a fÓÖÑ ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e Óf Øhe
BÂÀ ÑÓdeÐº Ïe de¬Òe a ÐabeÐ fÐag Ûhich di×ØiÒgÙi×he× beØÛeeÒ ÚehicÐe× Ûhich
haÚe ØÓ ÓbeÝ Øhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe ´fÐag = ½µ fÖÓÑ ØhÓ×e Ûhich dÓ ÒÓØ haÚe ØÓ
´fÐag = ¼µº fÐag = ½ if ÚÒ = ¼ aØ Øhe begiÒÒiÒg Óf a ØiÑe ×ØeÔ¸ eÐ×e fÐag = ¼º
EÜÔÐiciØÐÝ̧ Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× aÖe a× fÓÐÐÓÛ×:

ËØeÔ ½: AcceÐeÖaØiÓÒº ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ · ½; ÚÑaÜµº

ËØeÔ ¾: BÐÓckage ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µº ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µ¸
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ËØeÔ ¿: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô¼ if fÐag = ½º
eÐ×e¸ ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ôº

ËØeÔ 4: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒº

ÄeØ Ù× cÓÑÔaÖe Øhi× ÎDÊ ÑÓdeÐ ÛiØh Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐº Ìhe ÚehicÐe× ÛiØh ÚeÐÓciØÝ Ú = ÚÑaÜ ´aØ Øhe eÒd Óf Øhe ×ØeÔ ¾µ aÖe
ØÖeaØed deØeÖÑiÒi×ØicaÐÐÝ iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ ÛheÖea× iÒ Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ
ÚeÐÓciØie× Óf aÐÐ ØhÓ×e ÛiØh Øhe ÚeÐÓciØÝ Ú > ¼ ´jÙ×Ø befÓÖe Øhe ×ØeÔ ¿µ aÖe
ÙÔdaØed ×ØÓcha×ØicaÐÐÝ̧ bÙØ Ù×iÒg di«eÖeÒØ ÚaÐÙe× Óf Øhe bÖakiÒg ÔaÖaÑeØeÖº

ÌÝÔicaÐ fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× ÐÓÓk Ðike Øhe ÓÒe ×hÓÛÒ iÒ Figº 4½ ÛheÖe¸ ÓÚeÖ
a ceÖØaiÒ iÒØeÖÚaÐ Óf c¸ Â´cµ caÒ Øake ÓÒe Óf Øhe ØÛÓ ÚaÐÙe× deÔeÒdiÒg ÓÒ Øhe
iÒiØiaÐ ×ØaØe aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ eÜhibiØ ÑeØa×ØabiÐiØÝº
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Figº 4½º Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh a ÚeÐÓciØÝ¹deÔeÒdeÒØ
×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe ´ÚÑaÜ = 5¸ Ô¼ = ¼:75; Ô = ½=64µ ÓbØaiÒed Ù×iÒg ØÛÓ di«eÖeÒØ
iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ×¸ ÒaÑeÐÝ̧ a cÓÑÔÐeØeÐÝ jaÑÑed ×ØaØe ´jaÑµ aÒd a hÓÑÓgeÒeÓÙ×
×ØaØe ´hÓÑµº

ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ØÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ× Óf Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ ´×ee Figº4¾µ cÐeaÖÐÝ
deÑÓÒ×ØÖaØe ØhaØ ÑeØa×ØabÐe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe× haÚe a ÐifeØiÑe afØeÖ Ûhich
ØheiÖ decaÝ Ðead× ØÓ a Ôha×e ×eÔaÖaØed ×ØeadÝ ×ØaØeº Ìhe ÑicÖÓ×cÓÔic ×ØÖÙcØÙÖe
Óf Øhe×e Ôha×e¹×eÔaÖaØed high¹deÒ×iØÝ ×ØaØe× i× ÕÙaÐiØaØiÚe ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e
Ób×eÖÚed iÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ ÖegiÑe× Óf Øhe ÌÌ aÒd BÂÀ ÑÓdeÐ× bÙØ di«eÖ×
dÖa×ØicaÐÐÝ fÖÓÑ ØhÓ×e fÓÙÒd iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº

ÁØ i× iÒ×ØÖÙcØiÚe ØÓ cÓÑÔaÖe Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ ÛiØh
ØhÓ×e Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÆaËch ÑÓdeÐ×º Ïe ÒÓÛ ÔÖe×eÒØ a ×iÑÔÐe deÖiÚaØiÓÒ
Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ ÓÒ Øhe ba×i× Óf heÙÖi×Øic aÖgÙ¹
ÑeÒØ× ÙØiÐiÞiÒg Øhe Ób×eÖÚed ×ØÖÙcØÙÖe× Óf Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe×º FÓÖ ×ÑaÐÐ deÒ×iØie×
c ½ ØheÖe aÖe ÒÓ ×ÐÓÛ ÚehicÐe× iÒ Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ ×iÒce iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ
ÚehicÐe× aÖe eÜØÖeÑeÐÝ ÖaÖeº ÁÒ Øhi× ÖegiÑe eÚeÖÝ ÚehicÐe caÒ ÑÓÚe ÛiØh Øhe
fÖee¹ÓÛ ÚeÐÓciØÝ Úf = ´½   ÔµÚÑaÜ · Ô´ÚÑaÜ   ½µ = ÚÑaÜ   Ô aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸
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Figº 4¾º ÌÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ Óf Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 aÒd c = ¼:¾¼¸
Ô = ¼:¼½ aÒd Ô¼ = ¼:75º Each hÓÖiÞÓÒØaÐ ÖÓÛ Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe iÒ×ØaÒØaÒeÓÙ×
ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd× ÖighØ ÛhiÐe Øhe ×Ùcce××iÚe ÖÓÛ× Óf dÓØ×
ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ×aÑe ÚehicÐe× aØ Øhe ×Ùcce××iÚe ØiÑe ×ØeÔ×º

Øhe ÙÜ i× giÚeÒ bÝ

ÂhÓÑ´cµ = c´ÚÑaÜ   Ôµ ´½¼9µ

Ûhich i× ideÒØicaÐ ØÓ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ Ôº ÇÒ Øhe ÓØheÖ
haÒd¸ fÓÖ deÒ×iØie× cÐÓ×e ØÓ c = ½¸ Øhe ÚehicÐe× aÖe ÐikeÐÝ ØÓ haÚe ÚeÐÓciØie× Ú = ¼
ÓÖ Ú = ½ ÓÒÐÝ aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ Øhe ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg i× dÓÑiÒaØed bÝ Ô¼¸ ÖaØheÖ
ØhaÒ Ô¸ ÛhiÐe Øhe ÓÛ i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÑÓÚeÑeÒØ Óf Øhe hÓÐe×º ÀeÒce¸ fÓÖ
ÐaÖge deÒ×iØie×¸ iºeº¸ ½ c ½¸ Øhe ÓÛ i× giÚeÒ bÝ Â´cµ  ´½ Ô¼µ´½ cµ Ûhich
cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ Ô¼º Ìhi× eÜÔÖe××iÓÒ fÓÖ
ÙÜ iÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ ÖegiÑe caÒ aÐ×Ó be deÖiÚed a× fÓÐÐÓÛ×º ÁÒ Øhe Ôha×e¹
×eÔaÖaØed ×ØaØe Øhe ÚehicÐe× aÖe eÜÔecØed ØÓ ÑÓÚe ÛiØh Øhe ÚeÐÓciØÝ Úf =
ÚÑaÜ   Ô iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÓÒº ÆegÐecØiÒg iÒØeÖacØiÓÒ× beØÛeeÒ ÚehicÐe× iÒ
Øhe fÖee¹ÓÛiÒg ÖegiÓÒ ´Ûhich i× jÙ×Øi¬ed becaÙ×e Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÐÓÛ
deÒ×iØÝµ¸ Øhe aÚeÖage di×ØaÒce Óf ØÛÓ cÓÒ×ecÙØiÚe ÚehicÐe× iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÓÒ
i× giÚeÒ bÝ ¡Ü = c ½

f = ÌÛÚf ·½ ÛheÖe Øhe aÚeÖage ÛaiØiÒg ØiÑe ÌÛ Óf Øhe ¬Ö×Ø
ÚehicÐe aØ Øhe head Óf Øhe ÑegajaÑ i× giÚeÒ bÝ ÌÛ = ½

½ Ô¼
º ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸

Øhe deÒ×iØÝ iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe cf i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe aÚeÖage ÛaiØiÒg
ØiÑe ÌÛ aÒd Úf º ÆÓÛ ×ÙÔÔÓ×e ØhaØ ÆÂ aÒd ÆF aÖe Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× iÒ
Øhe ÑegajaÑ aÒd fÖee¹ÓÛiÒg ÖegiÓÒ×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº Í×iÒg Øhe ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ
Ä = ÆÂ · ÆF¡Ü Ûe ¬Òd ØhaØ fÓÖ Øhe deÒ×iØÝ c = ÆF ·ÆÂ

Ä
¸ Øhe ÙÜ Â×eÔ´cµ i×

giÚeÒ bÝ Â×eÔ´cµ = ÆF

Ä
´ÚÑaÜ   Ôµ aÒd¸ heÒce¸

Â×eÔ´cµ = ´½  Ô¼µ´½  cµ: ´½½¼µ

ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ cf i× ÔÖeci×eÐÝ Øhe ÐÓÛeÖ bÖaÒchiÒg deÒ×iØÝ c½¸ becaÙ×e fÓÖ deÒ×iØie×
beÐÓÛ cf Øhe jaÑ¹ÐeÒgØh i× ÞeÖÓº ÁØ ×hÓÙÐd be ÒÓØed ØhaØ Øhe heÙÖi×Øic aÖgÙÑeÒØ×
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ÔÖe×eÒØed abÓÚe ÖeÑaiÒ ÚaÐid fÓÖ Ô¼  Ô aÒd ÚÑaÜ > ½º Ìhe cÓÒdiØiÓÒ Ô ½
gÙaÖaÒØee× ØhaØ Øhe jaÑ× aÖe cÓÑÔacØ iÒ ØhaØ ÐiÑiØº ÁÒ Øhe ca×e ÚÑaÜ = ½¸
ÚehicÐe× caÒ ×ØÓÔ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ̧ eÚeÒ iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe aÒd Øhe×e ÚehicÐe×
ÑighØ iÒiØiaØe a jaÑº Ìhi× i× Øhe ba×ic Öea×ÓÒ ÛhÝ hÝ×ØeÖe×i× i× Ù×ÙaÐÐÝ ÒÓØ
Ób×eÖÚed fÓÖ ÚÑaÜ = ½º
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Figº 4¿º Èeak× Óf Øhe jaÑ¹gaÔ di×ØÖibÙØiÓÒ aØ ÑacÖÓ×cÓÔic di×ØaÒce×º

AÒaÐÓgÓÙ× ØÓ Øhe BÂÀ ÑÓdeÐ Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ caÒ be diÖecØÐÝ ideÒØi¬ed Ù×iÒg
Øhe Öe×ÙÐØ× Óf Øhe jaÑ¹gaÔ di×ØÖibÙØiÓÒº Figº 4¿ ×hÓÛ× ØhaØ Øhe ×iÞe Óf Øhe
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe i× ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞeº

Ìhe Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÑÓdeÐ× di×cÙ××ed abÓÚe haÚe beeÒ ÓbØaiÒed
bÝ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf ÔeÖiÓdic ×Ý×ØeÑ× Óf ¬ÒiØe ÐeÒgØhº ÁØ Ûa× ×hÓÛÒ ØhaØ
Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Ûhich i× ×keØched iÒ Figº ¿4 i× geÒeÖic fÓÖ aÐÐ ÑÓdeÐ×
ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒº ÆÓÛ iØ i× ×eÐf¹eÚideÒØ ØÓ a×k ÛhaØ kiÒd Óf ×ØaØiÓÒaÖÝ
×ØaØe× aÖe ÖeaÐi×ed iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØ Ä!½º Ìhe ×iÑÙÐaØiÓÒ Öe×ÙÐØ×
iÒdicaØe ØhaØ ¡c = c½   c¾ decÖea×e× ÛiØh ÐaÖgeÖ ×Ý×ØeÑ ×iÞe× aÒd i× eÜÔecØed
ØÓ ÚaÒi×h fÓÖ Ä ! ½¸ iºeº Øhe jaÑÑed bÖaÒch i× ×ØabÐe iÒ ØhaØ ÐiÑiØº Ìhi× i×
ÖeadiÐÝ ÙÒdeÖ×ØÓÓd if ÓÒe aÒaÐÝ×e× Øhe ØÝÔicaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× Ûhich Ðead ØÓ aÒ
eÑeÖgiÒg jaÑ ÓÖ¸ Úice ÚeÖ×a¸ Øhe ÑechaÒi×Ñ Óf Øhe di××ÓÐÙØiÓÒ Óf a jaÑº ÂaÑ×
eÑeÖge if ÓÚeÖÖeacØiÓÒ× Óf dÖiÚeÖ× Ðead ØÓ a chaiÒ ÖeacØiÓÒº Ìhi× i× ÔÓ××ibÐe iÒ
deÒ×e ÖegiÓÒ× Óf Øhe fÖee¹ÓÛ ×ØaØe ÛheÖe Øhe gaÔ beØÛeeÒ Øhe ÚehicÐe× i× ÒÓØ
ÐaÖgeÖ ØhaÒ ÚÑaÜº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ ØÓ ¬Òd ÐaÖge ÔÐaØÓÓÒ× Óf ÚehicÐe×
dÖiÚiÒg ÛiØh ×ÑaÐÐ ×ÔaØiaÐ headÛaÝ× iÒcÖea×e× ÛiØh Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞe ´fÓÖ ¬Üed
deÒ×iØÝµº ÁÒ addiØiÓÒ ØÓ ØhaØ Øhe jaÑÑed ×ØaØe× aÖe Ôha×e ×eÔaÖaØed¸ iºeº Øhe
×iÞe Óf Øhe jaÑ i× Óf Øhe ÓÖdeÖ Óf Øhe ×Ý×ØeÑ ×iÞeº DÙÖiÒg a ×iÑÙÐaØiÓÒ ÖÙÒ Øhe
×iÞe Óf Øhe jaÑ ÙcØÙaØe× dÙe ØÓ Øhe ×ØÓcha×Øic ÑÓÚeÑeÒØ aÒd acceÐeÖaØiÓÒ Óf
Øhe ÚehicÐe×º ÂaÑ× caÒ di××ÓÐÚe if Øhe aÑÔÐiØÙde Óf Øhe×e ÙcØÙaØiÓÒ× aÖe Óf
Øhe ÓÖdeÖ Óf Øhe ÐeÒgØh Óf Øhe jaÑ¸ Ûhich i× iÑÔÓ××ibÐe iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic
ÐiÑiØº
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ÌheÖefÓÖe Øhe ÒÓÒ¹ÙÒiÕÙe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ i× ÓÒÐÝ Ób¹
×eÖÚabÐe if ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ ×iÞe× aÖe cÓÒ×ideÖed ÓÖ if Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚe deØeÖÑiÒ¹
i×ØicaÐÐÝ iÒ Øhe fÖee ÓÛ ÖegiÑeº ÆeÚeÖØheÐe×× Øhe Öe×ÙÐØ× di×cÙ××ed abÓÚe aÖe
highÐÝ ÖeÐeÚaÒØ fÓÖ ÔÖacØicaÐ ÔÙÖÔÓ×e×¸ becaÙ×e Øhe hÝ×ØeÖe×i× e«ecØ× haÚe beeÒ
Ób×eÖÚed aØ ÖeaÐi×Øic ×Ý×ØeÑ ×iÞe× ´eºgº Ä = ½¼¼¼¼ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ a highÛaÝ Óf
ÐeÒgØh 75 kÑµº

9º½º¿ FÐÓÛ¹ÓÔØiÑiÞaØiÓÒ aÒd ÑeØa¹×ØabÐe ×ØaØe×

ÀÝ×ØeÖe×i× e«ecØ× aÒd ÑeØa¹×ØabÐe ×ØaØe× aÖe ÒÓØ ÓÒÐÝ Óf ØheÓÖeØicaÐ iÒØeÖe×Ø¸
bÙØ aÐ×Ó haÚe iÒØeÖe×ØiÒg aÔÔÐicaØiÓÒ×º FÖÓÑ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× di×cÙ××iÓÒ Óf Øhe
×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÑÓdeÐ× iØ i× eÚideÒØ¸ ØhaØ ÓÒe caÒ ÓÔØiÑiÞe Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÓÛ¸
if Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe i× ×ØabiÐiÞed bÝ cÓÒØÖÓÐÐiÒg Øhe deÒ×iØÝ ×Ó ØhaØ iØ
ÒeÚeÖ eÜceed× c¾º Ìhi× ×ØÖaØegÝ Ûa× fÓÐÐÓÛed iÒ ÑiÒiÑiÞiÒg fÖeÕÙeÒØ jaÑ× iÒ
Øhe ÄiÒcÓÐÒ¹ aÒd Øhe ÀÓÐÐaÒd¹ÌÙÒÒeÐ× iÒ ÆeÛ YÓÖkº BefÓÖe Øhe ØÖaÆc ÐighØ×
ÛeÖe iÒ×ØaÐÐed aØ Øhe eÒØÖaÒce Óf Øhe ØÙÒÒeÐ× jaÑ× Ù×ed ØÓ fÓÖÑ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ
ÛiØhiÒ Øhe ØÙÒÒeÐ becaÙ×e ´aµ Øhe ÚehicÐe deÒ×iØÝ Ù×ed ØÓ be ×ÙÆcieÒØÐÝ high
aÒd ´bµ Øhe dÖiÚeÖ× Ù×ed ØÓ dÖiÚe ÑÓÖe caÖefÙÐÐÝ iÒ×ide Øhe ØÙÒÒeÐ ØheÖebÝ
giÚiÒg Öi×e ØÓ ×ØÖÓÒgeÖ ÙcØÙaØiÓÒ× Ûhich caÙ×ed Øhe jaÑ×º BÙØ¸ Øhe ØÖaÆc
ÐighØ× iÒ×ØaÐÐed aØ Øhe eÒØÖaÒce Óf Øhe ØÙÒÒeÐ× dÓ ÒÓØ aÐÐÓÛ Øhe deÒ×iØÝ ØÓ
eÜceed c¾ aÒd¸ cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ jaÑ× aÖe ÒÓØ fÓÖÑed ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ bÝ Øhe decaÝ
Óf aÒÝ ÑeØa×ØabÐe high¹deÒ×iØÝ ×ØaØeº

Normal part of the road

traffic light

Bottleneck

Figº 44º A ×cheÑaØic ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ Óf a ØÙÒÒeÐ ÓÒ a highÛaÝº ÄaÖgeÖ ÚaÐÙe× Óf Øhe
bÖakiÒg ÔaÖaÑeØeÖ× aÖe Ù×ed fÓÖ Øhe ÖighØ ÔaÖØ¸ Ûhich ÑiÑic× Øhe ØÙÒÒeÐº

ÇÒe caÒ ÑiÑic Øhe ×iØÙaØiÓÒ Óf ÄiÒcÓÐÒ aÒd ÀÓÐÐaÒd¹ØÙÒÒeÐ× ÛiØhiÒ Øhe fÖaÑe¹
ÛÓÖk Óf Øhe CA ÑÓdeÐ× iÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÛaÝ [½88ß½9¼]º Ìhe ØÙÒÒeÐ i× cÓÒ×ideÖed
a× ÔaÖØ Óf Øhe ÖÓad¸ ÛheÖe Øhe bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× ÔØ; ÔØ

¼ aÖe higheÖ cÓÑÔaÖed
ØÓ Øhe ÖeÑaiÒiÒg ÔaÖØ Óf Øhe ÐaØØice ´Ô; Ô¼¸ ×ee Figº 44µº ÌheÖefÓÖe¸ if ÓÒe aÐÐÓÛ×
fÓÖ aÒ ÙÒcÓÒØÖÓÐÐed iÒÓÛ Óf Øhe ÚehicÐe×¸ jaÑ× ØÝÔicaÐÐÝ aÔÔeaÖ iÒ×ide Øhe
\ØÙÒÒeÐ" aÒd Øhe ×Ý×ØeÑ caÔaciØÝ i× gÓÚeÖÒed bÝ ÔØ

¼º

Ìhe ×iØÙaØiÓÒ di«eÖ× dÖa×ØicaÐÐÝ if ØÖaÆc ÐighØ× aÖe iÑÔÐeÑeÒØed [½88ß½9¼]º
A× ×hÓÛÒ iÒ Figº 45¸ a cÓÒ×ideÖabÐe iÒcÖea×e Óf Øhe ÑaÜiÑÙÑ caÔaciØÝ caÒ
be achieÚed fÓÖ aÒ ÓÔØiÑaÐ cÓÑbiÒaØiÓÒ Óf Øhe Öed¹»gÖeeÒ¹×igÒaÐ ÔeÖiÓd×º Ìhe
gaiÒ Óf caÔaciØÝ ÓbØaiÒed fÓÖ Øhe ÓÔØiÑaÐ iÒØeÖÚaÐ× Óf Øhe ×igÒaÐ i× Óf Øhe ×aÑe
ÓÖdeÖ a× fÓÖ Øhe ÖeaÐi×Øic eÜaÑÔÐe× [½9½]º
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Figº 45º AÚeÖage ÓÛ fÓÖ di«eÖeÒØ cÓÑbiÒaØiÓÒ× Óf Öed¹»gÖeeÒ¹×igÒaÐ ÔeÖiÓd× fÓÖ a
×Ý×ØeÑ Óf ÐeÒgØh Ä = ½¼¼¼ aÒd ÚÑaÜ = 5º ÁÒ×ide Øhe ØÙÒÒeÐ ÔØ = ¼:½5¸ ÔØ

¼ = ¼:6¼ aÒd
ÓÙØ×ide Ô = ¼:¼½¸ Ô¼ = ¼:¾¼ ha× beeÒ Ù×edº

9º¾ ÅÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ×

FÓÖ a ÖeaÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Óf ØÖaÆc ÓÒ highÛaÝ× Øhe ideaÐiÞed ×iÒgÐe¹ÐaÒe ÑÓd¹
eÐ× ÑÙ×Ø be geÒeÖaÐiÞed ØÓ deÚeÐÓÔ CA ÑÓdeÐ× Óf ÑÙÐØi¹ÐaÒe ØÖaÆc; Øhe ÑaiÒ
iÒgÖedieÒØ ÖeÕÙiÖed fÓÖ Øhi× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ beiÒg Øhe ÐaÒe¹chaÒgiÒg ÖÙÐe×º ËeÚ¹
eÖaÐ aØØeÑÔØ× haÚe beeÒ Ñade ×Ó faÖ iÒ Øhi× diÖecØiÓÒ [½9¾ß½99]º Ìhe ÐaÒe
chaÒgiÒg ÖÙÐe× fÓÖ ØÛÓ¹ÐaÒe ØÖaÆc caÒ be ×ÝÑÑeØÖic ÓÖ a×ÝÑÑeØÖic ÛiØh Öe¹
×ÔecØ ØÓ Øhe ÐaÒe×º ËiÑiÐaÖÐÝ̧ if ØheÖe aÖe ØÛÓ ´ÓÖ ÑÓÖeµ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf
ÚehicÐe× ´×aÝ̧ caÖ× aÒd ØÖÙck×µ ÛiØh ØÛÓ di«eÖeÒØ ÚÑaÜ¸ Øhe ÐaÒe¹chaÒgiÒg ÖÙÐe
caÒ be ×ÝÑÑeØÖic ÓÖ a×ÝÑÑeØÖic ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ÚehicÐe×º

ÁÒ geÒeÖaÐ¸ Øhe ÙÔdaØe iÒ Øhe ØÛÓ¹ÐaÒe ÑÓdeÐ× i× diÚided iÒØÓ ØÛÓ ×Ùb¹×ØeÔ×:
iÒ ÓÒe ×Ùb¹×ØeÔ¸ Øhe ÚehicÐe× ÑaÝ chaÒge ÐaÒe× iÒ ÔaÖaÐÐeÐ fÓÐÐÓÛiÒg Øhe ÐaÒe¹
chaÒgiÒg ÖÙÐe× aÒd iÒ Øhe ÓØheÖ ×Ùb¹×ØeÔ each ÚehicÐe ÑaÝ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd e«ec¹
ØiÚeÐÝ a× iÒ Øhe ×iÒgÐe¹ÐaÒe ÆaËch ÑÓdeÐº DÖiÚeÖ× ÑÙ×Ø ¬Òd ×ÓÑe iÒceÒØiÚe iÒ
chaÒgiÒg Øhe ÐaÒeº ÌÛÓ ÓbÚiÓÙ× iÒceÒØiÚe× aÖe ´aµ Øhe ×iØÙaØiÓÒ ÓÒ Øhe ÓØheÖ
ÐaÒe i× ÑÓÖe cÓÒÚeÒieÒØ fÓÖ dÖiÚiÒg¸ aÒd ´bµ Øhe Òeed ØÓ Ñake a ØÙÖÒ iÒ ÒeaÖ
fÙØÙÖeº ÌÛÓ geÒeÖaÐ ÔÖeÖeÕÙi×iØe× haÚe ØÓ be fÙÐ¬ÐÐed iÒ ÓÖdeÖ ØÓ iÒiØiaØe a ÐaÒe
chaÒge: ¬Ö×Ø¸ ØheÖe ÑÙ×Ø be aÒ iÒceÒØiÚe aÒd ×ecÓÒd¸ Øhe ×afeØÝ ÖÙÐe× ÑÙ×Ø
be fÙÐ¬ÐÐed [¾¼¼]º ÄaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× accÓÖdiÒg ØÓ Øhi× ×cheÑe haÚe beeÒ iÒ¹
ØÖÓdÙced bÝ ÊickeÖØ eØ aÐº [½9¿]º ÌheÝ ×Ùgge×Øed ØhaØ ÚehicÐe× aÖe aÐÐÓÛed ØÓ
chaÒge Øhe ÐaÒe if Øhe fÓÐÐÓÛiÒg fÓÙÖ cÖiØeÖia aÖe ×aØi×¬ed:

´C½µ gaÔ´iµ < Ð¸
´C¾µ gaÔÓ´iµ > ÐÓ¸
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´C¿µ gaÔÓ;back´iµ > ÐÓ;back¸
´C4µ ÖaÒd´µ < Ôcº

ÀeÖe gaÔ´iµ aÒd gaÔÓ´iµ aÖe Øhe gaÔ× iÒ fÖÓÒØ Óf ÚehicÐe i ÓÒ Øhe ÓÛÒ ÐaÒe aÒd
Øhe ÓØheÖ ÐaÒe ¾¼ ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº gaÔÓ;back´iµ i× Øhe gaÔ ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒe ØÓ Øhe
ÒeÜØ ÚehicÐe behiÒdº Ð¸ ÐÓ¸ ÐÓ;back aÒd Ôc aÖe ÔaÖaÑeØeÖ× ×ÔecifÝiÒg Øhe ÖÙÐe aÒd
ÖaÒd´µ i× a ÖaÒdÓÑ ÒÙÑbeÖ iÒ Øhe iÒØeÖÚaÐ [¼; ½]º

Ìhe ¬Ö×Ø ÖÙÐe C½ ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe iÒceÒØiÚe cÖiØeÖiÓÒ¸ iºeº if Øhe gaÔ gaÔ´iµ iÒ
fÖÓÒØ Óf Øhe ÚehicÐe i× ÒÓØ ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐaÖge ÚehicÐe× ÛaÒØ ØÓ chaÒge Øhe ÐaÒeº
ÌÝÔicaÐ chÓice× Óf Øhe ÔaÖaÑeØeÖ Ð aÖe giÚeÒ bÝ Ð = ÑiÒ´Ú·½; ÚÑaÜµº Ìhi× chÓice
Óf Øhe ÑiÒiÑaÐ headÛaÝ eÒ×ÙÖe× ØhaØ ÚehicÐe× dÖiÚiÒg iÒ a ×ÐÓÛ ÔÐaØÓÓÒ ØÖÝ ØÓ
chaÒge Øhe ÐaÒe if ÔÓ××ibÐeº ÁÒ Øhe ÒeÜØ ÖÙÐe C¾ iØ i× checked if Øhe ×iØÙaØiÓÒ
ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒe i× iÒdeed ÑÓÖe cÓÒÚeÒieÒØº Ìhi× ÑÓØiÚaØe× Øhe chÓice Ð = ÐÓº
Ìhe ØhiÖd ÖÙÐe C¿ aÚÓid× ØÓÓ ×ÑaÐÐ di×ØaÒce× ØÓ fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe× ÓÒ Øhe ÓØheÖ
ÐaÒeº ÊickeÖØ aÒd cÓÛÓÖkeÖ× ×Ùgge×Øed ÐÓ;back = ÚÑaÜº ÁØ i× aÐ×Ó iÑÔÓÖØaÒØ ØÓ
ÔeÖfÓÖÑ ÐaÒe chaÒgiÒg ×ØÓcha×ØicaÐÐÝº EÚeÒ if Øhe iÒceÒØiÚe aÒd ×afeØÝ cÖiØeÖia
aÖe fÙÐ¬ÐÐed a ÐaÒe chaÒge i× ÔeÖfÓÖÑed ÓÒÐÝ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ôc ´C4µº Ìhi×
aÚÓid×¸ aØ Ðea×Ø ÔaÖØiaÐÐÝ̧ ×Ó caÐÐed ÔiÒg¹ÔÓÒg ÐaÒe chaÒge×¸ iºeº ÑÙÐØiÔÐe ÐaÒe¹
chaÒge× Óf ÚehicÐe× iÒ cÓÒ×ecÙØiÚe ØiÑe×ØeÔ× ¾½ º AÐÖeadÝ iÑÔÐeÑeÒØaØiÓÒ× Óf
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Ù×iÒg Øhe ba×ic ÐaÒe¹chaÒgiÒg ÖÙÐe× ÖeÚeaÐed ÕÙiØe ÖeaÐi×Øic
Öe×ÙÐØ×º ÆeÚeÖØheÐe×× ×eÚeÖaÐ ÚaÖiaÒØ× Óf Øhe ba×ic ÖÙÐe× haÚe beeÒ deÚeÐÓÔed iÒ
ÓÖdeÖ ØÓ iÑÔÖÓÚe Øhe ÖeaÐi×Ñº A ÐaÖge ÒÙÑbeÖ Óf ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× cÓÒ×ideÖed
iÒ Øhe ÐiØeÖaØÙÖe haÚe beeÒ ØabÙÐaØed aÒd cÓÑÔaÖed bÝ ÆageÐ eØ aÐº [½96] ´×ee
Figº 46µº

Ìhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× fÓÖ ØÛÓ¹ÐaÒe ØÖaÆc caÒ be ×ÝÑÑeØÖic ÓÖ a×ÝÑÑeØÖic
ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ÐaÒe× [½9¿]º Áf ×ÝÑÑeØÖic ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× aÖe aÔÔÐied Øhe
ÖÙÐe× dÓ ÒÓØ deÔeÒd ÓÒ Øhe diÖecØiÓÒ Óf Øhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÑaÒeÙÚeÖº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø
aÐ×Ó a×ÝÑÑeØÖic ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖedº ÄaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe×
caÒ be a×ÝÑÑeØÖic iÒ ØÛÓ ÛaÝ×º FiÖ×Ø iØ i× ÔÓ××ibÐe ØhaØ iØ i× ÔÖefeÖÖed ØÓ dÖiÚe
ÓÒ Øhe ÖighØ ÐaÒe aØ ÐÓÛ deÒ×iØie×º Ìhi× behaÚiÓÖ caÒ be iÑÔÐeÑeÒØed ×iÑÔÐÝ
bÝ ÐeaÚiÒg ÓÙØ Øhe ¬Ö×Ø ÖÙÐe fÓÖ a chaÒge fÖÓÑ Øhe ÐefØ ØÓ Øhe ÖighØ ÐaÒeº ËecÓÒd
iØ i× aÐ×Ó ÔÓ××ibÐe ØhaØ iØ i× eÚeÒ fÓÖbiddeÒ ØÓ ÓÚeÖØake a ÚehicÐe ÓÒ Øhe ÖighØ
ÐaÒe¸ eºgº ÓÒ geÖÑaÒ highÛaÝ×º ÌheÒ Øhe ×iÒgÐe ÐaÒe dÝÒaÑic× ÓÒ Øhe ÖighØ
ÐaÒe deÔeÒd× ÓÒ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ÓÒ Øhe ÐefØ ÐaÒeº Ìhe×e eÜaÑÔÐe× ×hÓÛ Øhe
eÜibiÐiØÝ Óf Øhe CA aÔÔÖÓache×º ÅÓÖeÓÚeÖ Øhe ×iÑÙÐaØiÓÒ× aÐ×Ó ×hÓÛ ØhaØ Øhe
deØaiÐ× Óf Øhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× ÑaÝ Ðead ØÓ cÓÒ×ideÖabÐe chaÒge× Óf Øhe
ÑÓdeÐ Öe×ÙÐØ× [½94¸½96]º

ÁÒ ÑÙÐØi¹ÐaÒe ØÖaÆc iØ i× Óf ÔaÖØicÙÐaÖ iÒØeÖe×Ø ØÓ iÒÚe×ØigaØe ×Ý×ØeÑ× ÛiØh di«eÖ¹

¾¼ Ìhe gaÔ ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒe i× de¬Òed iÒ Øhe ×aÑe ÛaÝ a× Øhe gaÔ ÓÒ Øhe ÓÛÒ ÐaÒe
bÝ iÑagiÒiÒg ØhaØ Øhe ÚehicÐe ÓccÙÔie× Øhe ×iØe ÔaÖaÐÐeÐ ØÓ iØ× cÙÖÖeÒØ ÔÓ×iØiÓÒº
¾½ Ìhi× aÖØifacØ Óf Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe Ûa× aÐÖeadÝ ÔÓiÒØed ÓÙØ bÝ ÆagaØaÒi [½9¾]¸
ÛhÓ ×iÑÙÐaØed a ØÛÓ¹ÐaÒe ×Ý×ØeÑ ÛiØh ÚÑaÜ = ½º
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Sch�utt [14]:

R ! L: vr < v (look{ahead distance = 9) [ vmax + 1; vmax]

L ! R: vr  v (look{ahead distance = 15)

Rickert asym1 Master thesis [20]:

R ! L: gapr < min[v + 1; vmax] :OR: gapl  2 min[v + 1; vmax] [ vmax; min(v + 1; vmax)]

L ! R: gapr  min[v + 1; vmax] :AND: gapl > 2 min[v + 1; vmax]

Rickert asym2 Master thesis [20]:

R ! L: gapr < min[v + 1; vmax] :OR: gapl  2vmax :OR: v < vmax 1 [ vmax; min(v + 1; vmax)]

L ! R: gapr  min[v + 1; vmax] :AND: gapl > 2vmax :AND: v  vmax 1

Latour 1 Master thesis [23]:

R ! L: gapr < v [0,0] (i.e. neighbor cell empty)

L ! R: gapr  v

Latour 2 Master thesis [23]:

R ! L: gapr < f(v) :AND: gapl > gapr ; f(v) = v; v + 1; v + 2; vmax a) [0,0] b) [ 2; 0]

L ! R: gapr  f(v) :OR: gapl  gapr

Rickert et al Physica A [21]:

R ! L: gapr < v + 1 [ (vmax + 1); v + 1]

L ! R: gapr  v + 1

Wagner J�ulich original [28]:

R ! L: gapr < vmax :AND: gapl > gapr [ (vback + 1); 0]

L ! R: gapr  v + 0 :AND: gapl  v + 0

Wagner J�ulich transformed:z

R ! L: gapr < vmax :OR: gapl < vmax [ (vback + 1); min(gap + 1; vmax)]

L ! R: gapr  vmax + (v) :AND: gapl  vmax + (v) ;

(v) = 0 vmax + v

Wagner et al Physica A original [29]:

R ! L: gapr < vmax :AND: gapl  gapr [ vmax; 0]

L ! R: gapr > vmax + 0 :AND: gapl > vmax + 0

Wagner et al Physica A transformed:

R ! L: gapr < vmax :OR: gapl < vmax [ vmax; min(gap; vmax)]

L ! R: gapr  vmax +  :AND: gapl  vmax +  ;  = 0 + 1

Chowdhury et al Physica A [30]:

R ! L: gapr < v :OR: vd > vd;r (look{ahead distance vmax) [ vd;back; gap]

L ! R: gapr  v :AND: vd  vd;r (look{ahead distance vmax) [ vd;back; v]

This paper (velocity):

R ! L: vr  v :OR: vl  v (look{ahead distance = 16) [ vmax; v]

L ! R: vr > v +  :AND: vl > v +  (look{ahead distance = 16)

This paper (gap):

R ! L: gapr < vmax :OR: gapl < vmax [ vmax; v]

L ! R: gapr  vmax +  :AND: gapl  vmax + 
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Figº 46º Ìhe ØabÐe giÚe× aÒ ÓÚeÖÚieÛ ÓÚeÖ di«eÖeÒØ chÓice× Óf Øhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe×
di×cÙ××ed iÒ Øhe ÐiØeÖaØÙÖeº Ìhe ÒÙÑbeÖ× Óf Øhe ÖefeÖeÒce× cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ ØhÓ×e iÒ
[½96]º Ìhe ¬Ö×Ø cÓÐÙÑÒ ×hÓÛ× di«eÖeÒØ iÒceÒØiÚe cÖiØeÖia aÒd Øhe ×ecÓÒd cÓÐÙÑÒ
deÒÓØe× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÑiÒiÑaÐ gaÔ ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒeº ÁÒ geÒeÖaÐ Øhe iÒceÒØiÚe
cÖiØeÖia caÒ be di«eÖeÒØ fÓÖ a chaÒge fÖÓÑ ÐefØ ØÓ ÖighØ ´Ä ! Ê µ aÒd ´Ê ! Äµ ´fÖÓÑ
[½96]µº

eÒØ ØÝÔe× Óf ÚehicÐe×º FÓÖ CA ÑÓdeÐ× Øhi× ha× beeÒ dÓÒe ¬Ö×Ø bÝ ChÓÛdhÙÖÝ eØ
aÐº [½95] ÛhÓ ×iÑÙÐaØed a ÔeÖiÓdic ØÛÓ¹ÐaÒe ×Ý×ØeÑ ÛiØh ×ÐÓÛ aÒd fa×Ø ÚehicÐe×¸
iºeº ÚehicÐe× ÛiØh di«eÖeÒØ ÚÑaÜº Ìhe ×iÑÙÐaØiÓÒ Öe×ÙÐØ× haÚe beeÒ ×hÓÛÒ ØhaØ
aÐÖeadÝ fÓÖ ×ÑaÐÐ deÒ×iØie× Øhe fa×Ø ÚehicÐe× Øake ÓÒ Øhe aÚeÖage Øhe fÖee¹ÓÛ
ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ×ÐÓÛ ÚehicÐe×¸ eÚeÒ if ÓÒÐÝ a ×ÑaÐÐ fÖacØiÓÒ Óf ×ÐÓÛ ÚehicÐe× haÚe
beeÒ cÓÒ×ideÖedº AÒaÐÓgÓÙ× Öe×ÙÐØ× haÚe beeÒ ÓbØaiÒed bÝ ÀeÐbiÒg aÒd ÀÙbeÖ¹
ÑaÒ [¾½¾] ÛhÓ Ù×ed a di«eÖeÒØ CA ÑÓdeÐ fÓÖ Øhe iÒ¹ÐaÒe ÙÔdaØe ´×ee Ëecº ½½º¿
fÓÖ Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf Øhe ÑÓdeÐµº ÁÒ addiØiÓÒ ØÓ ØhaØ ÆageÐ eØ aÐº [½96] haÚe beeÒ
×hÓÛÒ ØhaØ fÓÖ a ×ÙiØabÐe chÓice Óf Øhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× aÒd di«eÖeÒØ ØÝÔe×
Óf ÚehicÐe× eÚeÒ Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf "ÐaÒe iÒÚeÖ×iÓÒ" Ûhich ha× beeÒ Ób×eÖÚed
aØ geÖÑaÒ highÛaÝ× caÒ be ÖeÔÖÓdÙced ¾¾ º Ìhe Öe×ÙÐØ× di×cÙ××ed ×Ó faÖ ×hÓÛ

¾¾ ÇÒ geÖÑaÒ highÛaÝ× Øhe ÐefØ ÐaÒe i× cÓÒ×ideÖed fÓÖ ÓÚeÖØakiÒg ÚehicÐe× ÓÒÐÝº ÌheÖe¹
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Øhe ×ØÖÓÒg iÒÙeÒce Óf ×ÐÓÛ ÚehicÐe× iÒ ÑÙÐØi¹ÐaÒe ×Ý×ØeÑ×º ÌheÝ ¬Ø faiÖÐÝ ÛeÐÐ
Øhe eÑÔiÖicaÐ Öe×ÙÐØ×¸ Ûhich ×hÓÛ aÒ aÐigÒÑeÒØ Óf Øhe ×Ôeed× ÓÒ di«eÖeÒØ ÐaÒe×
aÒd aÒd Óf di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÚehicÐe×º ÆeÚeÖØheÐe×× ÖeceÒØ ×iÑÙÐaØiÓÒ Öe×ÙÐØ×
Óf ÃÒÓ×Ôe eØ aÐº [½97] iÒdicaØe ØhaØ Øhe iÒÙeÒce Óf ×ÐÓÛ ÚehicÐe× ×eeÑ× ØÓ be
ÓÚeÖe×ØiÑaØed bÝ Øhe ÑÙÐØi¹ÐaÒe ÚaÖiaÒØ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÁÒ ÔaÖØicÙÐaÖ
fÓÖ ×ÝÑÑeØÖic ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe× eÚeÒ a ×iÒgÐe ×ÐÓÛ ÚehicÐe caÒ dÓÑiÒaØe Øhe
dÝÒaÑic× cÐÓ×e ØÓ Øhe ÓÔØiÑaÐ ÚaÐÙe Óf Øhe ÓÛº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÛeakeÒ Øhe e«ecØ
Óf ×ÐÓÛ ÚehicÐe× ØheÝ ×Ùgge×Øed ØÓ cÓÒ×ideÖ aÒØiciÔaØiÓÒ e«ecØ×¸ iºeº Øhe dÖiÚeÖ
e×ØiÑaØe× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe×ØeÔ [½97]º

AÒÓØheÖ iÒØeÖe×ØiÒg ÕÙaÒØiØÝ ØÓ ÐÓÓk aØ i× Øhe fÖeÕÙeÒcÝ Óf ÐaÒe chaÒge× aØ
di«eÖeÒØ deÒ×iØie×º ÀeÖe Øhe ×iÑÙÐaØiÓÒ Öe×ÙÐØ× ×hÓÛ ØhaØ cÐÓ×e ØÓ Øhe deÒ×iØÝ
Óf ÑaÜiÑaÐ ÓÛ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÐaÒe chaÒgiÒg ÑaÒeÙÚeÖ× dÖa×ØicaÐÐÝ decÖea×e×
if Øhe ×ÑaÐÐ ÚaÐÙe× Óf Øhe bÖakiÒg ÒÓi×e aÖe cÓÒ×ideÖed iÒ CA ÑÓdeÐ× ÛheÖe
Øhe ÚeÐÓciØie× Óf ÚehicÐe× aÖe ×ÓÐeÐÝ deØeÖÑiÒed bÝ Øhe di×ØaÒce ØÓ Øhe ÚehicÐe
aheadº Ìhi× i× dÙe ØÓ Øhe facØ ØhaØ fÓÖ hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØe× aØ high deÒ×iØie× ÒÓ
×ÙÆcieÒØÐÝ ÐaÖge gaÔ× eÜi×Øº FÓÖ ÐaÖgeÖ ÚaÐÙe× Óf Øhe bÖakiÒg ÒÓi×e ÐaÖge deÒ×iØÝ
ÙcØÙaØiÓÒ× aÖe Ób×eÖÚabÐeº ÌheÖefÓÖe Øhe ÐÓcaÐ ÑiÒiÑÙÑ Óf Øhe ÐaÒe¹chaÒgiÒg
fÖeÕÙeÒcÝ i× ÒÓØ fÓÙÒd fÓÖ ÐaÖgeÖ ÚaÐÙe× Óf Ôº

ÁÒ geÒeÖaÐ Øhe ×iÑÙÐaØiÓÒ Öe×ÙÐØ× ×hÓÛ ØhaØ ×ÓÑe geÒeÖic ÑÙÐØi¹ÐaÒe e«ecØ× caÒ
be ÔÓiÒØed ÓÙØº FiÖ×Ø Óf aÐÐ Øhe ÑaÜiÑaÐ ÔeÖfÓÖÑaÒce Óf ÑÙÐØi¹ÐaÒe ×Ý×ØeÑ× i×
×ÐighØÐÝ iÒcÖea×ed cÓÑÔaÖed ØÓ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×iÒgÐe¹ÐaÒe ÒeØÛÓÖkº ÁÒ addiØiÓÒ¸
×ÐÓÛ ÚehicÐe× Ðead ØÓ aÒ aÐigÒÑeÒØ Óf ÚeÐÓciØie× Óf di«eÖeÒØ ØÝÔe Óf ÚehicÐe×
aÐÖeadÝ aØ ÐÓÛ deÒ×iØie× Ûhich i× cÓÒ¬ÖÑed bÝ eÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚaØiÓÒº Ìhi×
e«ecØ i× ÕÙiØe ÖÓbÙ×Ø fÓÖ di«eÖeÒØ chÓice× Óf Øhe CA ÑÓdeÐ a× ÛeÐÐ a× fÓÖ
di«eÖeÒØ ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe×º ÁØ caÒ be ÛeakeÒed ÑÓ×Ø eÆcieÒØÐÝ if aÒØiciÔaØiÓÒ
e«ecØ× aÖe aÔÔÐiedº Ìhe deØaiÐ× Óf Øhe ÐaÒe chaÒgiÒg ÖÙÐe×¸ hÓÛeÚeÖ¸ ÑaÝ haÚe
×ØÖÓÒg iÒÙeÒce ÓÒ Øhe ÐaÒe Ù×age chaÖacØeÖi×Øic×º

9º¿ BidiÖecØiÓÒaÐ ØÖaÆc

ËiÑÓÒ aÒd GÙØÓÛiØÞ [¾¼½] haÚe iÒØÖÓdÙced a ØÛÓ¹ÐaÒe CA ÑÓdeÐ ÛheÖe Øhe
ÚehicÐe× ÑÓÚe iÒ ÓÔÔÓ×iØe diÖecØiÓÒ×º Èa××iÒg ÑaÝ be aÐÐÓÛed ÓÒ ÓÒe ÓÖ ÓÒ
bÓØh ÐaÒe×º ÁØ i× ÓÒÐÝ aØØeÑÔØed if ØheÖe i× a chaÒce ØÓ cÓÑÔÐeØe Øhe Ôa××º
ÌheÖefÓÖe dÖiÚeÖ× Ñea×ÙÖe Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ̧ iºeº Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× iÒ fÖÓÒØ
ØhaØ haÚe ØÓ be Ôa××edº Áf iØ i× ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐÓÛ¸ a Ôa×× ÛiÐÐ be aØØeÑÔØedº Ìhi×
ÑeaÒ× ØhaØ aØ high gÐÓbaÐ deÒ×iØie× Øhe ÐaÒe× aÖe e«ecØiÚeÐÝ decÓÙÔÐed ×iÒce
ÓÒÐÝ ÚeÖÝ feÛ Ôa××e× ÛiÐÐ ÓccÙÖº

fÓÖe¸ aØ ÐÓÛ deÒ×iØie×¸ Øhe ÖighØ ÐaÒe i× Ù×ed ÑÓÖe ÓfØeÒº ËÙÖÔÖi×iÒgÐÝ̧ aØ higheÖ deÒ¹
×iØie× ÒÓØ ×iÑÔÐÝ a baÐaÒciÒg Óf Øhe ÐaÒe Ù×age ha× beeÒ Ób×eÖÚed¸ bÙØ fÓÖ deÒ×iØie×
cÐÓ×e ØÓ Øhe ÓÔØiÑÙÑ ÓÛ Øhe ÐefØ ÐaÒe i× eÚeÒ higheÖ fÖeÕÙeÒØedº
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ÁÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ ØhÖee ØÝÔe× Óf jaÑ× caÒ ÓccÙÖ ÓÒ a bidiÖecØiÓÒaÐ ÖÓad: ½µ ËÔÓÒØa¹
ÒeÓÙ× jaÑÑiÒg aÒd ×ØaÖØ¹aÒd¹×ØÓÔ ÛaÚe× ÓÒ ÓÒe Óf Øhe ÐaÒe×; ¾µ jaÑ× caÙ×ed
bÝ dÖiÚeÖ× ÛhÓ ØÖÝ ØÓ Ôa×× bÙØ caÒ ÒÓØ ÖeØÙÖÒ ØÓ ØheiÖ hÓÑe ÐaÒe ×iÒce ØheÖe i×
ÒÓØ eÒÓÙgh ×Ôace aÒd ¿µ \×ÙÔeÖ jaÑ×" ÛheÒ aÒ adjaceÒØ ÔaiÖ Óf dÖiÚeÖ× ØÖie×
ØÓ Ôa×× ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝº Ìhe×e ×ÙÔeÖ jaÑ× haÐØ ØÖaÆc ÓÒ bÓØh ÐaÒe× aÒd caÒ
be ÔÖeÚeÒØed bÝ bÖeakiÒg Øhe ×ÝÑÑeØÖÝ beØÛeeÒ Øhe ÐaÒe×º

Ìhe ÔÖeci×e ÖÙÐe× Óf Øhe CA aÖe iÒ Øhe ×aÑe ×ÔiÖiØ a× Øhe ÖÙÐe× fÓÖ ÑÙÐØiÐaÒe
ØÖaÆc de×cÖibed iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ×Ùb×ecØiÓÒ 9º¾º FiÖ×Ø¸ Øhe ×iØÙaØiÓÒ ÓÒ Øhe ÓÛÒ
ÐaÒe i× eÜaÑiÒedº Áf Øhe ÑÓØiÓÒ i× hiÒdeÖed bÝ aÒÓØheÖ ÚehicÐe ´ÑÓÚiÒg iÒ Øhe
×aÑe diÖecØiÓÒµ¸ a Ôa×× i× aØØeÑÔØedº Ìhi× ÛiÐÐ ÓÒÐÝ be iÒiØiaØed if Øhe ×afeØÝ
cÖiØeÖia aÖe ×aØi×¬ed: ½µ Ìhe gaÔ ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒe ha× ØÓ be ×ÙÆcieÒØÐÝ ÐaÖge¸
aÒd ¾µ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× ØÓ be Ôa××ed ha× ØÓ be ×ÑaÐÐº EÚeÒ if Øhe×e
cÖiØeÖia aÖe ×aØi×¬ed a ÐaÒe chaÒge ÓccÙÖ× ÓÒÐÝ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÔchaÒgeº AfØeÖ
Øhi× ÐaÒe chaÒgiÒg ×ØeÔ Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚe fÓÖÛaÖd ×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe dÝÒaÑic× Óf
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÌheÖe aÖe¸ hÓÛeÚeÖ¸ iÑÔÓÖØaÒØ di«eÖeÒce×º Èa××iÒg ÚehicÐe×
ÒeÚeÖ deceÐeÖaØe ÖaÒdÓÑÐÝº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ bÖeak Øhe ×ÝÑÑeØÖÝ beØÛeeÒ Øhe ØÛÓ
ÐaÒe× ÑÓÚiÒg ÚehicÐe× Ûhich aÖe ÓÒ ØheiÖ hÓÑe ÐaÒe aÒd ×ee ÓÒcÓÑiÒg ØÖaÆc
deceÐeÖaØe deØeÖÑiÒi×ØicaÐÐÝ bÝ ÓÒe ÙÒiØº Ìhi× ÖÙÐe ÔÖeÚeÒØ× Øhe ÓccÙÖaÒce Óf
a ×ÙÔeÖ jaÑº

Ìhe Öe×ÙÐØ× Óf [¾¼½] ×hÓÛ Øhe eÜÔecØed behaÚiÓÙÖ¸ ÒaÑeÐÝ ØhaØ Ôa××iÒg Ñake×
ØÖaÆc ÑÓÖe Ùidº ËØaÖØ¹×ØÓÔ ÛaÚe× aÖe ×ÙÖÔÖe××ed if Øhe deÒ×iØÝ i× ÒÓØ ØÓÓ
ÐaÖgeº Ìhe iÑÔÖÓÚeÑeÒØ Óf Øhe ÓÛ ÓÒ ÓÒe ÐaÒe cÓÑÔaÖed ØÓ Øhe Øhe ÓÒe¹ÐaÒe
ÑÓdeÐ deÔeÒd× ÓÒ Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× ÓÒ Øhe ÓØheÖ ÐaÒeº ÁØ i× ÑaÜiÑaÐ fÓÖ
ÚeÖÝ ×ÑaÐÐ deÒ×iØie× ´c ! ¼µ ÓÒ Øhe Ôa××iÒg ÐaÒeº Áf Øhe deÒ×iØÝ ÓÒ Øhe ÓØheÖ
ÐaÒe i× ×ÑaÐÐ ´c < ¼:¾5µ Øhe ÓÛ ÑaÝ be ÐÓÛeÖ ØhaÒ iÒ Øhe ÓÒe¹ÐaÒe ÑÓdeÐ ×iÒce
Ôa××iÒg ÓÒcÓÑiÒg ÚehicÐe× cÖeaØe aÒ addiØiÓÒaÐ hiÒdÖaÒceº FÓÖ ÐaÖge deÒ×iØie×
ÓÒ aØ Ðea×Ø ÓÒ Óf Øhe ÐaÒe× ØheÖe i× ÐiØØÐe di«eÖeÒce beØÛeeÒ Øhe ÓÒe¹ aÒd ØÛÓ¹
ÐaÒe ÑÓdeÐ×º

Äee eØ aÐº [¾¼¾] haÚe ÔÖÓÔÓ×ed a ØÓÝ ÑÓdeÐ fÓÖ bidiÖecØiÓÒaÐ ØÖaÆc ba×ed ÓÒ a
ÑÙÐØi×Ôecie× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe AËEÈº ÀeÖe ÒÓ Ôa××iÒg i× aÐÐÓÛedº ÁÒ×Øead
ÓÒcÓÑiÒg ØÖaÆc ÓÒ Øhe ÓÔÔÓ×iØe ÐaÒe ÖedÙce× Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe× Óf Øhe Úehi¹
cÐe×º Ìhe dÝÒaÑic× ÓÒ each ÐaÒe i× giÚeÒ bÝ ØhaØ Óf Øhe AËEÈ ÛiØh ÖaÒdÓÑ¹
×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe aÒd ÚÑaÜ = ½¸ bÙØ Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe fÖÓÑ aÒ ÓccÙÔied ceÐÐ
j ØÓ aÒ eÑÔØÝ ceÐÐ j · ½ ÓÒ ÐaÒe ½ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÓccÙÔaÒcÝ Óf ceÐÐ j · ½ ÓÒ
Øhe ÓÔÔÓ×iØe ÐaÒe ´ÐaÒe ¾µº ÏheÒ Øhi× ceÐÐ i× eÑÔØÝ̧ ÚehicÐe× hÓÔ ÛiØh ÖaØe ½¸
ÓØheÖÛi×e ÛiØh ÖaØe ½=¬º ÇÒ ÐaÒe ¾ ÚehicÐe× ÑÓÚe iÒ Øhe ÓÔÔÓ×iØe diÖecØiÓÒ aÒd
Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe fÖÓÑ ceÐÐ j · ½ ØÓ ceÐÐ j deÔeÒd× ÓÒ Øhe ÓccÙÔaÒcÝ Óf ceÐÐ j
ÓÒ ÐaÒe ½º ÁØ i× giÚeÒ bÝ  ÛheÒ Øhi× ceÐÐ i× eÑÔØÝ aÒd bÝ =¬ if iØ i× ÓccÙÔiedº

FÓÖ  < ½ Øhe ÙÒiÒÙeÒced hÓÔÔiÒg ÖaØe ÓÒ ÐaÒe ¾ i× ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ ØhaØ Óf ÐaÒe ½º
Ìhe ÚehicÐe× ÓÒ ÐaÒe ¾ ÑighØ ØheÖefÓÖe be iÒØeÖÔÖeØed a× ØÖÙck×º Ìhe iÒØeÖÐaÒe
iÒØeÖacØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ ¬ caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× a kiÒd Óf ÖÓad ÒaÖÖÓÛÒe××º FÓÖ
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¬ = ½ ÚehicÐe× aÖe ÒÓØ ×ÐÓÛed dÓÛÒ bÝ ÓÒcÓÑiÒg ØÖaÆcº Ìhi× cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ
a highÛaÝ ÛiØh diÚideÖº Ìhe ca×e ¬ ! ¼ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ a ÒaÖÖÓÛ ÖÓad beiÒg
cÓÑÔÐeØeÐÝ bÐÓcked bÝ Øhe ÓÒcÓÑiÒg ØÖaÆcº

Ìhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÑÓdeÐ ÛiØh ÓÒÐÝ ÓÒe ØÖÙck i× ÖaØheÖ ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ Óf
Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ ´×ee Ëecº ½¼µº FÓÖ ¬ > ¬c Øhe ×Ý×ØeÑ
×egÖegaØe× iÒØÓ ØÛÓ Ôha×e×¸ a high¹deÒ×iØÝ Ôha×e iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe ØÖÙck aÒd a
ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e behiÒd iØº

BÝ fÓÖbiddiÒg ØÖÙck× aÒd caÖ× ØÓ ÓccÙÔÝ ÔaÖaÐÐeÐ ceÐÐ j ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ Øhe
ÑÓdeÐ caÒ be ÑaÔÔed ÓÒØÓ aÒ eÜacØÐÝ ×ÓÐÚabÐe ¾¹×Ôecie× ÚaÖiaÒØ Óf Øhe AËEÈº
Í×iÒg Øhe ÑaØÖiÜ¹ÔÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ ´×ee AÔÔº Fµ ÑaÒÝ ×ØeadÝ¹×ØaØe ÔÖÓÔeÖØie×
fÓÖ Øhe ×iÒgÐe¹ØÖÙck ca×e caÒ be ÓbØaiÒed eÜacØÐÝº ÌÛÓ Ôha×e caÒ be di×ØiÒ¹
gÙi×hed: A ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e fÓÖ c¬ < ½ aÒd a jaÑÑed Ôha×e fÓÖ c¬ > ½
ÛheÖe c i× Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× ÓÒ ÐaÒe ½º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ca×e Óf a ¬Üed
defecØ ×iØe ´×ee Ëecº ½¼º¿µ ÓÒÐÝ ÓÒe cÖiØicaÐ deÒ×iØÝ ccÖiØ = ½=¬ eÜi×Ø× ×iÒce Øhe
ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ×ÝÑÑeØÖÝ i× bÖÓkeÒº

GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhi× ÑÓdeÐ ØÓ ÓØheÖ ÙÔdaØe× aÒd higheÖ ÚeÐÓciØie× caÒ be
fÓÙÒd iÒ [¾¼¿]º

½¼ E«ecØ× Óf ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ ÓÒ ØÖaÆc

½¼º½ ÊaÒdÓÑÒe×× iÒ Øhe bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf dÖiÚeÖ× aÒd BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹Ðike
cÓÒdeÒ×aØiÓÒ

Ïe haÚe ×eeÒ hÓÛ ÑÓdi¬caØiÓÒ× Óf Øhe ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ÓÖ Øhe
ÖÙÐe´×µ fÓÖ ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ caÒ giÚe Öi×e ØÓ a Öich ÚaÖieØÝ
Óf ÔhÝ×icaÐ ÔheÒÓÑeÒa¸ eºgº¸ ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed cÖiØicaÐiØÝ̧ ÑeØa×ØabiÐiØÝ aÒd hÝ×¹
ØeÖe×i×¸ eØcº ÆÓÛ Ûe cÓÒ×ideÖ Øhe e«ecØ× Óf ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑÒe×× iÒ Øhe ÖaÒdÓÑ
bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô¸ iºeº¸ Ûe ×ØÙdÝ Øhe e«ecØ× Óf a××igÒiÒg ÖaÒdÓÑÐÝ di«eÖeÒØ
ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× Ôi ØÓ di«eÖeÒØ dÖiÚeÖ× i iÒ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐº ËÙch "ÕÙeÒched" ´iºeº¸ ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØµ ÖaÒdÓÑÒe×× iÒ Øhe ÖaÒdÓÑ
bÖakiÒg iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ caÒ Ðead ØÓ eÜÓØic ÔheÒÓÑeÒa [¾¼4¸½97] Ûhich
aÖe ÖeÑiÒi×ceÒØ Óf "BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹Ðike cÓÒdeÒ×aØiÓÒ" iÒ Øhe ÌAËEÈ ÛheÖe
ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg ÖaØe× aÖe ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑ ÚaÖiabÐe× [¾¼5¸¾¼6]º ÎaÖiÓÙ× a×¹
ÔecØ× Óf Øhe×e ÔheÒÓÑeÒa haÚe beeÒ ØhÓÖÓÙghÐÝ ÖeÚieÛed bÝ ÃÖÙg [¾¼7] aÒd¸
ØheÖefÓÖe¸ Ûe³ÐÐ Öe×ØÖicØ ÓÙÖ di×cÙ××iÓÒ ØÓ ÓÒÐÝ Øhe e××eÒØiaÐ ÔÓiÒØ×º

ÄeØ Ù× ¬Ö×Ø cÓÒ×ideÖ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½º A×
eÜÔÐaiÒed eaÖÐieÖ¸ Øhi× ÑÓdeÐ ÖedÙce× ØÓ Øhe ÌAËEÈ if Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg
i× ÖeÔÐaced bÝ ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg ×cheÑeº Áf Øhe ×aÑe hÓÔÔiÒg ÔÖÓb¹
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abiÐiØÝ Õ i× a××igÒed ØÓ eÚeÖÝ ÔaÖØicÐe eÜceÔØ ÓÒe fÓÖ Ûhich Øhe Øhe hÓÔÔiÒg
ÔÖÓbabiÐiØÝ i× Õ¼ < Õ¸ ØheÒ Øhe ×iÒgÐe "iÑÔÙÖiØÝ" ÔaÖØicÐe i× Øhe ×ÐÓÛe×Ø ÑÓÚiÒg
ÓÒeº Ìhe fa×ØeÖ ÔaÖØicÐe× caÒ be aÐÐÓÛed ØÓ ÓÚeÖØake Øhe ×ÐÓÛ ÓÒe aØ a ÒÓÒ¹ÞeÖÓ
ÖaØe [½74¸¾¼8]; hÓÛeÚeÖ¸ if Øhi× ÖaØe Óf ÓÚeÖØakiÒg ÚaÒi×he× Øhe ×ÐÓÛ ÔaÖØicÐe ÛiÐÐ
giÚe Öi×e ØÓ a ÔÐaØÓÓÒ Óf ÔaÖØicÐe× behiÒd iØº Ìhi× ÔheÒÓÑeÒÓÒ i× ÚeÖÝ ×iÑiÐaÖ
ØÓ Øhe fÓÖÑaØiÓÒ Óf ÔÐaØÓÓÒ× Óf ÚehicÐe× iÒ a ØÖaÆc behiÒd Øhe ×ÐÓÛ ÚehicÐe×
´eºgº¸ ØÖÙck×µº

ÀeÖe Ûe aÖe iÒØeÖe×Øed iÒ a ÑÓÖe geÒeÖaÐ ×iØÙaØiÓÒ Óf ÕÙeÒched "di×ÓÖdeÖ" iÒ
Øhe fÓÖÑ Óf a di×ØÖibÙØiÓÒ Óf iÒØÖiÒ×ic hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ
Øhe ×Ý×ØeÑ ÖaØheÖ ØhaÒ ØhaØ Óf Øhe ×iÒgÐe "defecØ" ÔaÖØicÐeº ÁÒ ×Ùch ×iØÙaØiÓÒ×
ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ× caÒ Ðead ØÓ Øhe fÓÖÑaØiÓÒ Óf ÔÐaØÓÓÒ× if ´aµ ×ÐÓÛ
ÔaÖØicÐe× aÖe ×ÙÆcieÒØÐÝ ÖaÖe aÒd ´bµ if Øhe deÒ×iØÝ Óf ÚehicÐe× i× ×ÙÆcieÒØÐÝ
ÐÓÛº FÓÐÐÓÛiÒg ØheiÖ fÓÖÑaØiÓÒ¸ ×ØaÖØiÒg fÖÓÑ a ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ¸ Øhe
ÔÐaØÓÓÒ× gÖÓÛ ØhÖÓÙgh cÓaÐe×ceÒceº Ìhe cÓaÖ×eÒiÒg Óf Øhe ÔÐaØÓÓÒ× ha× beeÒ
iÒÚe×ØigaØed iÒ Øhe ×aÑe ×ÔiÖiØ iÒ Ûhich cÓaÖ×eÒiÒg Óf dÓÑaiÒ× ´Øhe ×Ó¹caÐÐed
Ç×ÛaÐd ÖiÔeÒiÒgµ i× ÑÓÒiØÓÖed ÛhiÐe ×ØÙdÝiÒg ×ÔiÒÓdaÐ decÓÑÔÓ×iØiÓÒ iÒ¸ fÓÖ
eÜaÑÔÐe¸ biÒaÖÝ aÐÐÓÝ× [¾8]º ËÙÔÔÓ×e¸ ´Øµ i× Øhe ØÝÔicaÐ ÔÐaØÓÓÒ ×iÞe aØ ØiÑe Øº
ËØaÖØiÒg fÖÓÑ a hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ÔaØiaÐ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe×¸ ´Øµ caÒ be
ÑÓÒiØÓÖed a× a fÙÒcØiÓÒ Óf ØiÑe Ø ØÓ ¬Òd ÓÙØ Øhe ÐaÛ Óf "gÖÓÛØh" Óf Øhe ×iÞe
Óf Øhe ÔÐaØÓÓÒ×º

BefÓÖe de×cÖibiÒg Øhe e«ecØ× Óf Øhe ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑÒe×× iÒ Øhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓb¹
abiÐiØie× ÓÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe× Óf Øhe ÌAËEÈ aÒd Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Ûe cÓÒ×ideÖ
aÒ eÚeÒ ×iÑÔÐeÖ ÑÓdeÐ Óf ÔÐaØÓÓÒ fÓÖÑaØiÓÒ [¾¼9¸¾½¼] Ûhich Ûa× deÚeÐÓÔed Ù×¹
iÒg Øhe ÐaÒgÙage Óf aggÖegaØiÓÒ ÔheÒÓÑeÒaº ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ aÒ iÒiØiaÐ ÚeÐÓciØÝ
Új i× a××igÒed ØÓ each ÚehicÐe j¸ dÖaÛÒ ÖaÒdÓÑÐÝ fÖÓÑ a cÓÒØiÒÙÓÙ× ÔÖÓbabiÐiØÝ
deÒ×iØÝ f´Úµº Ìhe ÔaÖØicÐe× ØheÒ ÑÓÚe baÐÐi×ØicaÐÐÝ aÐÓÒg a ÐiÒe aÒd cÓaÐe×ce
ÛheÒeÚeÖ a fa×ØeÖ ÚehicÐe caØche× ÙÔ ÛiØh a ×ÐÓÛeÖ ÓÒe iÒ fÖÓÒØº ÁØ ha× beeÒ
fÓÙÒd ØhaØ ´Øµ iÒcÖea×e× iÒde¬ÒiØeÐÝ accÓÖdiÒg ØÓ Øhe ÔÓÛeÖ ÐaÛ

´Øµ  Ø´Ò·½µ=´Ò·¾µ ´½½½µ

ÛheÖe Øhe eÜÔÓÒeÒØ Ò chaÖacØeÖiÞe× Øhe behaÚiÓÙÖ Óf f´Úµ iÒ Øhe ÚiciÒiØÝ Óf
Øhe ÑiÒiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ ÚÑiÒ¸ iºeº¸ f´Úµ  A´Ú   ÚÑiÒµ

Ò a× Ú ! ÚÑiÒ ÛiØh ×ÓÑe
ÔÓ×iØiÚe cÓÒ×ØaÒØ Aº AÒ aØØeÑÔØ ha× beeÒ Ñade ØÓ deÚeÐÓÔ a cÓaÖ×e¹gÖaiÒed
de×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhi× ÔheÒÓÑeÒÓÒ [¾½½]º

ÁØ ha× beeÒ ×hÓÛÒ [¾¼5¸¾¼6] ØhaØ if ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑ hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× aÖe
a××igÒed ØÓ each ÔaÖØicÐe iÒ Øhe ÌAËEÈ¸ ØheÖe aÖe ×ÑaÐÐ gaÔ× beØÛeeÒ ÔaÖØicÐe×
iÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ cÓÒge×Øed Ôha×e bÙØ iÒ Øhe iÒhÓÑÓgeÒeÓÙ× ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ
Ôha×e ØheÖe i× a ÑacÖÓ×cÓÔicaÐÐÝ ÐaÖge eÑÔØÝ ÖegiÓÒ iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe ×ÐÓÛe×Ø
ÔaÖØicÐe ´iºeº¸ Øhe ÔaÖØicÐe ÛiØh ×ÑaÐÐe×Ø hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝµ behiÒd Ûhich a
ÔÐaØÓÓÒ i× fÓÖÑedº Ìhe Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ iÒhÓÑÓgeÒeÓÙ×
Ôha×e ´Ûhich cÓÒ×i×Ø× Óf a ÑacÖÓ×cÓÔic fÖee ÖegiÓÒ aÒd a ÔÐaØÓÓÒµ ØÓ Øhe high¹
deÒ×iØÝ cÓÒge×Øed Ôha×e i×¸ iÒ ÑaÒÝ Öe×ÔecØ×¸ aÒaÐÓgÓÙ× ØÓ Øhe BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ
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ØÖaÒ×iØiÓÒº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ×ee Øhi× aÒaÐÓgÝ̧ ÐeØ Ù× iÑagiÒe ØhaØ Øhe eÑÔØÝ ×iØe× aÖe bÓ×ÓÒ×
aÒd Øhe ×ØaØe Óf a bÓ×ÓÒ i× deØeÖÑiÒed bÝ Ûhich ÔaÖØicÐe iØ i× iÑÑediaØeÐÝ
iÒ fÖÓÒØ Ófº ÁÒ Øhe ÐaÒgÙage Óf Øhe ideaÐ BÓ×e ga×¸ iÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ Ôha×e
Øhe bÓ×ÓÒ× aÖe ØhiÒÐÝ ×ÔÖead ÓÚeÖ aÐÐ Øhe ×ØaØe×º ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ iÒ Øhe
ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e ØheÖe i× a ¬ÒiØe fÖacØiÓÒ Óf Øhe eÑÔØÝ ×iØe× aÖe cÓÒdeÒ×ed
iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe ×ÐÓÛe×Ø ÔaÖØicÐe iÒ ×Ùch "BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹Ðike cÓÒdeÒ×ed" ×ØaØeº
Ìhe ×ØeadÝ¹×ØaØe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÔaÖØicÐe× i× Øhe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe fÙgaciØÝ Óf Øhe
ideaÐ BÓ×e ga×º ÏhaØ Ñake× Øhe ×Ý×ØeÑ iÒØeÖe×ØiÒg i× Øhe facØ ØhaØ Øhe ÔÐaØÓÓÒ
aÔÔeaÖ× aØ ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖaØheÖ ØhaÒ aØ high deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×º

Ìhe BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹Ðike¹cÓÒdeÒ×aØiÓÒ iÒ Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑ
hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× Óf Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÔaÖØicÐe× ×ÙÖÚiÚe× ÛheÒ Øhe ÖaÒdÓÑ
×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg i× ÖeÔÐaced bÝ ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒg [¾¼6]º FiÒaÐÐÝ̧ iØ i× ÛÓÖØh
eÑÔha×iÞiÒg ØhaØ¸ Øhe aÒaÐÓgÝ ÛiØh Øhe ideaÐ BÓ×e ga× i× ÓÒÐÝ fÓÖÑaÐ a× Øhe
eÑÔØÝ ×iØe× iÒ Øhe ÌAËEÈ aÖe ÒÓØ ÒÓÒ¹iÒØeÖacØiÒg ÕÙaÒØÙÑ ÔaÖØicÐe×º

Ìhe ÕÙaÐiØaØiÚe feaØÙÖe× Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ Ôha×e× aÒd Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ× Ób¹
×eÖÚed iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØie×¸ fÓÖ ÚÑaÜ = ½
a× ÛeÐÐ a× fÓÖ ÐaÖgeÖ ÚÑaÜ¸ aÖe ÚeÖÝ ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e de×cÖibed abÓÚe fÓÖ Øhe
ÌAËEÈ ÛiØh ÖaÒdÓÑ hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× [¾¼4]º ÌÝÔicaÐ ×ÒaÔ×hÓØ× Óf Øhe
×Ý×ØeÑ aØ ØhÖee di«eÖeÒØ ×Øage× Óf eÚÓÐÙØiÓÒ fÖÓÑ a ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ ×ØaØe aÖe
×hÓÛÒ iÒ Figº 47º

Figº 47º ÌÝÔicaÐ ×Ôace¹ØiÑe diagÖaÑ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ¾ aÒd c = ¼:½
aÒd ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØie×º Each hÓÖiÞÓÒØaÐ ÖÓÛ Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ× Øhe iÒ¹
×ØaÒØaÒeÓÙ× ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd× ÖighØ ÛhiÐe Øhe ×Ùcce××iÚe ÖÓÛ×
Óf dÓØ× ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ×aÑe ÚehicÐe× aØ Øhe ×Ùcce××iÚe ØiÑe×ØeÔ×º
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Ìhe ØÝÔicaÐ ×iÞe Óf Øhe ÔÐaØÓÓÒ× ´Øµ caÒ be cÓÑÔÙØed diÖecØÐÝ [¾¼4] bÝ cÓÑ¹
ÔÙØiÒg Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ ´8¼µ aÒd ideÒØifÝiÒg Øhe ×eÔaÖaØiÓÒ Ö = Ê¼ Óf
Øhe ¬Ö×Ø ÞeÖÓ¹cÖÓ××iÒg Óf Øhi× cÓÖÖeÐaØiÓÒ a× ´Øµº FÓÐÐÓÛiÒg Øhi× ÔÖÓcedÙÖe¸ iØ
ha× beeÒ Ób×eÖÚed ØhaØ ´Øµ fÓÐÐÓÛ× Øhe ÔÓÛeÖ ÐaÛ ´½½½µ ÛheÒ Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ
Óf Øhe ÖaÒdÓÑ bÖakiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× i× giÚeÒ bÝ È ´Ôµ = ¾Ò´Ò · ½µ´½

¾
  ÔµÒº

½¼º¾ ÊaÒdÓÑ ÚÑaÜ

Ìhe ØÛÓ iÑÔÓÖØaÒØ ÔaÖaÑeØeÖ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÖe Ô aÒd ÚÑaÜº ÁÒ Øhe
ÔÖecediÒg ×Ùb×ecØiÓÒ Ûe haÚe ×eeÒ Øhe e«ecØ× Óf ÖaÒdÓÑiÞiÒg Ô a××igÒiÒg Øhe
×aÑe ÚÑaÜ ØÓ aÐÐ Øhe ÚehicÐe×º ÁÒ Øhi× ×Ùb×ecØiÓÒ¸ ÓÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Ûe iÒÚe×¹
ØigaØe Øhe e«ecØ× Óf ÖaÒdÓÑiÞiÒg ÚÑaÜ¸ a××igÒiÒg a ÒÓÒ¹ÖaÒdÓÑ cÓÒ×ØaÒØ Ô ØÓ
eÚeÖÝ dÖiÚeÖº

Ìhe ×iÑÔÐe×Ø ÔÓ××ibÐe ÑÓdeÐ ØÓ iÒÚe×ØigaØe Øhe e«ecØ× Óf ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑÒe××
iÒ ÚÑaÜ i× ØhaØ cÓÒ×ideÖed bÝ BeÒ¹ÆaiÑ eØ aÐº [¾¼9] Ûhich Ûa× di×cÙ××ed ØÓ
ÑÓØiÚaØe Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf ÔÐaØÓÓÒ fÓÖÑaØiÓÒ iÒ Øhe ÔÖecediÒg ×Ùb×ecØiÓÒº

ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÑÓdeÐ ØÖaÆc cÓÒ×i×ØiÒg Óf ØÛÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÚehicÐe×¸ ×aÝ̧ fÓÖ
eÜaÑÔÐe¸ caÖ× aÒd ØÖÙck×¸ Óf Ûhich a fÖacØiÓÒ ffa×Ø aÖe iÒØÖiÒ×icaÐÐÝ fa×Ø ´×aÝ̧
caÖ×µ ÛhiÐe Øhe ÖeÑaiÒiÒg fÖacØiÓÒ ½  ffa×Ø aÖe iÒØÖiÒ×icaÐÐÝ ×ÐÓÛ ´×aÝ̧ ØÖÙck×µ¸
ChÓÛdhÙÖÝ eØ aÐº [½95] a××igÒed a higheÖ ÚÑaÜ ´eºgº¸ ÚÑaÜ = 5µ ØÓ a fÖacØiÓÒ
ffa×Ø Óf ÚehicÐe× chÓ×eÒ ÖaÒdÓÑÐÝ ÛhiÐe Øhe ÖeÑaiÒiÒg fÖacØiÓÒ ½  ffa×Ø ÛeÖe
a××igÒed a ÐÓÛeÖ ÚÑaÜ ´eºgº¸ ÚÑaÜ = ¿µº A× Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× iÒcÖea×e×¸
Øhe ÚehicÐe× ÛiØh higheÖ ÚÑaÜ ¬Òd iØ ÑÓÖe diÆcÙÐØ ØÓ chaÒge ÐaÒe iÒ ÓÖdeÖ
Ôa×× a ÚehicÐe ÛiØh ÐÓÛeÖ ÚÑaÜ ahead Óf iØ iÒ Øhe ×aÑe ÐaÒeº Ìhi× Ðead× ØÓ
Øhe fÓÖÑaØiÓÒ Óf "cÓheÖeÒØ ÑÓÚiÒg bÐÓck×" Óf ÚehicÐe× each Óf Ûhich i× Ðed
bÝ a ÚehicÐe Óf ÐÓÛeÖ ÚÑaÜ [¾½¾]º ÌÛÓ ÑaiÒ caÙ×e× Óf ØÖaÆc accideÒØ×¸ ÒaÑeÐÝ̧
di«eÖeÒce× iÒ ÚehicÐe× ×Ôeed× aÒd ÐaÒe chaÒge×¸ aÖe ÖedÙced cÓÒ×ideÖabÐÝ iÒ Øhi×
×ØaØe ØheÖebÝ ÑakiÒg Øhi× ×ØaØe Óf ØÖaÆc ÑÙch ×afeÖº ÁØ i× ÛÓÖØh ÑeÒØiÓÒiÒg
ØhaØ eÚeÒ a ×ÑaÐÐ ÒÙÑbeÖ Óf ×ÐÓÛ ÚehicÐe× iÒ ¾¹ÐaÒe ÑÓdeÐ×¸ ÛheÖe ÓÚeÖØakiÒg
i× ÔÓ××ibÐe¸ caÒ haÚe a dÖa×Øic e«ecØº FÓÖ deØaiÐ× Ûe ÖefeÖ ØÓ [½97] aÒd Øhe
di×cÙ××iÓÒ iÒ Ëecº 9º¾º

½¼º¿ ÊaÒdÓÑÐÝ ÔÐaced bÓØØÐeÒeck× ÓÒ Øhe ÖÓad× aÒd Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÙÜ ÔÖiÒ¹
ciÔÐe

ËÓ faÖ Ûe haÚe iÒÚe×ØigaØed Øhe e«ecØ× Óf ØÛÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÕÙeÒched
ÖaÒdÓÑÒe×× bÓØh Óf Ûhich ÛeÖe a××ÓciaØed ÛiØh Øhe ÚehicÐe× ´iºeº¸ ÔaÖØicÐe×µº
Ïe ÒÓÛ cÓÒ×ideÖ Øhe e«ecØ× Óf ÝeØ aÒÓØheÖ ØÝÔe Óf ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑÒe×× Ûhich
i× a××ÓciaØed ÛiØh Øhe ÖÓad ´iºeº¸ ÐaØØiceµº
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ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ aÒØiciÔaØe Øhe e«ecØ× Óf ×Ùch ÖaÒdÓÑÒe×× a××ÓciaØed ÛiØh Øhe high¹
ÛaÝ̧ ÐeØ Ù× begiÒ ÛiØh Øhe ×iÑÔÐe×Ø ÔÓ××ibÐe caÖicaØÙÖe Óf ØÖaÆc ÛiØh a "ÔÓiÒØ
defecØ" [¾½¿]: a ×iÒgÐe "iÑÔÙÖiØÝ" ´ÓÖ¸ "defecØ"µ ×iØe iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ
Ô = ¼ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½º ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ¸ ÚehicÐe× ÑÓÚe fÓÖÛaÖd¸
iÒ ÔaÖaÐÐeÐ¸ bÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg if Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×iØe iÒ fÖÓÒØ i× eÑÔØÝ;
each ÚehicÐe Øake× ÌiÑÔ ´> ½µ ØiÑe×ØeÔ× ØÓ cÖÓ×× Øhe "iÑÔÙÖiØÝ" ×iØe bÙØ ÓÒÐÝ
ÓÒe ØiÑe ×ØeÔ ØÓ cÖÓ×× a ÒÓÖÑaÐ ×iØe ÛheÒ Øhe ÒeÜØ ×iØe i× eÑÔØÝº Ìhe iÑÔÙÖiØÝ
×iØe× acØ× Ðike a bÐÓckage fÓÖ aÐÐ ÌiÑÔ > ½º A× eÜÔÐaiÒed iÒ ×ecØiÓÒ 8º¾º½¸ iÒ Øhe
ab×eÒce Óf Øhe iÑÔÙÖiØÝ̧ Â = c fÓÖ ¼ < c  ½=¾ aÒd Â = ½  c fÓÖ ½=¾ < c  ½º
ÆÓØe ØhaØ¸ if Øhe iÑÔÙÖiØÝ i× ÔÖe×eÒØ¸ ½=ÌiÑÔ ÚehicÐe Ôa××e× ØhÖÓÙgh Øhe iÑ¹
ÔÙÖiØÝ ×iØe ÔeÖ ÙÒiØ ØiÑeº ÌheÖefÓÖe¸ Øhe bÓØØÐeÒeck cÖeaØed bÝ Øhe iÑÔÙÖiØÝ
iÒØÖÓdÙce× aÒ ÙÔÔeÖ cÙØ¹Ó« Óf Øhe ÙÜ¸ ÚiÞº¸ ½=ÌiÑÔº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Â = c < ½=ÌiÑÔ

×Ó ÐÓÒg a× c < c½ = ½=ÌiÑÔº ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Â = ½   c < ½=ÌiÑÔ fÓÖ c > c¾ ÛheÖe
c¾ = ½   c½º ÁÒ Øhe deÒ×iØÝ iÒØeÖÚaÐ c½ < c < ½   c½¸ Øhe bÓØØÐeÒeck aØ Øhe
iÑÔÙÖiØÝ i× Øhe ÓÛ¹ÐiÑiØiÒg facØÓÖ aÒd¸ heÒce¸ iÒ Øhi× ÖegiÑe¸ Â = ½=ÌiÑÔ i×
iÒdeÔeÒdeÒØ Óf cº ÌhÙ×¸ iÒ Øhe ×iÑÔÐe caÖicaØÙÖe Óf ØÖaÆc ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ
ÓÒe ÛÓÙÐd eÜÔecØ Øhe ÙÜ ØÓ ÚaÖÝ ÛiØh deÒ×iØÝ fÓÐÐÓÛiÒg Øhe ÖeÐaØiÓÒ

Â =

8>><
>>:
c if ¼ < c  c½;

½=ÌiÑÔ if c½ < c  c¾;

½  c if c¾ < c  ½;

´½½¾µ

ÛheÖe

c½ =
½

½ · ´¡ØµiÑÔ
aÒd c¾ =

´¡ØµiÑÔ

½ · ´¡ØµiÑÔ
; ´½½¿µ

aÒd ÌiÑÔ = ½ · ´¡ØµiÑÔ ×Ùch ØhaØ ´¡ØµiÑÔ = ¼ fÓÖ Øhe ÒÓÖÑaÐ ×iØe× bÙØ
´¡ØµiÑÔ > ¼ fÓÖ Øhe iÑÔÙÖiØÝ ×iØeº

Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ¸ ÓbØaiÒed ÒÙÑeÖicaÐÐÝ ØhÖÓÙgh cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ
Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh a ×iÒgÐe defecØ aÒd ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ô ´Figº 48µ i× iÒ ÕÙaÐiØa¹
ØiÚe agÖeeÑeÒØ ÛiØh ØhÓ×e Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ ´½½¾µº Ìhe ÕÙaÐiØaØiÚe
feaØÙÖe× Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ iÒ Figº 48 aÖe aÐ×Ó ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e Óf Øhe
ÌAËEÈ ÛiØh a ×iÒgÐe defecØ [¾½4] ÛheÖe Øhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ Õ i× ×ÑaÐÐeÖ
ØhaÒ ØhaØ aØ aÐÐ Øhe ÒÓÖÑaÐ ×iØe×º EÕÙaØiÓÒ ´½½¾µ aÐ×Ó iÒdicaØe× ØhaØ Øhe ÐaÖgeÖ
i× ´¡ØµiÑÔ Øhe ÐÓÛeÖ i× Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÙÜ ½=[½ · ´¡ØµiÑÔ] aÒd Øhe ÛideÖ i× Øhe
iÒØeÖÚaÐ c½  c  c¾ ÓÚeÖ Ûhich Øhe ÙÜ ÖeÑaiÒ× cÓÒ×ØaÒØº

ÏhaØ Ñake× Øhe ÔÖÓbÐeÑ Óf a ×iÒgÐe "ÔÓiÒØ defecØ" ÒÓÒØÖiÚiaÐ i× ØhaØ¸ ÓÚeÖ Øhe
iÒØeÖÚaÐ c½  c  c¾ Óf Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe×¸ ÛheÖe Øhe Â i× ÑaÜiÑÙÑ
aÒd iÒdeÔeÒdeÒØ Óf c¸ Øhe ÐÓcaÐiÞed bÐÓckage ha× gÐÓbaÐ e«ecØ× ÛheÖebÝ Øhe ØÖaf¹
¬c eÜhibiØ× ÑacÖÓ×cÓÔic Ôha×e ×egÖegaØiÓÒ iÒØÓ high¹deÒ×iØÝ aÒd ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ
ÖegiÓÒ×º EÚideÒce fÓÖ ×Ùch ÑacÖÓ×cÓÔic Ôha×e ×egÖegaØiÓÒ caÒ be ÓbØaiÒed di¹
ÖecØÐÝ fÖÓÑ Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× ´×ee Figº 49µº Figº 49 iÑÔÐie× ØhaØ ×Ó ÐÓÒg
a× c < c½ Øhe ÔaÖØicÐe× ÛiÐÐ ÒÓØ ÔiÐe ÙÔ bÙØ a ÐÓcaÐ iÒcÖea×e Óf deÒ×iØÝ ÛiÐÐ
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Figº 48º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÒd a bÐÓckage
×iØe ÐÓcaØed aØ Øhe ×iØe ½º Ìhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ iÒ Øhe bÙÐk i× giÚeÒ bÝ Õ = ¼:75
aÒd aØ Øhe defecØ bÝ Õ = ¼:¾5º

Figº 49º DeÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× fÓÖ di«eÖeÒØ ÚaÐÙe× Óf c iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½
aÒd a bÐÓckage ×iØe ÐÓcaØed aØ Øhe ×iØe ½º Ìhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ iÒ Øhe bÙÐk i×
giÚeÒ bÝ Õ = ¼:75 aÒd aØ Øhe bÐÓckage ×iØe bÝ Õ = ¼:¾5º

cÓÑÔeÒ×aØe fÓÖ Øhe ÖedÙced ÐÓcaÐ ÚeÐÓciØÝ aØ Øhe bÐÓckage ×Ó ØhaØ Øhe ÙÜ
aÖÓÙÒd Øhe bÐÓckage i× ideÒØicaÐ ØÓ ØhaØ faÖ fÖÓÑ iØº ÀÓÛeÚeÖ¸ if Øhe gÐÓbaÐ
deÒ×iØÝ eÜceed× c½¸ Øhe ÔaÖØicÐe× ÔiÐe ÙÔ dÙÖiÒg Øhe ØÖaÒ×ieÒØ ÔeÖiÓd ÐeadiÒg ØÓ
Øhe Ôha×e¹×egÖegaØed ×ØeadÝ ×ØaØeº BecaÙ×e Óf Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ×ÝÑÑeØÖÝ Øhe
Ôha×e¹×egÖegaØiÓÒ dÓe× ÒÓØ Øake ÔÐace if Øhe ÔaÖØicÐe deÒ×iØÝ eÜceed× c¾º

Ïe ÒÓÛ deÚeÐÓÔ a ×eÑi¹ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ØheÓÖÝ ¾¿ fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh
ÚÑaÜ = ½¸ ÒÓÒ¹ÞeÖÓ Ô aÒd a ×iÒgÐe "iÑÔÙÖiØÝ" ×iØe a××ÙÑiÒg Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe
ØÓ be Ôha×e¹×egÖegaØed¸ a× deÑÓÒ×ØÖaØed bÝ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ ´Figº 49µº
ÆaØÙÖaÐÐÝ̧ Øhi× ØheÓÖÝ caÒÒÓØ eÜÔÐaiÒ Øhe ÙÒdeÖÐÝiÒg ÑechaÒi×Ñ ØhaØ giÚe×
Öi×e ØÓ Øhe Ôha×e¹×egÖegaØed ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØeº BÙØ¸ a× Ûe ×haÐÐ ×ee

¾¿ A ÑicÖÓ×cÓÔic aÔÔÖÓach fÓÖ deØeÖÑiÒi×Øic dÝÒaÑic× caÒ be fÓÙÒd iÒ [½76]º
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×ÓÓÒ¸ iØ ÔÖÓÚide× a gÓÓd e×ØiÑaØe Óf Øhe ÙÜ iÒ Øhe Ôha×e¹×egÖegaØed ÖegiÑeº
ÇÙÖ caÐcÙÐaØiÓÒ× aÖe ba×ed ÓÒ aÖgÙÑeÒØ× ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e ×Ùgge×Øed ÓÖigiÒaÐÐÝ
bÝ ÂaÒÓÛ×kÝ aÒd ÄebÓÛiØÞ [¾½4] iÒ Øhe cÓÒØeÜØ Óf ÌAËEÈ ÛiØh a ×iÒgÐe defecØº

Í×iÒg eÕÙaØiÓÒ ´78µ¸ Øhe ÙÜ iÒ Øhe high¹deÒ×iØÝ aÒd ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ×¸

faÖ fÖÓÑ ØheiÖ iÒØeÖface¸ aÖe giÚeÒ bÝ Âh = ½
¾


½ 

Õ
½  4Õch´½  chµ


aÒd

Â` = ½
¾


½ 

Õ
½  4Õc`´½  c`µ


aÒd ØhaØ acÖÓ×× Øhe defecØ bÓÒd i× giÚeÒ bÝ

Âdef ³ ½
¾


½ 

Õ
½  4Õdch´½  c`µ


º ËiÒce¸ iÒ Øhe ×ØeadÝ ×ØaØe¸ Øhe ÙÜ i× ×aÑe

acÖÓ×× Øhe eÒØiÖe ×Ý×ØeÑ¸ Ûe ÑÙ×Ø haÚe Õch´½  chµ = Õc`´½  c`µ aÒd¸ heÒce¸

ch = c` ÓÖ ch = ½  c`: ´½½4µ

Ìhe cÓÒdiØiÓÒ ch = c` i× ×aØi×¬ed bÝ Øhe ÙÒifÓÖÑ deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× ÛheÖea× Øhe
cÓÒdiØiÓÒ ch = ½   c` i× ×aØi×¬ed bÝ Øhe Ôha×e¹×egÖegaØed deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe ´×ee
Figº 49µº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Ù×iÒg Øhe cÓÒdiØiÓÒ Âh = Âdef = Â` Ûe geØ

ch´½  chµ = c`´½  c`µ ³ Öch´½  c`µ ´½½5µ

ÛheÖe Ö = Õd=Õ < ½ ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× Øhe "ØÖaÒ×Ñi××iÓÒ ÔÖÓbabiÐiØÝ" ÓÖ
"ÔeÖÑeabiÐiØÝ" Óf Øhe bÐÓckageº FÖÓÑ Øhe ´aÔÔÖÓÜiÑaØeµ eÕÙaØiÓÒ× ´½½5µ Ûe
geØ

ch ³ ½

Ö · ½
=

Ô

Ô · Ôd
aÒd c` ³ Ö

Ö · ½
=

Ôd

Ô · Ôd
´½½6µ

aÒd¸ heÒce¸

Â =
½

¾

"
½ 

×
½  4ÕÖ

´½ · Öµ¾

#
´½½7µ

Ìhe e×ØiÑaØe ´½½7µ i× iÒ gÓÓd agÖeeÑeÒØ ÛiØh Øhe ÒÙÑeÖicaÐ daØa ´Figº 48µ
ÓbØaiÒed fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ [½9¼]º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe e×ØiÑaØe× c` aÒd ch

aÖe aÐ×Ó iÒ gÓÓd agÖeeÑeÒØ ÛiØh c` aÒd ch¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ iÒ Figº 49º

ÆÓØe ØhaØ c` aÒd ch deÔeÒd ÓÒÐÝ ÓÒ Ö aÒd aÖe iÒdeÔeÒdeÒØ Óf cº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe
e×ØiÑaØe× ´½½6µ Óf c` aÒd ch aÖe iÒ eÜceÐÐeÒØ agÖeeÑeÒØ ÛiØh c½ aÒd c¾¸ Öe×Ôec¹
ØiÚeÐÝ̧ iÒ Figº 48º AØ ¬Ö×Ø ×ighØ¸ Øhe×e ØÛÓ Öe×ÙÐØ× ÑaÝ aÔÔeaÖ ×ÙÖÔÖi×iÒg aÒd
cÓÙÒØeÖ¹iÒØÙiØiÚeº BÙØ¸ Ûe³ÐÐ ÒÓÛ ×hÓÛ ØhaØ Øhe×e aÖe ÖeÐaØed ØÓ Øhe ÑechaÒi×Ñ
Óf Øhe Ôha×e¹×egÖegaØiÓÒº CÓÒ×eÖÚaØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× deÑaÒd ØhaØ

cÄ = chh · c` = chh · c`´Ä  hµ ´½½8µ

ÛheÖe h aÒd ` = Ä   h aÖe Øhe ÐeÒgØh× Óf Øhe high¹deÒ×iØÝ aÒd ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ
ÖegiÓÒ×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÌhÙ×¸

h

Ä
=

c  c`

ch   c`
=

c´½ · Öµ  Ö

½  Ö
´½½9µ
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Ìhe eÕÙaØiÓÒ ´½½9µ ×hÓÛ× ØhaØ h=Ä ! ¼ a× c ! c` aÒd h=Ä ! ½ a× c ! chº
ÌheÖefÓÖe¸ keeÔiÒg Ö ¬Üed a× Øhe deÒ×iØÝ i× iÒcÖea×ed beÝÓÒd c½ = c`¸ Øhe
deÒ×iØie× Óf Øhe ØÛÓ ÖegiÓÒ× ÖeÑaiÒ ¬Üed bÙØ Øhe high¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ gÖÓÛ×
ØhickeÖ aØ Øhe cÓ×Ø Óf Øhe ÐeÒgØh Óf Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ a× ÑÓÖe aÒd ÑÓÖe
ÚehicÐe× ÔiÐe ÙÔ aÒd¸ eÚeÒØÙaÐÐÝ̧ aØ c = c¾ = ch Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ ÓccÙÔie×
a ÚaÒi×hiÒgÐÝ ×ÑaÐÐ fÖacØiÓÒ Óf Øhe ØÓØaÐ ÐeÒgØh Óf Øhe ×Ý×ØeÑ ×igÒaÐiÒg Øhe
di×aÔÔeaÖaÒce Óf Øhe Ôha×e ×egÖegaØiÓÒº ÁÒØeÖe×ØiÒgÐÝ̧ Öeca×ØiÒg Øhe eÜÔÖe××iÓÒ×
fÓÖ ch aÒd c` a× c` = ½=[½ · ´¡ØµiÑÔ] aÒd ch = ´¡ØµiÑÔ=[½ · ´¡ØµiÑÔ]¸ ÛheÖe
´¡ØµiÑÔ = ½=Ö¸ Ûe ¬Òd cÐÓ×e fÓÖÑaÐ aÒaÐÓgie× ÛiØh c½ aÒd c¾¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ iÒ
eÕÙaØiÓÒ ´½½¿µ [¾½5]º

Ëch�ÙØÞ [¾½6] cÓÒ×ideÖed a ÌAËEÈ ÛiØh ×ÙbÐaØØice¹ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe ´×ee AÔÔº
Aµ ÛheÖe Øhe ÑÓØiÓÒ Óf Øhe ÔaÖØicÐe× i× deØeÖÑiÒi×Øic ´iºeº¸ Õ = ½µ eÚeÖÝÛheÖe
eÜceÔØ aØ a defecØ ×iØe ÛheÖe ØheÝ ÑÓÚe ÛiØh Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ Õd < ½ ´iºeº¸
Ö = Õd < ½µº EÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ i× ÔÓ××ibÐe ØhÖÓÙgh a ÑaÔÔiÒg ÓÒ a 6¹ÚeÖØeÜ
ÑÓdeÐº ÄaØeÖ¸ a ×ÓÐÙØiÓÒ Ù×iÒg Øhe ÑaØÖiÜ¹ÔÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ Ûa× ÔÖe×eÒØed iÒ
[¾½7]º EÜceÔØ fÓÖ ÑiÒÓÖ di«eÖeÒce×¸ Øhe ÕÙaÐiØaØiÚe feaØÙÖe× Óf Øhe Öe×ÙÐØ× dÓ ÒÓØ
di«eÖ fÖÓÑ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg aÔÔÖÓÜiÑaØe Öe×ÙÐØ× ÓbØaiÒed fÓÖ Õd 6= ½ [¾½4]º
ÉÙaÐiØaØiÚeÐÝ ×iÑiÐaÖ Ôha×e ×egÖegaØiÓÒ ÔheÒÓÑeÒa haÚe aÐ×Ó beeÒ Ób×eÖÚed
iÒ a ÖeÐaØed ÑÓdeÐ [¾¼¾]º

Ìhe ÕÙaÐiØaØiÚe feaØÙÖe× Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ dÓ ÒÓØ chaÒge ×igÒi¬¹
caÒØÐÝ if Øhe "ÔÓiÒØ¹Ðike" defecØ ´ÓÖ¸ iÑÔÙÖiØÝµ i× ÖeÔÐaced bÝ aÒ "eÜØeÒded"
defecØ [½9¼]¸ iºeº a feÛ cÓÒ×ecÙØiÚe defecØ ×iØe×º ÀÓÛeÚeÖ¸ ÛiØh iÒcÖea×iÒg ÐeÒgØh
Óf Øhe defecØ¸ Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÚaÐÙe Óf Øhe ÙÜ decÖea×e× ÑÓÒÓØÓÒicaÐÐÝ aÒd aÔ¹
ÔÖÓache× Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÓÛ Óf Øhe hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×Ý×ØeÑ ÛheÖe Øhe hÓÔÔiÒg
ÔÖÓbabiÐiØÝ a××ÓciaØed ÛiØh each Óf Øhe bÓÒd× i× ideÒØicaÐ ØÓ ØhaØ a××ÓciaØed
ÛiØh Øhe defecØ× iÒ ÓÙÖ ÑÓdeÐ ´Figº 5¼µº FÖÓÑ Fig×º 5¼ aÒd 5½ Ûe cÓÒcÐÙde
ØhaØ Øhe ÑÓÒÓØÓÒic decÖea×e Óf Øhe ÓÛ ÛiØh iÒcÖea×iÒg ÐeÒgØh Óf Øhe eÜØeÒded
defecØ×¸ Ðead× ØÓ a ÐaÖgeÖ di«eÖeÒce ch   c` beØÛeeÒ Øhe deÒ×iØie× Óf Øhe high¹
deÒ×iØÝ aÒd Øhe ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ× Óf Øhe Ôha×e¹×egÖegaØed ×ØeadÝ¹×ØaØeº

ÆeÜØ¸ iÒ×Øead Óf a ×iÒgÐe ÔÓiÒØ¹Ðike ÓÖ eÜØeÒded "defecØ"¸ ÐeØ Ù× cÓÒ×ideÖ Øhe
ÑÓÖe geÒeÖaÐ ca×e Óf ÕÙeÒched "di×ÓÖdeÖ" iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½
ÛheÖe Øhe ÕÙeÒched ÖaÒdÓÑ hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie× Õj;j·½ = ½ Ôj;j·½ aÖe chÓ×eÒ
iÒdeÔeÒdeÒØÐÝ fÖÓÑ ×ÓÑe ÔÖÓbabiÐiØÝ di×ØÖibÙØiÓÒ È ´Õµ¸ fÓÖ Øhe hÓÔÔiÒg fÖÓÑ
Øhe ceÐÐ j ØÓ Øhe ceÐÐ j · ½ ´j = ½; ¾; :::; Äµº FÓÖ a giÚeÒ ÖeaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe
di×ÓÖdeÖed ×Ý×ØeÑ¸ eÚeÖÝ ÚehicÐe hÓÔÔiÒg fÖÓÑ a giÚeÒ ceÐÐ i ØÓ Øhe ÒeÜØ ceÐÐ
i·½ ÑÙ×Ø hÓÔ ÛiØh Øhe ×aÑe ÔÖÓbabiÐiØÝ Õi;i·½ aÒd a giÚeÒ ÚehicÐe hÓÔ× acÖÓ××
di«eÖeÒØ bÓÒd×¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ ÛiØh di«eÖeÒØ ÔÖÓbabiÐiØie× a××igÒed ØÓ Øhe×e bÓÒd×
a× iØ ÑÓÚe× fÓÖÛaÖd ÛiØh ØiÑeº A ×iÑiÐaÖ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÌAËEÈ ha× aÐ×Ó
beeÒ ×ØÙdied [½¿7]º Ïe ×haÐÐ ÖefeÖ ØÓ Øhi× ÑÓdeÐ a× di×ÓÖdeÖed ÌAËEÈ ´iºeº¸
DÌAËEÈµº
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Figº 5¼º FÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÒd defecØ× Óf
di«eÖeÒØ ÐeÒgØh Ädº AgaiÒ Ô = ¼:75 aÒd Ôd = ¼:¾5 i× chÓ×eÒº FÓÖ cÓÑÔaÖi×ÓÒ Øhe
fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe \fa×Ø" ´Ô=¼º75µ aÒd \×ÐÓÛ" hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×Ý×ØeÑ× aÖe
×hÓÛÒº

Figº 5½º DeÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× fÓÖ di«eÖeÒØ ÐeÒgØh× Óf Øhe defecØ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh
ÚÑaÜ = ½º AgaiÒ Ô = ¼:75 aÒd Ô = ¼:¾5 aÖe Ù×ed aÒd Øhe aÚeÖage deÒ×iØÝ i× giÚeÒ
bÝ c = ¼:5¼º Ìhe defecØ eÜØeÒded ÓÚeÖ Øhe ¬Ö×Ø Äd ×iØe× Óf Øhe ×Ý×ØeÑº

ËÙÔÔÓ×e¸ Õ aÖe chÓ×eÒ fÖÓÑ Øhe biÒaÖÝ di×ØÖibÙØiÓÒ

È ´Õj;j·½ = Õdµ = f; È ´Õj;j·½ = Õµ = ½  f ´½¾¼µ

iºeº¸ a fÖacØiÓÒ f Óf Øhe bÓÒd× haÚe a ÔeÖÑeabiÐiØÝ Ö < ½ ÛhiÐe Øhe ÖeÑaiÒiÒg
fÖacØiÓÒ ½ f haÚe ÙÒiØ ÔeÖÑeabiÐiØÝº A ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ ha× beeÒ deÚeÐÓÔed
[½¿7] ´×ee AÔÔeÒdiÜ G fÓÖ deØaiÐ×µ fÓÖ cÓÑÔÙØiÒg Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ
Óf Øhe DÌAËEÈº Ìhe ÙÜ iÒ Øhi× ÑÓdeÐ ha× iÒØeÖe×ØiÒg ×ÝÑÑeØÖÝ ÔÖÓÔeÖØie×
ÙÒdeÖ Øhe ÓÔeÖaØiÓÒ× Óf "chaÖge cÓÒjÙgaØiÓÒ" ´Ûhich iÒØeÖchaÒge× ÔaÖØicÐe×
aÒd hÓÐe×µ¸ "ÔaÖiØÝ" ´Ûhich iÒØeÖchaÒge× fÓÖÛaÖd aÒd backÛaÖd hÓÔÔiÒg ÖaØe×
ÓÒ each bÓÒd aÒd "ØiÑe ÖeÚeÖ×aÐ" ´Ûhich ÖeÚeÖ×e× Øhe diÖecØiÓÒ Óf Øhe cÙÖÖeÒØµ
[½¿7¸¾½8]º
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Ìhe ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ iÒ Øhe×e "di×ÓÖdeÖed" ÑÓdeÐ× caÒ be ÚieÛed a× "ÔÓiÒØ¹
Ðike iÑÔÙÖiØie×" di×ØÖibÙØed ÖaÒdÓÑÐÝ ÓÚeÖ Øhe ÐaØØiceº BÙØ¸ Øhe ÕÙaÐiØaØiÚe fea¹
ØÙÖe× Óf Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf DÌAËEÈ aÖe ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e Ób×eÖÚed
fÓÖ a ×iÒgÐe ÔÓiÒØ¹Ðike defecØ aÒd ØhÓ×e fÓÖ a ×iÒgÐe eÜØeÒded defecØº AÐØhÓÙgh
Øhe ÖaÒdÓÑ di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe ÔÓiÒØ¹Ðike iÑÔÙÖiØie× Ðead× ØÓ a "ÖÓÙgh" deÒ×iØÝ
ÔÖÓ¬Ðe fÓÖ aÐÐ deÒ×iØie×¸ iÒ aÒ iÒØeÖÑediaØe ÖegiÑe Óf deÒ×iØÝ̧ Ôha×e¹×egÖegaØed
×ØeadÝ¹×aØe× ÛiØh ÑacÖÓ×cÓÔic high¹ aÒd ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ ÖegiÓÒ× haÚe beeÒ ideÒ¹
Øi¬edº

ÏhaØ i× Øhe ÙÒdeÖÐÝiÒg ÑechaÒi×Ñ fÓÖ Øhe "ÑacÖÓ×cÓÔic" Ôha×e ×egÖegaØiÓÒ
iÒ aÐÐ Øhe ÑÓdeÐ× DÌAËEÈ [½¿7] ? ÄeØ Ù× deÒÓØe Øhe ×ØÖeØche× Óf bÓÒd× ÛiØh
ÔeÖÑeabiÐiØÝ ½ bÝ X aÒd Øhe ×ØÖeØche× Óf bÓÒd× ÛiØh ÔeÖÑeabiÐiØÝ Ö bÝ Y º Ìhe
ØÛÓ ÔaÖabÓÐa× iÒ Figº 5¾ aÖe Øhe ØÛÓ ×ØeadÝ¹×ØaØe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ× fÓÖ
Øhe ØÛÓ ÔÙÖe ÖefeÖeÒce ×Ý×ØeÑ× cÓÒ×i×ØiÒg Óf aÐÐ X aÒd aÐÐ Y ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ËiÒce
Øhe ÙÜ ÑÙ×Ø be ×ÔaØiaÐÐÝ cÓÒ×ØaÒØ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe¸ Øhe ÔÓ××ibÐe deÒ×iØie×
aÖe giÚeÒ bÝ Øhe fÓÙÖ iÒØeÖ×ecØiÓÒ× Óf Øhe ÐiÒe Â = Â¼ ÛiØh Øhe ØÛÓ ÔaÖabÓÐa×º
Áf Øhe aÚeÖage deÒ×iØÝ i× Ðe×× ´gÖeaØeÖµ ØhaÒ ½=¾ ØheÒ Øhe ØÛÓ ÔÓ××ibÐe deÒ×iØie×
aÖe c½ aÒd c¾ ´c¿ aÒd c4µº Ìhe ÚaÖiaØiÓÒ Óf deÒ×iØÝ beØÛeeÒ c½ aÒd c¾ ´ÓÖ c¿

aÒd c4µ iÒ Øhe X aÒd Y ×ØÖeØche× i× ÑeÖeÐÝ ÑicÖÓ Ôha×e¹×egÖegaØiÓÒ ÛhiÐe¸ ÓÒ
a ÑacÖÓ×cÓÔic ×caÐe¸ Øhe deÒ×iØÝ ÖeÑaiÒ× ÙÒifÓÖÑº FÓÖ ×iÑÔÐiciØÝ̧ Ûe a××ÙÑe
ØhaØ Øhe deÒ×iØÝ iÒ each ×ØÖeØch Óf Ðike bÓÒd× i× ÙÒifÓÖÑº Ìhe gÐÓbaÐ deÒ×iØÝ
Óf Øhe ×Ý×ØeÑ i× aÔÔÖÓÜiÑaØeÐÝ c ³ ´½  fµc½;4´Â¼µ· fc¾;¿´Â¼µ ÛheÖe f i× giÚeÒ
bÝ eÕÙaØiÓÒ ´½¾¼µº ÀÓÛeÚeÖ¸ a× Øhe deÒ×iØÝ iÒcÖea×e× Øhe ÙÜ aÐ×Ó iÒcÖea×e×
ØiÐÐ iØ aØØaiÒ× Øhe ÑaÜiÑÙÑ aÐÐÓÛed ÙÜ Óf Øhe ÔÙÖe ×Ý×ØeÑ cÓÒ×i×ØiÒg Óf aÐÐ
Y ´Øhi× haÔÔeÒ× aØ a gÐÓbaÐ deÒ×iØÝ ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ ½=¾µº ÏhaØ haÔÔeÒ× ÛheÒ
Øhe deÒ×iØÝ iÒcÖea×e× fÙÖØheÖ? AccÓÖdiÒg ØÓ Øhe "ÑaÜiÑÙÑ cÙÖÖeÒØ ÔÖiÒciÔÐe"
[½6¾]¸ ÒÓ fÙÖØheÖ iÒcÖea×e Óf Øhe ÙÜ i× ÔÓ××ibÐe aÒd Øhe eÜce×× deÒ×iØÝ i× ØakeÒ
caÖe Óf bÝ iÒcÖea×iÒg Øhe deÒ×iØÝ iÒ ×ÓÑe Óf Øhe X ×ØÖeØche× fÖÓÑ c½ ØÓ c4

´ÓÖ¸ Úice ÚeÖ×a if c > ½=¾µº Ìhi× cÓÒÚeÖ×iÓÒ Øake× ÔÐace adjaceÒØ ØÓ Øhe ÐaÖge×Ø
×ØÖeØch Óf Y bÓÒd× ÛheÖe Øhe deÒ×iØÝ aÐ×Ó chaÒge× fÖÓÑ c¾ ØÓ c¿ ´ÓÖ¸ Úice ÚeÖ×a
if c > ½=¾µ ØÓ accÓÑÑÓdaØe Øhe addiØiÓÒaÐ ÔaÖØicÐe× added ØÓ Øhe ×Ý×ØeÑº
Ìhi× Ðead× ØÓ Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic Ôha×e ×egÖegaØiÓÒ a× Øhe ×Ý×ØeÑ cÓÒ×i×Ø× Óf ØÛÓ
ÑacÖÓ×cÓÔic ÖegiÓÒ× Óf ØÛÓ di«eÖeÒØ ÑeaÒ deÒ×iØie×¹ ÓÒe ÛiØh ÐÓÛeÖ deÒ×iØie×
c½; c¾ iÒ Øhe X aÒd Y ×ØÖeØche× aÒd Øhe ÓØheÖ ÛiØh Øhe higheÖ deÒ×iØie× c¿; c4

iÒ Øhe X aÒd Y ×ØÖeØche×º

ÁØ i× ÒÓØ diÆcÙÐØ ØÓ geÒeÖaÐiÞe Øhe DÌAËEÈ ØÓ di×ÓÖdeÖed ÆaËch ´DÆaËchµ
ÑÓdeÐ bÝ ÖeÔÐaciÒg Øhe ÖaÒdÓÑ ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg bÝ ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØiÒgº ÀÓÛ¹
eÚeÖ¸ Ûe face ×ÙbØÐe cÓÒceÔØÙaÐ diÆcÙÐØie× iÒ eÜØeÒdiÒg DÆaËch ÑÓdeÐ fÙÖØheÖ
ØÓ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ; if Øhe ÔÓ×iØiÓÒ Óf a ÚehicÐe aØ ØiÑe Ø · ½ i× decided bÝ Õ aØ
iØ× cÙÖÖeÒØ ÔÓ×iØiÓÒ aØ ØiÑe Ø¸ iØ ÑaÝ be fÓÖced ØÓ ÑÓÚe Ú ×iØe× dÓÛÒ×ØÖeaÑ bÝ
hÓÔÔiÒg ÓÚeÖ ×iØe× Óf eÚeÒ ×ÑaÐÐeÖ Õ if Ú > ½º

ËÓÑe aÐØeÖÒaØiÚe ÔaÖaÑeØeÖiÞaØiÓÒ Óf Øhe defecØ ´ÓÖ¸ di×ÓÖdeÖedµ ×iØe× iÒ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ haÚe aÐ×Ó beeÒ ×Ùgge×Øedº ÁÒ [¾½9¸½9¼] ÐÓcaÐ¹
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Figº 5¾º ÇÖigiÒ Óf Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ iÒ DÌAËEÈº ËhÓÛÒ aÖe Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ dia¹
gÖaÑ× Óf ØÛÓ ÖefeÖeÒce ÒÓÒ¹di×ÓÖdeÖed ÌAËEÈ×º

iÞed defecØ× haÚe beeÒ iÒÚe×ØigaØed ÛheÖe Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ Ôd i×
ÐaÖgeÖ ØhaÒ iÒ Øhe Öe×Ø Óf Øhe ×Ý×ØeÑº C×ahÓk aÒd Îic×ek [¾¾¼] haÚe cÓÒ×id¹
eÖed Øhe bÐÓckage× a× ×iØe× ÛiØh a "ÔeÖÑeabiÐiØÝ" ×ÑaÐÐeÖ ØhaÒ ÙÒiØÝ ÛheÖea×
Øhe ÔeÖÑeabiÐiØÝ Óf aÐÐ Øhe ÓØheÖ ×iØe× i× ÙÒiØÝº Ìhi× e«ecØiÚeÐÝ ÖedÙce× ÚÑaÜ

ÛhiÐe Øhe ÚehicÐe i× aØ a bÐÓckageº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ EÑÑeÖich aÒd ÊaÒk
[¾¾½¸½54] cÓÒ×ideÖed a ÑÓdeÐ Óf ÛheÖe Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf eÚeÖÝ ÚehicÐe iÒ Øhe Öe¹
giÓÒ ÓccÙÔied bÝ Øhe bÐÓckage ´ÓÖ¸ ÑÓÖe aÔÔÖÓÔÖiaØeÐÝ̧ hiÒdÖaÒceµ aØ Øhe ØiÑe
×ØeÔ Ø · ½ i× haÐf Óf ØhaØ aØ ØiÑe Ø¸ iºeº¸ ÚÒ´Ø · ½µ = ÚÒ´Øµ=¾ i× Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe
i× ÐÓcaØed ÛiØhiÒ Øhe hiÒdÖaÒce ÖegiÓÒº ËÓÑe e«ecØ× Óf ×ØaØic hiÒdÖaÒce× ÓÒ
ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc haÚe aÐ×Ó beeÒ iÒÚe×ØigaØed fÓÐÐÓÛiÒg aÐØeÖÒaØiÚe aÔÔÖÓache×¸
eºgº¸ caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖÝ [¾¾¾]º FÖÓÑ a ÔÖacØicaÐ ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ¸ ÖaÑÔ× haÚe
e«ecØ× ÚeÖÝ ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e Óf a ×ØaØic defecØº FÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ Øhi× ha×
beeÒ iÒÚe×ØigaØed iÒ [¾¾¿]º

½½ ÇØheÖ CA ÑÓdeÐ× Óf highÛaÝ ØÖaÆc

AÐÐ Øhe CA ÑÓdeÐ× Óf highÛaÝ ØÖaÆc de×cÖibed ×Ó faÖ aÖe ba×icaÐÐÝ geÒeÖaÐiÞa¹
ØiÓÒ× Óf Øhe ÑiÒiÑaÐ CA ÑÓdeÐ ÔÖÓÔÓ×ed ÓÖigiÒaÐÐÝ bÝ ÆageÐ aÒd ËchÖeckeÒ¹
beÖg [¾¼]º Ïe ÒÓÛ de×cÖibe a feÛ ÓØheÖ aÐØeÖÒaØiÚe ÑiÒiÑaÐ CA ÑÓdeÐ× aÒd
Øhe iÒØeÖe×ØiÒg feaØÙÖe× Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg Öe×ÙÐØ×º

½½º½ FÙkÙi¹Á×hiba×hi ÑÓdeÐ

Ìhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× Óf Øhe FÙkÙi aÒd Á×hiba×hi ´FÁµ [½¾¼] ÑÓdeÐ Óf ×iÒgÐe¹ÐaÒe
highÛaÝ ØÖaÆc aÖe a× fÓÐÐÓÛ×:

Áf ÚÑaÜ ÓÖ ÑÓÖe ×iØe× iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe i× eÑÔØÝ aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø¸
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ØheÒ iØ ha× a ÔÖÓbabiÐiØÝ ½ Ô ØÓ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd bÝ ÚÑaÜ ×iØe× aÒd a ÔÖÓbabiÐiØÝ
Ô ØÓ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd bÝ ÚÑaÜ   ½ ×iØe× iÒ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Ø · ½º ÀÓÛeÚeÖ¸ if ÓÒÐÝ d
×iØe× ´d < ÚÑaÜµ iÒ fÖÓÒØ Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aÖe eÑÔØÝ aØ ØiÑe Ø ØheÒ iØ ÑÓÚe×
bÝ d ×iØe× iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔº ËiÒce ÒÓ ×iØe caÒ be ÓccÙÔied ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ
bÝ ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe ÚehicÐe¸ a ÚehicÐe ÑÙ×Ø ÒÓØ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd iÒ Øhe ØiÑe ×ØeÔ
Ø · ½ if Øhe ×iØe iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ Óf iØ i× ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe aØ Øhe ØiÑe
×ØeÔ Øº Ìhe ÑÓdeÐ becÓÑe× deØeÖÑiÒi×Øic iÒ bÓØh Øhe ÐiÑiØ× Ô = ¼ aÒd Ô = ½º

Ìhe FÁ ÑÓdeÐ di«eÖ× fÖÓÑ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ iÒ ØÛÓ Öe×ÔecØ×: ´aµ Øhe iÒcÖea×e
Óf ×Ôeed Óf Øhe ÚehicÐe× i× ÒÓØ Òece××aÖiÐÝ gÖadÙaÐ aÒd ´bµ Øhe ×ØÓcha×Øic deÐaÝ
aÔÔÐie× ÓÒÐÝ ØÓ high¹×Ôeed ÚehicÐe×º Ìhe FÁ ÑÓdeÐ¸ ÓbÚiÓÙ×ÐÝ̧ ÖedÙce× ØÓ Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ if ÚÑaÜ = ½º A ×iØe¹ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ [¾¾4] aÒd a caÖ¹
ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ [¾¾5¸¾¾6] fÓÖ Øhe FÁ ÑÓdeÐ haÚe beeÒ deÚeÐÓÔed fÓÖ
aÖbiØÖaÖÝ ÚÑaÜ aÒd Ôº ÆÓØe ØhaØ Øhe FÁ ÑÓdeÐ i× eÕÙiÚaÐeÒØ ØÓ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic
CA ÖÙÐe ½84 ´iÒ Øhe ÒÓØaØiÓÒ Óf ÏÓÐfÖaÑ [½8]µ iÒ Øhe ÐiÑiØ ÚÑaÜ = ½; Ô = ¼º
GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô = ¼ Óf Øhe FÁ ÑÓdeÐ haÚe aÐ×Ó beeÒ
ÔÖÓÔÓ×ed [¾¾7¸¾¾8]º

AccÓÖdiÒg ØÓ Øhe cÐa××i¬caØiÓÒ Óf Ëecº 7º¿¸ Øhe FÁ ÑÓdeÐ beÐÓÒg× ØÓ cÐa×× Á¸ iºeº
Øhe high¹acceÐeÖaØiÓÒ ÐiÑiØ ÛheÖe ÒÓ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× jaÑÑiÒg eÜi×Ø×º ÁÒ [½56] aÒ
aÐØeÖÒaØiÚe high¹acceÐeÖaØiÓÒ ÚaÖiaÒØ ha× beeÒ ÔÖÓÔÓ×edº ÀeÖe ÓÒÐÝ Øhe acceÐ¹
eÖaØiÓÒ ×ØeÔ ´Í½µ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× chaÒged ØÓ Ú ! ÚÑaÜ¸ iºeº aÐÐ ÚehicÐe×
acceÐeÖaØe iÑÑediaØeÐÝ ØÓ Øhe ÑaÜiÑaÐ ÔÓ××ibÐe ÚeÐÓciØÝº Ìhe ÓØheÖ ÙÔdaØe
×ØeÔ× Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÖe ÐefØ ÙÒchaÒgedº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe FÁ ÑÓdeÐ¸ aÐÐ
ÚehicÐe× aÖe ×ÙbjecØ ØÓ Øhe ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×ØeÔº Ìhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhi× ÚaÖiaÒØ
i× ØheÖefÓÖe ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ eºgº ÓÒe ¬Òd× ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× jaÑ
fÓÖÑaØiÓÒº

½½º¾ GaÐiÐei¹iÒÚaÖiaÒØ ÚehicÐe¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ aÒd ÑeØa×ØabiÐiØÝ

ÁÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ iØ i× ÔÓ×ØÙÐaØed ØhaØ Øhe gaÔ beØÛeeÒ a ÔaiÖ Óf ×Ùcce××iÚe
ÚehicÐe× i× adjÙ×Øed accÓÖdiÒg ØÓ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe aÐÓÒeº ÁÒ
cÓÒØÖa×Ø¸ ÓfØeÒ iÒ ÖeaÐ ØÖaÆc¸ dÖiÚeÖ× ØeÒd ØÓ adjÙ×Ø Øhe gaÔ iÒ fÖÓÒØ ØakiÒg
iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe di«eÖeÒce beØÛeeÒ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf ØheiÖ ÓÛÒ ÚehicÐe aÒd ØhaØ
Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐeº Ìhe ÐaØØeÖ a×ÔecØ Óf ÖeaÐ ØÖaÆc i× caÔØÙÖed bÝ a ÖeceÒØ
ÑÓdeÐ deÚeÐÓÔed bÝ ÏeÖØh¸ FÖÓe×e aÒd ÏÓÐf ´ÏFÏµ [¾¾9¸¾¿¼]º

Áf bÓØh Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe aÒd Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe ÑÓÚe ÛiØh cÓÒ×ØaÒØ ac¹
ceÐeÖaØiÓÒ b¸ ØheÒ a cÓÐÐi×iÓÒ beØÛeeÒ Øhe ØÛÓ caÒ be aÚÓided ÔÖÓÚided

gaÔ · `´ÚÄÎ µ  ÚF Î Ö · `´ÚF Î µ ´½¾½µ

ÛheÖe ÚÄÎ aÒd ÚF Î aÖe Øhe ÚeÐÓciØie× Óf Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe aÒd Øhe fÓÐÐÓÛiÒg

½½½



ÚehicÐe¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ Ö i× Øhe ÖeacØiÓÒ ØiÑe Óf Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÚehicÐe aÒd

`´Úµ =
Ú¾

¾b
´½¾¾µ

i× Øhe di×ØaÒce cÓÚeÖed bÝ a ÚehicÐe ÛiØh iÒiØiaÐ ÚeÐÓciØÝ Ú befÓÖe iØ cÓÑe× ØÓ
a ×ØÓÔ bÝ ÑÓÚiÒg ÛiØh a cÓÒ×ØaÒØ deceÐeÖaØiÓÒ bº Í×iÒg eÕÙaØiÓÒ ´½¾¾µ Øhe
cÓÒdiØiÓÒ ´½¾½µ fÓÖ aÚÓidiÒg cÓÐÐi×iÓÒ caÒ be ÛÖiØØeÒ a×

gaÔ  ÚF Î Ö ·
Ú

b
´ÚF Î   ÚÄÎ µ ´½¾¿µ

ÛheÖe Ú = ´ÚF Î · ÚÄÎ µ=¾ if Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÔaiÖ Óf ÚehicÐe× ÙÒdeÖ
cÓÒ×ideÖaØiÓÒº ÌheÖefÓÖe¸ a ×ÙÆcieÒØ cÓÒdiØiÓÒ fÓÖ aÚÓidiÒg a cÓÐÐi×iÓÒ i×

gaÔ 
8<
:ÚF Î Ö fÓÖ ÚF Î  ÚÄÎ ¸

ÚF Î Ö · ÚÑaÜ

b
´ÚF Î   ÚÄÎ µ fÓÖ ÚF Î > ÚÄÎ º

´½¾4µ

ÁÒ Øhe ÐiÑiØiÒg ca×e b ! ½ Øhe ×ÙÆcieÒØ cÓÒdiØiÓÒ ´½¾4µ ÖedÙce× ØÓ gaÔ 
ÚF Î Ö Ûhich i× ideÒØicaÐ ØÓ Øhe fÓÖÑ Óf ÚehicÐe¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ iÒ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ if ÓÒe chÓÓ×e× Ö a× Øhe ÙÒiØ Óf ØiÑeº ÁÒ Øhe ÓÔÔÓ×iØe ÐiÑiØ  = ¼¸ Øhe
×ÙÆcieÒØ cÓÒdiØiÓÒ ´½¾4µ ÖedÙce× ØÓ

gaÔ 
8<
:¼ fÓÖ ÚF Î  ÚÄÎ ¸

ÚÑaÜ

b
´ÚF Î   ÚÄÎ µ fÓÖ ÚF Î > ÚÄÎ º

´½¾5µ

ËiÒce Øhi× ØÝÔe Óf ÚehicÐe¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ iÒÚÓÐÚe× Øhe di«eÖeÒce Óf Øhe Úe¹
ÐÓciØie× ÚF Î   ÚÄÎ ¸ iØ i× cÐeaÖÐÝ iÒÚaÖiaÒØ ÙÒdeÖ a GaÐiÐeaÒ ØÖaÒ×fÓÖÑaØiÓÒ
aÒd¸ heÒce¸ Øhe ÒaÑeº Ìhe ÚehicÐe¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ× iÒ ÖeaÐ ØÖaÆc ÑaÝ be
×ÓÑeÛheÖe iÒ beØÛeeÒ Øhe ØÛÓ ÐiÑiØiÒg ca×e× Óf ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd Øhe GaÐiÐei¹
iÒÚaÖiaÒØ ÑÓdeÐº

ËÙÔÔÓ×e Øhe iÒdice× Ò   ½ aÒd Ò ÐabeÐ Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐe aÒd Øhe fÓÐÐÓÛiÒg
ÚehicÐe¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ Óf a ÔaiÖº Ìhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× ×Ùgge×Øed bÝ ÏFÏ [¾¿¼] fÓÖ
iÑÔÐeÑeÒØiÒg Øhe GaÐiÐei¹iÒÚaÖiaÒØ ÚehicÐe¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ aÖe a× fÓÐÐÓÛ×:

ËØeÔ ½: AcceÐeÖaØiÓÒº
Ú´½µ

Ò = ÑiÒ´ÚÒ · ½; ÚÑaÜµ

ËØeÔ ¾: DeceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µº

Ú´¾µ
Ò = ÑiÒ´Ú´½µ

Ò ; dÒ   ½ · ÚÒ ½µ

ËØeÔ ¿: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº

Ú´¿µ
Ò

Ô
= ÑaÜ´Ú´¾µ

Ò   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô

½½¾



ËØeÔ 4: DeceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µº

Ú´4µ
Ò = ÑiÒ´Ú´¿µ

Ò ; dÒ   ½ · Ú
´4µ
Ò ½µ

ËØeÔ 5: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº

ÜÒ = ÜÒ · Ú´4µ
Ò ;

ÚÒ = Ú´4µ
Ò :

ÌhÙ×¸ Øhe ÖÙÐe fÓÖ deceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×µ i× aÔÔÐied ØÛiceº ËØeÔ

4 Ñake× ×ÙÖe cÓÐÐi×iÓÒ× aÖe aÚÓidedº ËiÒce aÐ×Ó Øhe ÒeÛ ÚeÐÓciØÝ Ú
´4µ
Ò ½ Óf Øhe

ÔÖecediÒg caÖ eÒØeÖ×¸ Øhi× ×ØeÔ caÒ ÒÓØ be ÔeÖfÓÖÑed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ fÓÖ aÐÐ caÖ×º
ÁÒ×Øead iØ i× ÔeÖfÓÖÑed ×eÕÙeÒØiaÐÐÝ̧ bÙØ Øhe ¬ÒaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ i× iÒdeÔeÒdeÒØ
Óf Øhe ×ØaÖØiÒg ÔÓiÒØ Óf Øhi× ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒgº ËØeÔ 4 ha× ØheÒ ØÓ be aÔÔÐied
ØÛice iÒ ÓÖdeÖ ØÓ deØeÖÑiÒe aÐÐ ÚeÐÓciØie× Ú´4µ

Ò cÓÒ×i×ØeÒØÐÝº

Ìhe ÖÙÐe× a× giÚeÒ abÓÚe de¬Òe Øhe ÖeØaÖded ÚeÖ×iÓÒ Óf Øhe GaÐiÐei¹iÒÚaÖiaÒØ
ÑÓdeÐº ÁÒ Øhe ÒÓÒ¹ÖeØaÖded ÚeÖ×iÓÒ¸ iÒ ×ØeÔ ¾ ÚÒ ½ i× ÖeÔÐaced bÝ Øhe ÒeÛ

ÚeÐÓciØÝ Ú
´¾µ
Ò ½º ÌÓ deØeÖÑiÒe Ú´¾µ

Ò cÓÒ×i×ØeÒØÐÝ fÓÖ aÐÐ caÖ×¸ ×ØeÔ ¾ ha× ØheÒ ØÓ be
iØeÖaØed ÚÑaÜ   ½ ØiÑe×º

Ìhe ÑÓ×Ø iÒØeÖe×ØiÒg feaØÙÖe Óf Øhe GaÐiÐei¹iÒÚaÖiaÒØ ÑÓdeÐ i× ØhaØ iØ× fÙÒda¹
ÑeÒØaÐ diagÖaÑ ha× a ÑeØa×ØabÐe bÖaÒch aÐØhÓÙgh iØ× ÙÔdaØe ×cheÑe iÒÚÓÐÚe
ÒeiØheÖ cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÒÓÖ ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ ÖÙÐe×º Ìhe ÑechaÒi×Ñ ÐeadiÒg ØÓ Øhe
eÜi×ØeÒce Óf ÑeØa×ØabÐe ×ØaØe× i× di«eÖeÒØ fÖÓÑ Øhe ÑÓdeÐ× ÛiØh ×ÐÓÛ¹ØÓ¹×ØaÖØ
ÖÙÐe× ´×ee Ëecº 9º½º¾µº Ìhe ÓÙØÓÛ fÖÓÑ jaÑ× i× Øhe ×aÑe a× iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
×iÒce iØ i× iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe iÒØeÖacØiÓÒ beØÛeeÒ ÚehicÐe×º ÀÓÛeÚeÖ¸ dÙe ØÓ
Øhe iÒcÐÙ×iÓÒ Óf aÒØiciÔaØiÓÒ e«ecØ× ´iºeº Øhe dÖiÚeÖ kÒÓÛ× Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe
ÔÖecediÒg ÚehicÐeµ Øhe fÖee¹ÓÛ i× Ðe×× ×eÒ×iØiÚe ØÓ ÙcØÙaØiÓÒ×º

½½º¿ CA ÚeÖ×iÓÒ× Óf Øhe ÓÔØiÑaÐ¹ÚeÐÓciØÝ ÑÓdeÐ

Ìhe ØÖaÆc jaÑ× aÔÔeaÖ ×ÔÓÒØaÒeÓÙ×ÐÝ iÒ bÓØh Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× aÒd Øhe CA
ÑÓdeÐ×º ÀÓÛeÚeÖ¸ iÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf Øhe jaÑ× aÖe
caÙ×ed bÝ Øhe ÒÓÒ¹ÐiÒeaÖiØÝ Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× ÛheÖea× iÒ Øhe CA
ÑÓdeÐ× iØ i× ØÖiggeÖed ÔÖiÑaÖiÐÝ bÝ Øhe ×ØÓcha×ØiciØÝ Óf Øhe ÙÔdaØe "ÖÙÐe×"º Ìhe
ÑechaÒi×Ñ fÓÖ Øhe ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× fÓÖÑaØiÓÒ Óf jaÑ× iÒ ÖeaÐ ØÖaÆc ÑaÝ be a
cÓÑbiÒaØiÓÒ Óf Øhe×e ØÛÓº

ÁÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ¸ Øhe cÓÒØÖÓÐ Óf ÚeÐÓciØÝ i× giÚeÒ bÝ Øhe cÓÒØÖÓÐ Óf acceÐeÖaØiÓÒ
ØhÖÓÙgh Øhe ÇÎ fÙÒcØiÓÒ Ûhich giÚe× Øhe ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ fÓÖ Øhe cÙÖÖeÒØ
di×ØaÒce¹headÛaÝº ÌhÙ×¸ ÙÒÐike Øhe CA ÑÓdeÐ× Ðike Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Øhe

½½¿



ÚehicÐe× iÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ× geØ aÒ ÓÔÔÓÖØÙÒiØÝ ØÓ aÚÓid cÖa×h ÛiØhÓÙØ aÒÝ Òeed
ØÓ eÜeÖØ ÙÒÔhÝ×icaÐÐÝ ÐaÖge deceÐeÖaØiÓÒº ÁÒ facØ¸ cÓÐÐi×iÓÒ Óf ÚehicÐe× ÑaÝ Øake
ÔÐace iÒ ÒaiÚe di×cÖeØiÞaØiÓÒ Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ×
ÙÒÐe×× ×ÔeciaÐ caÖe i× ØakeÒ iÒ Øhe di×cÖeØiÞaØiÓÒ ÔÖÓce×× ´×ee beÐÓÛµº

ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg Ûe ÔÖe×eÒØ ×eÚeÖaÐ CA ÑÓdeÐ aÒaÐÓgÙe× Óf Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ ØhaØ
haÚe beeÒ ÔÖÓÔÓ×ed bÝ di«eÖeÒØ aÙØhÓÖ×º ÁÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× aÐ×Ó
aÒ ÇÎ ÑÓdeÐ¸ bÙØ ÛiØh a ÐiÒeaÖ ÇÎ fÙÒcØiÓÒ¸ Ú´dµ = ÑiÒ[d   ½; ÚÑaÜ]º Ìhe
¬Ö×Ø aØØeÑÔØ ØÓ geÒeÖaÐiÞe Øhi× ÖeÐaØiÓÒ i× dÙe ØÓ EÑÑeÖich aÒd ÊaÒk [¾¿½]º
Ìhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× Óf ØheiÖ ÑÓdeÐ aÖe a× fÓÐÐÓÛ×:

ËØeÔ ½: FiÒd ÐaÖge×Ø gaÔº
FiÒd Øhe ÚehicÐe ÛiØh Øhe ÐaÖge×Ø gaÔ ØÓ Øhe ÒeÜØ ÚehicÐe aheadº

ËØeÔ ¾: AcceÐeÖaØiÓÒº
ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÑaÜ; ÚÒ · ½µ

ËØeÔ ¿: DeceÐeÖaØiÓÒ dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe×º

ÚÒ !ÅdÒ ½;ÚÒ
if dÒ   ½  ÚÑaÜ;

iºeº a ÚehicÐe ÛiØh ÚeÐÓciØÝ j aÒd i eÑÔØÝ ceÐÐ× iÒ Óf iØ ´iºeº a gaÔ dÒ = i · ½µ
ÖedÙce× iØ× ÚeÐÓciØÝ ØÓ Åi;j ´¼  i; j  ÚÑaÜµº

ËØeÔ 4: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº

ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ   ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô

ËØeÔ 5: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº
ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒ

ËØeÔ 6: ÆeÜØ ÚehicÐeº
ÊeÔeaØ ×ØeÔ× ¾¹5 fÓÖ Øhe ÒeÜØ ÚehicÐe behiÒd¸ iºeº ÔÖÓceed iÒ Øhe diÖecØiÓÒ
ÓÔÔÓ×iØe ØÓ Øhe ÑÓØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe×º

FÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = 5 Øhe ÑaØÖiÜ Åi;j i× giÚeÒ bÝ

Å
´ÆaËchµ
i;j =

¼
BBBBBBBBBBBBBBB@

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼

¼ ½ ½ ½ ½ ½

¼ ½ ¾ ¾ ¾ ¾

¼ ½ ¾ ¿ ¿ ¿

¼ ½ ¾ ¿ 4 4

¼ ½ ¾ ¿ 4 5

½
CCCCCCCCCCCCCCCA

´½¾6µ

½½4



A geÒeÖaÐ ÑaØÖiÜ Åi;j ha× ØÓ ×aØi×fÝ ceÖØaiÒ cÓÒdiØiÓÒ× ´eºgº Åi;j  ÑiÒ´i; jµ
aÒd Åi;j  Åi;k fÓÖ j  kµ ØÓ gÙaÖaÒØee eºgº Øhe ab×eÒce Óf cÓÐÐi×iÓÒ× iÒ Øhe
ÑÓdeÐº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ÑÓdeÐ Øhe facØ ØhaØ fa×ØeÖ ÚehicÐe× keeÔ a ÖeÐaØiÚeÐÝ ÐaÖgeÖ
headÛaÝ ØÓ Øhe ÔÖecediÒg ÚehicÐe¸ EÑÑeÖich aÒd ÊaÒk ×Ùgge×Øed Øhe fÓÐÐÓÛiÒg
ÑaØÖiÜ:

Å
´EÊµ
i;j =

¼
BBBBBBBBBBBBBBB@

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼

¼ ½ ½ ½ ½ ½

¼ ½ ¾ ¾ ¾ ¾

¼ ½ ¾ ¾ ¿ ¿

¼ ½ ¾ ¿ ¿ 4

¼ ½ ¾ ¿ 4 4

½
CCCCCCCCCCCCCCCA

´½¾7µ

Í×iÒg a ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe ×cheÑe¸ Øhe ÑÓdeÐ ×hÓÛ× ÙÒÖeaÐi×Øic behaÚiÓÙÖ iÒ Øhe
fÖee¹ÓÛ ÖegiÑe¸ e×ÔeciaÐÐÝ iÒ Øhe deØeÖÑiÒi×Øic ÐiÑiØ Ô  ½º ÀeÖe Øhe fÙÒda¹
ÑeÒØaÐ diagÖaÑ i× ÒÓÒ¹ÑÓÒÓØÓÒic [¾¿¾]¸ a× caÒ be ×eeÒ fÖÓÑ a ×iÑÔÐe eÜaÑÔÐe
fÓÖ Ô = ¼º AØ deÒ×iØÝ c = ½=7¸ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× Óf Øhe fÓÖÑ 5::::::5::::::5::::::
ÛheÖe ÒÙÑbeÖ× deÒÓØe Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf ÚehicÐe× aÒd ³º³ aÒ eÑÔØÝ ceÐÐº AØ deÒ×iØÝ
c = ½=6¸ ÓÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× 4:::::4:::::4:::::º CÓÑÔaÖiÒg
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÓÛ×¸ ÓÒe ¬Òd× Â´c = ½=7µ = 5=7 > Â´c = ½=6µ = ¾=¿º AØ
deÒ×iØÝ c = ½=5¸ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× 4::::4::::4:::: ÛiØh ÓÛ Â´c = ½=5µ = 4=5
Ûhich i× agaiÒ ÐaÖgeÖ ØhaÒ Øhe ÓÛ aØ c = ½=6 aÒd cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÑaÜiÑaÐ
ÔÓ××ibÐe ÓÛº Ìhi× kiÒd Óf behaÚiÓÙÖ ÔeÖ×i×Ø× eÚeÒ iÒ Øhe ÔÖe×eÒce Óf ÖaÒdÓÑ¹
Òe×× ´Ô > ¼µ [¾¿¾]º ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ciÖcÙÑÚeÒØ Øhi× ÔÖÓbÐeÑ¸ EÑÑeÖich aÒd ÊaÒk
had ØÓ iÒØÖÓdÙce a ×ÔeciaÐ kiÒd Óf ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe¸ ÛheÖe ¬Ö×Ø Øhe
ÚehicÐe ÛiØh Øhe ÐaÖge×Ø gaÔ ahead i× ÙÔdaØedº ÌheÒ¸ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ Óf Øhe ÒeÜØ
ÚehicÐe ÙÔ×ØÖeaÑ i× ÙÔdaØed¸ aÒd ×Ó ÓÒ¸ Ù×iÒg ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º

EÑÑeÖich aÒd ÊaÒk aÐ×Ó iÒÚe×ØigaØed ÑÓÖe geÒeÖaÐ ÖÙÐe× ÛheÖe eÚeÒ fÓÖ gaÔ×
ÐaÖgeÖ ØhaÒ ÚÑaÜ Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× i× ÖedÙced ØÓ a ÚaÐÙe Ú < ÚÑaÜº

ÄaØeÖ¸ a ×iÑiÐaÖ ÑÓdeÐ ha× beeÒ ÔÖÓÔÓ×ed bÝ ÀeÐbiÒg aÒd ËchÖeckeÒbeÖg [¾¿¿]º
ÁØ i× cÐÓ×eÖ ØÓ Øhe ×ÔiÖiØ Óf Øhe ÓÖigiÒaÐ ÓÔØiÑaÐ¹ÚeÐÓciØÝ ÑÓdeÐ ´×ee Ëecº 6º¾µº

ËØeÔ ½: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº

ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒ´Øµ

ËØeÔ ¾: AcceÐeÖaØiÓÒº

Ú¼Ò´Ø · ½µ = ÚÒ´Øµ ·

[ÎÓÔØ´dÒ´Øµµ  ÚÒ´Øµ]


;

½½5



ËØeÔ ¿: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº

ÚÒ´Ø · ½µ = Ú¼Ò´Ø · ½µ 
8<
:½ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô ´if Ú¼Ò´Ø · ½µ > ¼µ

¼ ÓØheÖÛi×eº

ÀeÖe bÝc deÒÓØe× Øhe ÓÓÖ fÙÒcØiÓÒ¸ iºeº Øhe ÐaÖge×Ø iÒØegeÖ i  Ýº ÁÒ [¾¿¿]
ÚaÖiÓÙ× ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓciØÝ fÙÒcØiÓÒ× ÎÓÔØ´dµ haÚe beeÒ Ù×ed iÒ ÓÖdeÖ ØÓ ¬Ø eÜÔeÖ¹
iÑeÒØaÐ daØaº Ìhe ×iÑÔÐe×Ø¸ bÙØ ÙÒÖeaÐi×Øic¸ chÓice Ûa× ÎÓÔØ´dµ = ÑiÒ´d; ÚÑaÜµ
ÛheÖe d i× Øhe di×ØaÒce¹headÛaÝº Ìhe ÔaÖaÑeØeÖ  cÓÖÖe×ÔÓÒd× fÓÖÑaÐÐÝ ØÓ
Øhe ×eÒ×iØiÚiØÝ ÔaÖaÑeØeÖ iÒ Øhe ÇÎ ÑÓdeÐ ÛheÖe iØ deØeÖÑiÒe× Øhe ØiÑe×caÐe
Óf ÖeÐaÜaØiÓÒ ØÓÛaÖd× Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑº ËÙch aÒ iÒØeÖÔÖe¹
ØaØiÓÒ i× ÒÓØ ÔÓ××ibÐe fÓÖ di×cÖeØe ØiÑe ÑÓdeÐ×º ÀeÖe Øhe ÑaiÒ e«ecØ Óf Øhe
ÔaÖaÑeØeÖ  i× a Öe×caÐiÒg Óf Øhe ÇÎ fÙÒcØiÓÒº

Ìhe ÒaiÚe di×cÖeØiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÇÎ fÙÒcØiÓÒ ÔÖÓdÙce× ×ÓÑe ÙÒde×iÖabÐe fea¹
ØÙÖe× Óf Øhe ÑÓdeÐ¸ eºgº Øhe ÓÛ cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe ÇÎ fÙÒcØiÓÒ i× ÒÓÒ¹
ÑÓÒÓØÓÒic iÒ Øhe fÖee¹ÓÛ ÖegiÓÒº FÙÖØheÖÑÓÖe ÓÒe ¬Òd× ß fÓÖ ceÖØaiÒ iÒiØiaÐ
cÓÒdiØiÓÒ× ß a bÖeakdÓÛÒ Óf Øhe ÓÛ aØ a ¬ÒiØe deÒ×iØÝ c£ < ½º Ìhi× iÒdicaØe×
a Ðack Óf ÖÓbÙ×ØÒe×× Óf ÑÓdeÐ agaiÒ×Ø ×ÑaÐÐ ÑÓdi¬caØiÓÒ× Óf Øhe ÖÙÐe×º

FÓÖ  < ½ Øhe ÑÓdeÐ i× ÒÓØ iÒØÖiÒ×icaÐÐÝ cÓÐÐi×iÓÒ¹fÖee [¾¿4]¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ ÑÓ×Ø
ÓØheÖ ÑÓdeÐ× di×cÙ××ed iÒ Øhi× ÖeÚieÛº ÈÖÓbÐeÑ× ÓccÙÖ eºgº ÛheÒ fa×Ø ÚehicÐe×
aÔÔÖÓach Øhe eÒd Óf a jaÑº FÓÖ Øhe ÎÓÔØ´dµ = ÑiÒ´d; ÚÑaÜµ aÒd Øhe ³ÖeaÐi×Øic³
chÓice  = ¼:77 [¾¿¿] cÓÐÐi×iÓÒ× caÒ ÓccÙÖ fÓÖ ÚÑaÜ  5 [¾¿4]º FÓÖ  > ½¸ ÓÒ
Øhe ÓØheÖ haÒd¸ a backÛaÖd ÑÓØiÓÒ Óf ÚehicÐe× i× ÔÓ××ibÐeº FÓÖ a giÚeÒ ÇÎ
fÙÒcØiÓÒ iØ i× ÔÓ××ibÐe ØÓ deÖiÚe cÓÒdiØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ  Ûhich eÒ×ÙÖe
Øhe ab×eÒce Óf cÓÐÐi×iÓÒ× aÒd backÛaÖd ÑÓØiÓÒ [¾¿4]º

ÆagaØaÒi [¾¿5] ha× ×Ùgge×Øed a CA ÑÓdeÐ Ûhich cÓÑbiÒe× Øhe ÇÎ idea ÛiØh Øhe
ÌAËEÈº ÁØ i× Øhe di×cÖeØe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe ×iÑÔÐi¬ed ÇÎ ÑÓdeÐ ´5½µ ÔÖe×eÒØed
iÒ Ëecº 6º¾º ÀeÖe Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ÑÓÚe× ahead ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÚÒ´Øµ ÛheÖe
ÚÒ´Øµ i× iÒØeÖÔÖeØed a× ÚeÐÓciØÝº Ìhi× ÚeÐÓciØÝ i× ÓbØaiÒed bÝ iÒØegÖaØiÓÒ Óf Øhe
ÇÎ fÙÒcØiÓÒ

�ÜÒ´Øµ =

8<
:a fÓÖ ¡ÜÒ´Øµ  ¡Üc

 a fÓÖ ¡ÜÒ´Øµ < ¡Üc

´½¾8µ

ÛheÖe a > ¼¸ ¡ÜÒ´Øµ = ÜÒ·½´Øµ  ÜÒ´Øµ aÒd ¡Üc i× a ×afeØÝ di×ØaÒceº FÙÖØheÖ¹
ÑÓÖe Øhe ÚeÐÓciØÝ i× Öe×ØÖicØed ØÓ Øhe iÒØeÖÚaÐ ¼  ÚÒ´Øµ  ÚÑaÜ  ½º
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½½º4 CA fÖÓÑ ÙÐØÖa¹di×cÖeØiÞaØiÓÒ

ËeÚeÖaÐ CA Ûhich caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× ØÖaÆc ÑÓdeÐ× haÚe beeÒ deÖiÚed Ù×iÒg
Øhe ×Ó¹caÐÐed ÙÐØÖa¹di×cÖeØiÞaØiÓÒ ÑeØhÓd ´ÍDÅµ [¾¿6]º Ìhi× aÔÔÖÓach aÐÐÓÛ×
ØÓ e×ØabÐi×h a diÖecØ cÓÒÒecØiÓÒ beØÛeeÒ ceÖØaiÒ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× aÒd
CAº Ìhe ÔÖÓbÐeÑ iÒ Øhe deÖiÚaØiÓÒ Óf CA fÖÓÑ di«eÖeÒØiaÐ eÕÙaØiÓÒ× Ðie× iÒ
Øhe di×cÖeØiÞaØiÓÒ Óf Øhe ³×ØaØe³ ´ÓÖ deÔeÒdeÒØµ ÚaÖiabÐeº Eºgº iÒ a ÒÙÑeÖicaÐ
ØÖeaØÑeÒØ¸ ÓÒÐÝ ×Ôace aÒd ØiÑe ÚaÖiabÐe× aÖe di×cÖeØiÞedº

Ìhe ba×ic ÔÖÓcedÙÖe Óf Øhe ÍDÅ i× a× fÓÐÐÓÛ×: ½µ ËØaÖØ fÖÓÑ a ÒÓÒÐiÒeaÖ ÛaÚe
eÕÙaØiÓÒ¸ eºgº Øhe ÃdÎ eÕÙaØiÓÒ ÓÖ BÙÖgeÖ×³ eÕÙaØiÓÒ; ¾µ Di×cÖeØiÞe ×Ôace¹
aÒd ØiÑe¹ÚaÖiabÐe× iÒ a ×ØaÒdaÖd ÛaÝ ØÓ ÓbØaiÒ Øhe di×cÖeØe aÒaÐÓgÙe Óf Øhe
ÛaÚe eÕÙaØiÓÒ Ûhich i× ×ØiÐÐ cÓÒØiÒÙÓÙ× iÒ Øhe ×ØaØe ÚaÖiabÐe Ùj´Øµ; ¿µ Ìhe
di×cÖeØe aÒaÐÓgÙe i× ÒÓÛ ÙÐØÖa¹di×cÖeØiÞedº De¬ÒiÒg Íj´Øµ = ¯ ÐÒ´Ùj´Øµµ ´ÛheÖe
¯ deÔeÒd× ÓÒ Øhe di×cÖeØiÞaØiÓÒ ¡Ü aÒd ¡Ø Óf ×Ôace aÒd ØiÑeµ ÓÒe caÒ Ù×e
Øhe ideÒØiØÝ ÐiÑ¯!¼ ¯ ÐÓg´eA=¯ · eB=¯ · ¡ ¡ ¡ µ = ÑaÜ[A;B; : : : ] ØÓ deÖiÚe Øhe CA
aÒaÐÓgÙe fÓ Øhe ÒÓÒÐiÒeaÖ ÛaÚe eÕÙaØiÓÒº

BÝ aÔÔÐÝiÒg Øhe ÍDÅ ØÓ BÙÖgeÖ×³ eÕÙaØiÓÒ ÚØ = ¾ÚÚÜ · ÚÜÜ ÓÒe ÓbØaiÒ× Øhe
´Ä · ½µ¹×ØaØe¸ deØeÖÑiÒi×Øic CA [¾¿7¸¾¿8]º

Òj´Ø · ½µ = Òj´Øµ · ÑiÒ[Å;Òj ½´Øµ; Ä  Òj´Øµ] ÑiÒ[Å;Òj´Øµ; Ä  Òj·½´Øµ]:
´½¾9µ

Òj´Øµ i× Øhe ÓccÙÔaØiÓÒ ÒÙÑbeÖ Óf ceÐÐ j aØ ØiÑe Øº ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ ÑÓ×Ø ÓØheÖ
CA di×cÙ××ed iÒ Øhi× ÖeÚieÛ ÑÙÐØiÔÐe ÓccÙÔaØiÓÒ× Óf ceÐÐ× aÖe aÐÐÓÛedº Ìhe
ÑaÜiÑÙÑ ÒÙÑbeÖ Óf ÔaÖØicÐe× Ûhich caÒ ÓccÙÔÝ Øhe ×aÑe ceÐÐ i× giÚeÒ bÝ Ä¸
iºeº ¼  Òj´Øµ  Äº Ìhe ÑÓdeÐ de¬Òed bÝ ´½¾9µ ÑighØ ØheÖefÓÖe bÝ iÒØeÖÔÖeØed
a× a ×iÑÔÐe ÑÓdeÐ fÓÖ a highÛaÝ ÛiØh Ä ÐaÒe× ÛheÖe Øhe e«ecØ× Óf ÐaÒe chaÒge×
aÖe cÓÑÔÐeØeÐÝ ÒegÐecØedº ÁÒ [¾¿8] iØ ha× aÐ×Ó beeÒ ×Ùgge×Øed ØÓ iÒØeÖÔÖeØe
Òj´Øµ=Ä fÓÖ ÐaÖge Ä a× a cÓaÖ×e¹gÖaiÒed deÒ×iØÝº Ìhe ÔaÖaÑeØeÖ Å deÒÓØe× Øhe
ÑaÜiÑÙÑ ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× ØhaØ caÒ ÑÓÚe fÖÓÑ ceÐÐ j ØÓ ceÐÐ j · ½º

FÓÖ Å  Ä = ½ Øhe ÑÓdeÐ ÖedÙce× ØÓ Øhe ÖÙÐe¹½84 CA¸ iºeº Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ
ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÒd Ô = ¼º ÁÒ Øhe ca×e Ä  ¾Å Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ
ÐÓÓk× ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ Óf ÖÙÐe¹½84 CA¸ bÙØ iØ i× ³degeÒeÖaØe³ iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ
ÕÙaÐiØaØiÚe di«eÖeÒØ ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe× ÛiØh Øhe ×aÑe ÓÛ eÜi×Øº FÓÖ Ä > ¾Å
Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Öe×eÑbÐe× ØhaØ Óf ÖÙÐe¹
½84 CA ÛiØh a bÐÓckage ×iØe ´×ee Ëecº ½¼º¿¸ e×ÔeciaÐÐÝ Figº 48µº ÁÒ Øhe ÖegiÓÒ
Å=Ä  c  ´Ä   Åµ=Ä Øhe ÓÛ Øake× Øhe cÓÒ×ØaÒØ ÚaÐÙe Å=Ä¸ iºeº Øhe
ÔaÖaÑeØeÖ Å caÒ be iÒØeÖÔÖeØed a× a ÓÛ ÐiÑiØeÖº

ÁÒ [¾¿8] aÐ×Ó a geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf ´½¾9µ ØÓ higheÖ ÚeÐÓciØie× ÚÑaÜ > ½ ha× beeÒ
×Ùgge×Øedº FÓÖ ÚÑaÜ = ¾ Øhe geÒeÖaÐiÞed ÙÔdaØe ÖÙÐe i× giÚeÒ bÝ
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Òj´Ø · ½µ= Òj´Øµ · aj ¾´Øµ  aj´Øµ

·ÑiÒ[bj ½´Øµ  aj ½´Øµ; Ä  Òj´Øµ  aj ¾´Øµ]

 ÑiÒ[bj´Øµ  aj´Øµ; Ä  Òj·½´Øµ  aj ½´Øµ]: ´½¿¼µ

ÀeÖe bj´Øµ = ÑiÒ[Òj´Øµ; Ä Òj·½´Øµ] i× Øhe ÑaÜiÑÙÑ ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× aØ ×iØe
j ØhaØ caÒ ÑÓÚe aÒd aj´Øµ = ÑiÒ[Òj´Øµ; Ä Òj·½´Øµ; Ä Òj·¾´Øµ] i× Øhe ÒÙÑbeÖ
Óf ÚehicÐe× ØhaØ ÑÓÚe ØÛÓ ceÐÐ× fÓÖÛaÖdº Ìhe idea behiÒd Øhi× dÝÒaÑic× i× ØhaØ
¬Ö×Ø Øhe ÚehicÐe× ØÖÝ ØÓ ÑÓÚe ØÛÓ ceÐÐ× fÓÖÛaÖdº Ìhi× i× ÓÒÐÝ ÔÓ××ibÐe if Øhe ØÛÓ
ceÐÐ× ahead aÖe ÒÓØ fÙÐÐÝ ÓccÙÔied¸ iºeº Ä   Òj·½´Øµ > ¼ aÒd Ä   Òj·¾´Øµ > ¼º
ÌheÒ ÑiÒ[bj´Øµ  aj´Øµ; Ä  Òj·½´Øµ  aj ½´Øµ] ÚehicÐe× ÑÓÚe fÓÖÛaÖd ÓÒe ceÐÐº

Ìhe ÑÓdeÐ de¬Òed bÝ ´½¿¼µ caÒ be cÓÒ×ideÖed a× a geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe FÙkÙi¹
Á×hiba×hi ÑÓdeÐ ´×ee Ëecº ½½º½µ ØÓ Ûhich iØ ÖedÙce× fÓÖ Ä = ½º ÆÓØe ØhaØ Øhe
ÓÛ ÐiÑiØeÖ Å ha× beeÒ dÖÓÔÔed iÒ Øhe eÜØeÒded ÑÓdeÐº

Ìhe fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ Óf Øhe ÑÓdeÐ ´½¿¼µ ha× a ×ØÖÙcØÙÖe ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ
×hÓÛÒ iÒ Figº ¿4¸ iºeº ×ØaØe× Óf high ÓÛ eÜi×Øº DÙe ØÓ Øhe higheÖ ÚeÐÓciØÝ Øhe
degeÒeÖacÝ fÓÙÒd iÒ Øhe ÑÓdeÐ ´½¾9µ i× ÐifØedº ÁÒ Øhe ca×e Ä = ¾¸ Øhe c = ½=¾
×ØaØe× : : : ½½½½ : : : aÒd : : : ¾¼¾¼ : : : aÖe degeÒeÖaØe iÒ Øhe ×iÑÔÐe ÑÓdeÐº ÁÒ Øhe
ÚÑaÜ = ¾ ca×e¸ hÓÛeÚeÖ¸ iÒ Øhe ×ØaØe : : : ½½½½ : : : Øhe ÚehicÐe× caÒ iÒcÖea×e
ØheiÖ ÚeÐÓciØÝ̧ ÛhiÐe iÒ Øhe ×ØaØe : : : ¾¼¾¼ : : : ØheÝ caÒ ÒÓØ dÙe ØÓ Øhe ÔÖe×eÒce
Óf Øhe fÙÐÐÝ¹ÓccÙÔied ceÐÐ× ³¾³º Ìhe high¹ÓÛ ×ØaØe× aÖe ÙÒ×ØabÐe agaiÒ×Ø ÐÓcaÐ
ÔeÖØÙÖbaØiÓÒ×º

AÒÓØheÖ CA ÑÓdeÐ ÓbØaiÒed bÝ ÙÐØÖa¹di×cÖeØiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÑÓdi¬ed ÃdÎ¹
eÕÙaØiÓÒ ha× beeÒ ×Ùgge×Øed iÒ [¾¿9]º ÁØ i× a ×ecÓÒd¹ÓÖdeÖ CA ×iÒce Øhe cÓÒ¹
¬gÙÖaØiÓÒ aØ ØiÑe Ø · ½ dÓe× ÒÓØ ÓÒÐÝ deÔeÒd ÓÒ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ aØ ØiÑe Ø¸
bÙØ aÐ×Ó ÓÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ÓÒe aØ ØiÑe Ø   ½º Ìhe ÙÔdaØe ÖÙÐe fÓÖ Øhe ÔÓ×iØiÓÒ
Üj´Øµ Óf ÚehicÐe j i× giÚeÒ bÝ

Üj´Ø · ¾µ = Üj´Øµ · ¡Üj´Øµ · ÑaÜ[¼;¡Üj´Ø · ½µ Å ] ÑaÜ[¼;¡Üj´Ø · ½µ  Ä]
´½¿½µ

ÛheÖe ¡Üj´Øµ = Üj·½´Øµ  Üj´Øµ i× Øhe gaÔ aÒd Å aÒd Ä aÖe cÓÒ×ØaÒØ×º

AÐØhÓÙgh Øhi× ÑÓdeÐ i× deØeÖÑiÒi×Øic iØ eÜhibiØ× ×ØaÖØ¹×ØÓÔ ÛaÚe× ×iÑiÐaÖ ØÓ
ØhÓ×e fÓÙÒd iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ [¾¿9]º ÁØ ×eeÑ× ØhaØ a ×ecÓÒd¹ÓÖdeÖ deØeÖ¹
ÑiÒi×Øic CA ÑighØ ÔÖÓdÙce e«ecØ× ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e Óf ÒÓi×e iÒ a ¬Ö×Ø¹ÓÖdeÖ
×ØÓcha×Øic CAº ÇÒe ×hÓÙÐd ÒÓØe¸ hÓÛeÚeÖ¸ ØhaØ Øhe ÖÙÐe× aÐÐÓÛ ÚehicÐe× ØÓ
ÑÓÚe backÛaÖd×º ÇØheÖ ÑÓdeÐ× ÓbØaiÒed Ù×iÒg Øhe ÍDÅ haÚe beeÒ di×cÙ××ed
iÒ [¾4¼]º

½¾ CeÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa ÑÓdeÐ× Óf ciØÝ ØÖaÆc aÒd ÖÓad ÒeØÛÓÖk×

½½8



½¾º½ BihaÑ¹ÅiddÐeØÓÒ¹ÄeÚiÒe ÑÓdeÐ aÒd iØ× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ×

ÁÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ [¾½]¸ each Óf Øhe ×iØe× Óf a ×ÕÙaÖe ÐaØØice ÖeÔÖe×eÒØ Øhe
cÖÓ××iÒg Óf a ea×Ø¹Ûe×Ø ×ØÖeeØ aÒd a ÒÓÖØh¹×ÓÙØh ×ØÖeeØº AÐÐ Øhe ×ØÖeeØ× ÔaÖaÐÐeÐ
ØÓ Øhe Ü̂¹diÖecØiÓÒ Óf a CaÖØe×iaÒ cÓÓÖdiÒaØe ×Ý×ØeÑ aÖe a××ÙÑed ØÓ aÐÐÓÛ ÓÒÐÝ
×iÒgÐe¹ÐaÒe ea×Ø¹bÓÙÒd ØÖaÆc ÛhiÐe aÐÐ ØhÓ×e ÔaÖaÐÐeÐ ØÓ Øhe Ý̂¹diÖecØiÓÒ aÐÐÓÛ
ÓÒÐÝ ×iÒgÐe¹ÐaÒe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ØÖaÆcº ÄeØ Ù× ÖeÔÖe×eÒØ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹
bÓÙÒdµ ÚehicÐe× bÝ aÒ aÖÖÓÛ ÔÓiÒØiÒg ØÓÛaÖd× ea×Ø ´ÒÓÖØhµº ÁÒ Øhe iÒiØiaÐ ×ØaØe
Óf Øhe ×Ý×ØeÑ¸ ÚehicÐe× aÖe ÖaÒdÓÑÐÝ di×ØÖibÙØed aÑÓÒg Øhe ×ØÖeeØ×º Ìhe ×ØaØe×
Óf ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe ÙÔdaØed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ aØ eÚeÖÝ Ódd di×cÖeØe ØiÑe ×ØeÔ
ÛheÖea× ØhÓ×e Óf Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe ÙÔdaØed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ aØ eÚeÖÝ
eÚeÒ di×cÖeØe ØiÑe ×ØeÔ fÓÐÐÓÛiÒg a ÖÙÐe Ûhich i× a ×iÑÔÐe eÜØeÒ×iÓÒ Óf Øhe
ÌAËEÈ: a ÚehicÐe ÑÓÚe× fÓÖÛaÖd bÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg if aÒd ÓÒÐÝ if Øhe ×iØe
iÒ fÖÓÒØ i× eÑÔØÝ̧ ÓØheÖÛi×e Øhe ÚehicÐe dÓe× ÒÓØ ÑÓÚe aØ ØhaØ ØiÑe ×ØeÔº

ÌhÙ×¸ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ i× aÐ×Ó a dÖiÚeÒ ÐaØØice ga× ÑÓdeÐ ÛheÖe each Óf Øhe
×iØe× caÒ be iÒ ÓÒe Óf Øhe ØhÖee ÔÓ××ibÐe ×ØaØe×: eiØheÖ eÑÔØÝ ÓÖ ÓccÙÔied bÝ
aÒ aÖÖÓÛ " ÓÖ !º ÆÓØe ØhaØ Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe ÖÙÐe× Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ i×
fÙÐÐÝ deØeÖÑiÒi×Øic aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ iØ ÑaÝ aÐ×Ó be ÖegaÖded a× a deØeÖÑiÒi×Øic
CAº Ìhe ÖaÒdÓÑÒe×× aÖi×e× iÒ Øhi× ÑÓdeÐ ÓÒÐÝ fÖÓÑ Øhe ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ cÓÒ¹
diØiÓÒ× [¾4½]º ËÙÔÔÓ×e¸ Æ! aÒd Æ" aÖe Øhe ÒÙÑbeÖ× Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ iÒ Øhe iÒiØiaÐ ×ØaØe Óf Øhe ×Ý×ØeÑº Áf ÔeÖi¹
Ódic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÖe iÑÔÓ×ed iÒ aÐÐ diÖecØiÓÒ×¸ Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe×
iÒ eÚeÖÝ ×ØÖeeØ i× cÓÒ×eÖÚed ×iÒce ÒÓ ØÙÖÒiÒg Óf Øhe ÚehicÐe× aÖe aÐÐÓÛed bÝ Øhe
ÙÔdaØiÒg ÖÙÐe×º ÁÒ a ¬ÒiØe Ä ¢ Ä ×Ý×ØeÑ Øhe deÒ×iØie× Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe giÚeÒ bÝ c! = Æ!=Ä¾ aÒd c" = Æ"=Ä

¾¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧
ÛhiÐe Øhe gÐÓbaÐ deÒ×iØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× i× c = c! · c"º

CÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×
deÑÓÒ×ØÖaØe ØhaØ a ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ Øake× ÔÐace aØ a ¬ÒiØe ÒÓÒ¹
ÚaÒi×hiÒg deÒ×iØÝ c£¸ ÛheÖe Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× ÚaÒi×he× di×¹
cÓÒØiÒÙÓÙ×ÐÝ ×igÒaÐiÒg cÓÑÔÐeØe jaÑÑiÒg; Øhi× jaÑÑiÒg aÖi×e× fÖÓÑ Øhe ÑÙØÙaÐ
bÐÓckiÒg ´"gÖid¹ÐÓckiÒg"µ Óf Øhe ÓÛ× Óf ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ØÖaÆc aØ
ÚaÖiÓÙ× di«eÖeÒØ cÖÓ××iÒg× ´×ee [¾4¾] fÓÖ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg Öe×ÙÐØ× Óf Øhe BÅÄ
ÑÓdeÐ ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×µº

AØ cÓÒceÒØÖaØiÓÒ× jÙ×Ø abÓÚe c£¸ iÒ Øhe jaÑÑed Ôha×e¸ aÐÐ Øhe ÚehicÐe× ØÓ¹
geØheÖ fÓÖÑ a ×iÒgÐe cÐÙ×ØeÖ Ûhich i× ×ØÖeØched aÐÓÒg Øhe diagÓÒaÐ cÓÒÒecØiÒg
Øhe ×ÓÙØh¹Ûe×Ø ØÓ Øhe ÒÓÖØh¹ea×Ø Óf Øhe ×Ý×ØeÑº ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ Øhe ÐÓÛe×Ø¹
deÒ×iØÝ jaÑÑed cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× cÓÒ×i×Ø Óf a ×iÒgÐe diagÓÒaÐ baÒd ÛheÖe Øhe !
aÒd " ÓccÙÔÝ ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ ×iØe× ÓÒ Øhe baÒd iÒ a ÞigÞag ÑaÒÒeÖº ÏiØh
fÙÖØheÖ iÒcÖea×e Óf deÒ×iØÝ ÑÓÖe aÒd ÑÓÖe ÚehicÐe× geØ aØØached ØÓ Øhe baÒd iÒ
Øhe fÓÖÑ Óf Ó«¹diagÓÒaÐ bÖaÒche× aÒd Øhe iÒ¬ÒiØe cÐÙ×ØeÖ Óf Øhe jaÑÑed Úehi¹
cÐe× ÐÓÓk× ÑÓÖe aÒd ÑÓÖe ÖaÒdÓÑº ÌhÙ×¸ iÒ geÒeÖaÐ¸ a ØÝÔicaÐ iÒ¬ÒiØe cÐÙ×ØeÖ Óf
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Øhe jaÑÑed ÚehicÐe× cÓÒ×i×Ø× Óf a "backbÓÒe" aÒd "daÒgÐiÒg ÚehicÐe×" Ûhich
aÖe Øhe aÒaÐÓg× Óf Øhe "backbÓÒe" aÒd Øhe "daÒgÐiÒg eÒd×" Óf Øhe iÒ¬ÒiØe ÔeÖ¹
cÓÐaØiÓÒ cÐÙ×ØeÖ× iÒ Øhe Ù×ÙaÐ ×iØe»bÓÒd ÔeÖcÓÐaØiÓÒ [¾4¿]º ÀÓÛeÚeÖ¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø
ØÓ Øhe iÒ¬ÒiØe ÔeÖcÓÐaØiÓÒ cÐÙ×ØeÖ iÒ Øhe Ù×ÙaÐ ÖaÒdÓÑ ×iØe»bÓÒd ÔeÖcÓÐaØiÓÒ¸
Øhe iÒ¬ÒiØe ×ÔaÒÒiÒg cÐÙ×ØeÖ Óf ÚehicÐe× iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ eÑeÖge× fÖÓÑ Øhe
×eÐf¹ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ Óf Øhe ×Ý×ØeÑº ÆeÚeÖØheÐe××¸ cÓÒceÔØ× bÓÖÖÓÛed fÖÓÑ ÔeÖcÓÐa¹
ØiÓÒ ØheÓÖÝ haÚe beeÒ Ù×ed ØÓ chaÖacØeÖiÞe Øhe ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe iÒ¬ÒiØe cÐÙ×ØeÖ
Óf jaÑÑed ÚehicÐe× iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ aØ c > c£ [¾44¸¾45]º Ìhe di×ØÖibÙØiÓÒ Óf
Øhe ÛaiØiÒg ØiÑe× Óf Øhe ÚehicÐe× aØ Øhe ×igÒaÐ× ´iºeº¸ aØ Øhe ÐaØØice ×iØe×µ ha×
aÐ×Ó beeÒ iÒÚe×ØigaØed ØhÖÓÙgh cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× [¾46¸¾47]º

½¾º½º½ ÈÓÓÖ ÑaÒ³× ÑeaÒ¹¬eÐd e×ØiÑaØe× fÓÖ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ

Áf ÓÒe i× ÒÓØ iÒØeÖe×Øed iÒ deØaiÐed iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÓÒ Øhe "×ØÖÙcØÙÖe" Óf Øhe dÝ¹
ÒaÑicaÐ Ôha×e×¸ ÓÒe caÒ geØ a ÑeaÒ¹¬eÐd e×ØiÑaØe Óf c£ bÝ caÖÖÝiÒg ÓÙØ a
back¹Óf¹Øhe¹eÒÚeÐÓÔe caÐcÙÐaØiÓÒº ËÙÔÔÓ×e¸ c! aÒd c" deÒÓØe Øhe aÚeÖage deÒ¹
×iØie× ÛhiÐe Ú! aÒd Ú" deÒÓØe Øhe aÚeÖage ×Ôeed× Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹
bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ e×ØiÑaØe c£ ÓÒe ha× ØÓ Øake iÒØÓ ac¹
cÓÙÒØ iÒØeÖacØiÓÒ Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe× ÒÓØ ÓÒÐÝ ÛiØh Øhe
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe× [¾48] bÙØ aÐ×Ó¸ iÒ a ×eÐf¹cÓÒ×i×ØeÒØ ÑaÒÒeÖ¸
ÛiØh ÓØheÖ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe× [¾49]º FÓÐÐÓÛiÒg Øhe aÖgÙÑeÒØ×
Óf AÔÔeÒdiÜ Á¸ ÓÒe caÒ ×hÓÛ ØhaØ iÒ Øhe ×ÝÑÑeØÖic ca×e c! = c" = c¸ a
×eÐf¹cÓÒ×i×ØeÒcÝ eÕÙaØiÓÒ fÓÖ Øhe ×Ôeed i×
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fÓÖ c < c£º Ìhe cÖiØicaÐ deÒ×iØÝ c£ i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe cÓÒdiØiÓÒ ØhaØ aØ c  c£
Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½¿¾µ dÓe× ÒÓØ giÚe a ÖeaÐ ×ÓÐÙØiÓÒº ÀeÒce Ûe geØ c = c£ = 6  Ô

¿¾ ³ ¼:¿4¿ Ûhich¸ iÒ ×ÔiØe Óf Øhe aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ× Ñade¸ i× ×ÙÖÔÖi×iÒgÐÝ cÐÓ×e
ØÓ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÒÙÑeÖicaÐ e×ØiÑaØe ÓbØaiÒed fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ
[¾½]º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd e×ØiÑaØe c£ ³ ¼:¿4¿ i× aÐ×Ó cÓÒ×i×ØeÒØ ÛiØh Øhe
ÑÓÖe ÖigÓÖÓÙ× Öe×ÙÐØ ¾4 [¾5½¸¾5¿] ØhaØ c£ i× ×ØÖicØÐÝ Ðe×× ØhaÒ ½=¾º Ìhe BÅÄ
ÑÓdeÐ iÒ ØhÖee diÑeÒ×iÓÒ¸ aÐØhÓÙgh ÒÓØ ÖeÐeÚaÒØ fÓÖ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ ha× aÐ×Ó
beeÒ ×ØÙdied [¾54]º

¾4 Á×hiba×hi aÒd FÙkÙi [¾5¼] cÐaiÑed ØhaØ cÓÑÔÐeØe jaÑÑiÒg caÒ ÓccÙÖ iÒ Øhe BÅÄ
ÑÓdeÐ ÓÒÐÝ fÓÖ c = ½º ÀÓÛeÚeÖ¸ a ÔÐaÙ×ibÐe aÛ iÒ ØheiÖ aÖgÙÑeÒØ× Ûa× ÔÓiÒØed ÓÙØ
bÝ ChaÙ eØ aÐº [¾5½]º ÁÒ [¾5¾] iØ ha× beeÒ aÖgÙed ØhaØ c£ » Ä ¼:½4¸ iºeº c£ = ¼ iÒ Øhe
ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØº

½¾¼



½¾º½º¾ ÅeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ

ÊecaÐÐ ØhaØ Øhe ÓccÙÔaØiÓÒ ÚaÖiabÐe× Ò´i; Øµ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ de×cÖibe Øhe
×ØaØe Óf ÓccÙÔaØiÓÒ Óf Øhe ×iØe× i ´i = ½; ¾; :::µ bÝ Øhe ÚehicÐe× ÓÒ Øhe ÓÒe¹
diÑeÒ×iÓÒaÐ highÛaÝº A ×cheÑe fÓÖ a ØÖÙÐÝ ÑicÖÓ×cÓÔic aÒaÐÝ×i× Óf Øhe BÅÄ
ÑÓdeÐ begiÒ× [¾55] bÝ iÒØÖÓdÙciÒg Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg geÒeÖaÐiÞed ÓccÙÔaØiÓÒ
ÚaÖiabÐe× Ò"´Ü; Ý; Øµ aÒd Ò!´Ü; Ý; Øµ¸ Ûhich de×cÖibe Øhe ×ØaØe Óf ÓccÙÔaØiÓÒ Óf
Øhe ×iØe× ´Ü; Ýµ bÝ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd aÒd ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ÓÒ
Øhe ØÛÓ¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ×ØÖeeØ¹ÒeØÛÓÖkº Ìhe aÒaÐÓg× Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´64µ aÒd
´65µ ´×ee AÔÔeÒdiÜ Á fÓÖ deØaiÐ×µ haÚe aÒaÐÓgÓÙ× ÔhÝ×icaÐ iÒØeÖÔÖeØaØiÓÒ×º A×
Ù×ÙaÐ¸ iÒ Øhe ÒaiÚe ËÇÅF aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ÓÒe ÒegÐecØ× Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ
Øhe ÓccÙÔaØiÓÒ× Óf di«eÖeÒØ ×iØe× [¾55]º ËiÒce ÒÓÒe Óf Øhe ×iØe× i× aÐÐÓÛed ØÓ be
ÓccÙÔied bÝ ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe ÔaÖØicÐe aØ a ØiÑe¸ ÈaÙÐi ÓÔeÖaØÓÖ× ÑaÝ be Ù×ed ØÓ
deÚeÐÓÔ aÒ aÒaÐÝØicaÐ ØheÓÖÝ Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc [¾56] bÙØ ÓÒe ×hÓÙÐd keeÔ iÒ
ÑiÒd ØhaØ Øhe ÔaÖØicÐe× ÖeÔÖe×eÒØiÒg Øhe ÚehicÐe× aÖe ÔÙÖeÐÝ cÐa××icaÐ aÒd Øhe
×Ý×ØeÑ dÓe× ÒÓØ haÚe aÒÝ ÕÙaÒØÙÑ ÑechaÒicaÐ chaÖacØeÖi×Øic×º

½¾º½º¿ GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× aÒd eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ

Ìhe BÅÄ ÑÓdeÐ ha× beeÒ geÒeÖaÐiÞed aÒd eÜØeÒded ØÓ Øake iÒØÓ accÓÙÒØ
×eÚeÖaÐ ÖeaÐi×Øic feaØÙÖe× Óf ØÖaÆc iÒ ciØie×º

¯ A×ÝÑÑeØÖic di×ØÖibÙØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe×:

ËÙÔÔÓ×e Øhe ÚehicÐe× aÖe di×ØÖibÙØed a×ÝÑÑeØÖicaÐÐÝ aÑÓÒg Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd
aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ× [¾48]¸ iºeº¸ c! 6= c"º FÓÖ cÓÒÚeÒieÒce¸ ÐeØ Ù× ÛÖiØe c" =
cfa aÒd c! = c´½ faµ ÛheÖe fa i× Øhe fÖacØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg ØÓÛaÖd×
ÒÓÖØhº CÐeaÖÐÝ fa = ½=¾ cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ×ÝÑÑeØÖic ca×e c! = c" = c=¾º ÇÒ
Øhe ÓØheÖ haÒd¸ fa = ¼ ´fa = ½µ cÓÖÖe×ÔÓÒd ØÓ Øhe eÜØÖeÑe a×ÝÑÑeØÖic ca×e
ÛheÖe aÐÐ Øhe ÚehicÐe× aÖe ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe ab×eÒce Óf
gÖid¹ÐÓckiÒg iÒ Øhe eÜØÖeÑe ÐiÑiØ× fa = ¼ aÒd fa = ½ ÖÙÐe× ÓÙØ Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ
Óf BÅÄ¹Ðike cÓÑÔÐeØe jaÑÑiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ¸ iºeº¸ c£ = ½ fÓÖ bÓØh fa = ¼ aÒd
fa = ½º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ c£ decÖea×e× ÛiØh decÖea×iÒg a×ÝÑÑeØÖÝ iÒ Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ
Óf Øhe ÚehicÐe×; c£ i× Øhe ×ÑaÐÐe×Ø fÓÖ fa = ½=¾¸ iºeº¸ ×ÝÑÑeØÖic di×ØÖibÙØiÓÒ Óf
Øhe ÚehicÐe×º Ìhe×e Öe×ÙÐØ× caÒ be ÔÖe×eÒØed gÖaÔhicaÐÐÝ bÝ ÔÐÓØØiÒg Øhe cÙÖÚe
c£´faµ iÒ Øhe Ôha×e diagÖaÑ ÓÒ Øhe c  fa ÔÐaÒe [¾48]º

¯ ÍÒeÕÙaÐ ÑaÜiÑÙÑ ÚeÐÓciØie×:

ÁÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ bÓØh ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× caÒ ÑÓÚe bÝ a
ÑaÜiÑÙÑ Óf ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg aØ a ØiÑe aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ Øhe aÚeÖage ×Ôeed× Óf
bÓØh ØÝÔe× Óf ÚehicÐe× caÒ ÒeÚeÖ eÜceed ÙÒiØÝº ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ ÖecaÐÐ ØhaØ
iÒ Øhe FÙkÙi¹Á×hiba×hi ÑÓdeÐ [½¾¼] Óf highÛaÝ ØÖaÆc ÚehicÐe× caÒ ÑÓÚe ÙÔ ØÓ
a ÑaÜiÑÙÑ Óf Å ÐaØØice ×iØe× aØ a ØiÑe aÒd¸ heÒce¸ haÚe aÚeÖage ÚeÐÓciØie×
ÐaÖgeÖ ØhaÒ ÙÒiØÝº ÁÒcÓÖÔÓÖaØiÒg ×iÑiÐaÖ high¹×Ôeed ÚehicÐe× FÙkÙi eØ aÐº [¾57]

½¾½



geÒeÖaÐiÞed Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ÛheÖe Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe aÐÐÓÛed ØÓÑ
ÓÚe bÝ Å ×iØe× aØ a ×iÒgÐe ØiÑe ×ØeÔ ÛhiÐe Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× caÒ ÑÓÚe
bÝ ÓÒÐÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒgº

¯ ÇÚeÖÔa××e× ÓÖ ØÛÓ¹ÐeÚeÐ cÖÓ××iÒg×:

Ìhe BÅÄ ÑÓdeÐ ha× beeÒ eÜØeÒded ØÓ Øake iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe e«ecØ× Óf ÓÚeÖ¹
Ôa××e× ´ÓÖ ØÛÓ¹ÐeÚeÐ cÖÓ××iÒg×µ [¾58]º A fÖacØiÓÒ fÓ Óf Øhe ÐaØØice ×iØe× iÒ Øhe
BÅÄ ÑÓdeÐ aÖe ÖaÒdÓÑÐÝ ideÒØi¬ed a× ÓÚeÖÔa××e× each Óf Ûhich caÒ accÓÑÑÓ¹
daØe ÙÔ ØÓ a ÑaÜiÑÙÑ Óf ØÛÓ ÚehicÐe× ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝº Ìhe ÓÚeÖÔa××e× ÛeakeÒ
Øhe gÖid¹ÐÓckiÒg iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº ÌheÖefÓÖe¸ c£ i× eÜÔecØed ØÓ iÒcÖea×e ÛiØh
iÒcÖea×iÒg fÓº Be×ide×¸ c£ i× eÜÔecØed ØÓ be ÙÒiØÝ if fÓ = ½º ÆaØÙÖaÐÐÝ̧ Ûe ad¹
dÖe×× Øhe ÕÙe×ØiÓÒ: dÓe× jaÑÑiÒg di×aÔÔeaÖ ´iºeº¸ c£ i× ÙÒiØÝµ ÓÒÐÝ aØ fÓ = ½
ÓÖ fÓÖ eÚeÒ ×ÑaÐÐeÖ ÚaÐÙe× Óf fÓ? ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ aÒ×ÛeÖ Øhi× ÕÙe×ØiÓÒ Ûe eÜØeÒd
Øhe ×eÐf¹cÓÒ×i×ØeÒØ ÑeaÒ¹¬eÐd aÖgÙÑeÒØ×¸ Ûhich Ðed ØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´½¿¾µ¸ iÒ¹
cÓÖÔÓÖaØiÒg Øhe e«ecØ× Óf Øhe ÓÚeÖÔa××e× ØheÖebÝ geØØiÒg Øhe geÒeÖaÐiÞed ×eÐf¹
cÓÒ×i×ØeÒcÝ eÕÙaØiÓÒ [¾59]
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iÒ Øhe ×ÝÑÑeØÖic ca×e c! = c" = cº Ìhe eÕÙaØiÓÒ ´½¿¿µ ÖedÙce× ØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ
´½¿¾µ iÒ Øhe ÐiÑiØ fÓ = ¼º ÁØ ÔÖedicØ× ØhaØ¸ if fÓ 6= ¼¸ a ÑÓÚiÒg Ôha×e eÜi×Ø× iÒ Øhe
BÅÄ ÑÓdeÐ ÛiØh ÓÚeÖÔa××e× fÓÖ ÚehicÐe deÒ×iØie× c  c£ = ´6 Ô¿¾µ=´½  fÓµ
aÒd ØhaØ Øhe jaÑÑed Ôha×e di×aÔÔeaÖ× aÐØÓgeØheÖ ´iºeº¸ c£ becÓÑe× ÙÒiØÝµ fÓÖ
fÓ  ½   ¼:¿4¿ = ¼:657¸ aÒ ÙÒdeÖe×ØiÑaØe ÛheÒ cÓÑÔaÖed ÛiØh Øhe cÓÖÖe¹
×ÔÓÒdiÒg cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ×º Ìhe×e Öe×ÙÐØ× caÒ be ÔÖe×eÒØed gÖaÔhicaÐÐÝ bÝ
dÖaÛiÒg Øhe cÙÖÚe c£´fÓµ iÒ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd Ôha×e diagÖaÑ ÓÒ Øhe c  fÓ ÔÐaÒe
ÒÓØ ÓÒÐÝ fÓÖ Øhe ×ÝÑÑeØÖic di×ØÖibÙØiÓÒ ´iºeº¸ fÓÖ f = ½=¾µ bÙØ aÐ×Ó fÓÖ a×ÝÑ¹
ÑeØÖic di×ØÖibÙØiÓÒ× Óf Øhe ÚehicÐe× aÑÓÒg Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd
×ØÖeeØ× [¾59]º

¯ FaÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ×:

Ìhe e«ecØ× Óf faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ× haÚe beeÒ ÑÓdeÐed bÝ geÒeÖaÐiÞiÒg Øhe BÅÄ
a× fÓÐÐÓÛ× [¾6¼]: a fÖacØiÓÒ fØÐ Óf Øhe ×iØe× aÖe ideÒØi¬ed ÖaÒdÓÑÐÝ a× Øhe ÐÓ¹
caØiÓÒ× Óf Øhe faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ×º BÓØh Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× cÙÖÖeÒØÐÝ
×ÓÙØh Óf Øhe faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ× aÒd Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× cÙÖÖeÒØÐÝ Ûe×Ø Óf
a faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ aÖe aÐÐÓÛed ØÓ hÓÔ ÓÒØÓ Øhe eÑÔØÝ cÖÓ××iÒg× ÛheÖe Øhe
faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ× aÖe ÐÓcaØed¸ iÖÖe×ÔecØiÚe Óf ÛheØheÖ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØiÑe
×ØeÔ Óf ÙÔdaØiÒg i× Ódd ÓÖ eÚeÒº Áf aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe aÒd a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd
ÚehicÐe ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ aØØeÑÔØ ØÓ eÒØeÖ Øhe ×aÑe cÖÓ××iÒg¸ ÛheÖe Øhe faÙÐØÝ
ØÖaÆc ÐighØ i× ÐÓcaØed¸ ØheÒ ÓÒÐÝ ÓÒe Óf ØheÒ i× aÐÐÓÛed ØÓ eÒØeÖ ØhaØ cÖÓ××iÒg
bÝ ×eÐecØiÒg ÖaÒdÓÑÐÝº
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ËiÒce a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe ÛiÐÐ be abÐe ØÓ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd aÐ¹
ØhÓÙgh ÓÒÐÝ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe× ÛÓÙÐd haÚe ÑÓÚed fÓÖÛaÖd
had fØÐ beeÒ ÞeÖÓ¸ Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× i× eÜÔecØed ØÓ iÒcÖea×e
ÛiØh iÒcÖea×iÒg fØÐº ÀÓÛeÚeÖ¸ ÛiØh Øhe iÒcÖea×e Óf fØÐ ØheÖe i× aÒ iÒcÖea×iÒg
ÐikeÐihÓÓd ØhaØ aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe ÛÓÙÐd be bÐÓcked bÝ a
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe aØ a faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØº ÌhÙ×¸ Øhe iÒcÖea×¹
iÒg deÒ×iØÝ Óf faÙÐØÝ ØÖaÆc ÐighØ× iÒcÖea×e× Øhe e«ecØ Óf gÖid¹ÐÓckiÒg ØheÖebÝ
decÖea×iÒg c£º

¯ ËØaØic hiÒdÖaÒce×:

Ìhe BÅÄ ÑÓdeÐ ha× beeÒ eÜØeÒded ØÓ iÒcÓÖÔÓÖaØe Øhe e«ecØ× Óf ×ØaØic hiÒ¹
dÖaÒce× ÓÖ ÖÓad bÐÓck× ´eºgº¸ ÚehicÐe× cÖa×hed iÒ ØÖaÆc accideÒØµ¸ iºeº¸ ×ØagÒaÒØ
ÔÓiÒØ× [¾6½¸¾6¾]º A ÚehicÐe¸ Ûhich ×ØaÝ× aØ a ÒÓÖÑaÐ ×iØe fÓÖ ÓÒÐÝ ÓÒe ØiÑe ×ØeÔ
befÓÖe aØØeÑÔØiÒg ØÓ ÑÓÚe ÓÙØ Óf iØ¸ ×ØaÝ× aØ a ÔÓiÒØ¹Ðike bÐÓckage fÓÖ ÌÔ ØiÑe
×ØeÔ× befÓÖe aØØeÑÔØiÒg ØÓ ÑÓÚe ÓÙØ Óf iØº ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe ÐÓÒgeÖ i× ÌÔ¸ Øhe
ÐÓÛeÖ i× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg c£º Ìhe ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf ×ÔÖeadiÒg
Óf Øhe jaÑ fÖÓÑ Øhe bÐÓckage ×iØe dÙÖiÒg Øhe aÔÔÖÓach Óf Øhe ×Ý×ØeÑ ØÓ iØ×
jaÑÑed ×ØeadÝ¹×ØaØe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× ha× aÐ×Ó beeÒ iÒÚe×ØigaØed [¾6½¸¾6¿]º

¯ ËØagÒaÒØ ×ØÖeeØ:

ÄeØ Ù× cÓÒ×ideÖ Øhe e«ecØ× Óf a ×ØagÒaÒØ ×ØÖeeØ¸ ÛheÖe Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ c× Óf Øhe
ÚehicÐe× i× iÒiØiaÐÐÝ higheÖ ØhaÒ ØhaØ iÒ Øhe ÓØheÖ ×ØÖeeØ× [¾64]¸ ÓÒ Øhe ØÖaÆc ÓÛ
iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº Ìhe ×ØagÒaÒØ ×ØÖeeØ¸ e«ecØiÚeÐÝ̧ acØ× Ðike a "ÐiÒe¹defecØ"¸
ÖaØheÖ ØhaÒ a "ÔÓiÒØ¹defecØ"º ÀÓÛeÚeÖ¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ×ØaØic ÖÓadbÐÓck×¸ a
×ØagÒaÒØ ×ØÖeeØ Ó«eÖ× a ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ hiÒdÖaÒce ØÓ Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg iÒ
Øhe ÔeÖÔeÒdicÙÐaÖ ×ØÖeeØ×º A× iÒØÙiØiÚeÐÝ eÜÔecØed¸ Øhe jaÑÑiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ ha×
beeÒ fÓÙÒd ØÓ ÓccÙÖ aØ a ÐÓÛeÖ gÐÓbaÐ deÒ×iØÝ ÛheÒ Øhe ÐÓcaÐ deÒ×iØÝ iÒ Øhe
×ØagÒaÒØ ×ØÖeeØ i× higheÖº

¯ ÁÒdeÔeÒdeÒØ ØÙÖÒiÒg Óf Øhe ÚehicÐe×:

ÄeØ Ù× ÒÓÛ geÒeÖaÐiÞe Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ bÝ a××igÒiÒg a ØÖeÒd ÓÖ ÔÖefeÖÖed di¹
ÖecØiÓÒ Óf ÑÓØiÓÒ¸ ÏÒ´Ü; Ýµ¸ ØÓ each ÚehicÐe Ò ´Ò = ½; ¾; :::µ ÐÓcaØed aØ Øhe ×iØe
Ü; Ýº AccÓÖdiÒg ØÓ Øhi× de¬ÒiØiÓÒ¸ Øhe ÚehicÐe Ò¸ ÐÓcaØed aØ Ü; Ý jÙÑÔ× ØÓ Øhe
ÒeÜØ ×iØe ØÓÛaÖd× ea×Ø ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÏÒ´Ü; Ýµ ÛhiÐe ½ ÏÒ´Ü; Ýµ i× Øhe cÓÖ¹
Öe×ÔÓÒdiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ iØ hÓÔ× ØÓ Øhe ÒeÜØ ×iØe ØÓÛaÖd× ÒÓÖØh [¾65]º ÁÒ Øhi×
geÒeÖaÐiÞed ÑÓdeÐ ÚehicÐe× caÒ Øake a ØÙÖÒ bÙØ Øhe ÔÖÓce××e× Óf ØÙÖÒiÒg fÖÓÑ
ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ØÓ ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ×ØÖeeØ× i× ×ØÓcha×Øicº
FÓÖ ×iÑÔÐiciØÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e¸ Æ=¾ ÚehicÐe× aÖe a××igÒed ÏÒ´Ü; Ýµ =  ÛhiÐe Øhe Öe¹
ÑaiÒiÒg Æ=¾ ÚehicÐe× aÖe a××igÒed ÏÒ´Ü; Ýµ = ½   ÛheÖe ¼    ½=¾; Øhi×
iÑÔÐie× ØhaØ Æ=¾ ÚehicÐe× ÑÓÚe ÔÖefeÖeÒØiaÐÐÝ ea×Ø¹ÛaÖd ÛheÖea× Øhe ÖeÑaiÒ¹
iÒg Æ=¾ ÚehicÐe× ÑÓÚe ÔÖefeÖeÒØiaÐÐÝ ØÓÛaÖd× ÒÓÖØhº ÁÒ Øhe ÐiÑiØ  = ¼ ÒÓ
ÚehicÐe caÒ ØÙÖÒ aÒd Ûe ÖecÓÚeÖ Øhe ÓÖigiÒaÐ BÅÄ ÑÓdeÐ ÛiØh deØeÖÑiÒi×Øic
ÙÔdaØe ÖÙÐe×º Ìhe ÑÓ×Ø dÖaÑaØic e«ecØ Óf Øhe ×ØÓcha×Øic ØÙÖÒiÒg i× ØhaØ Øhe
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di×cÓÒØiÒÙÓÙ× jÙÑÔ ¡hÚi Óf Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØÝ hÚi decÖea×e× ÛiØh iÒcÖea×iÒg
 aÒd¸ eÚeÒØÙaÐÐÝ̧ Øhe ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ jaÑÑiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ eÒd× aØ a cÖiØicaÐ ÔÓiÒØ
ÛheÖe ¡hÚi jÙ×Ø ÚaÒi×he×º

¯ ÂaÑ¹aÚÓidiÒg ØÙÖÒ aÒd dÖiÚe:

ÁÒ Øhe ÑÓdeÐ Óf ØÙÖÒiÒg cÓÒ×ideÖed iÒ ÖefeÖeÒce× [¾65] a ÚehicÐe ØÙÖÒ× ×ØÓcha×¹
ØicaÐÐÝ iÒdeÔeÒdeÒØÐÝ Óf Øhe ÓØheÖ ÚehicÐe×º ÁÒ ÖeaÐ ØÖaÆc¸ hÓÛeÚeÖ¸ a ÚehicÐe
i× ÐikeÐÝ ØÓ ØÙÖÒ if iØ× fÓÖÛaÖd ÑÓÚeÑeÒØ i× bÐÓcked bÝ ÓØheÖ ÚehicÐe× ahead Óf
iØ iÒ Øhe ×aÑe ×ØÖeeØº ÌheÖefÓÖe¸ ÐeØ Ù× ÒÓÛ cÓÒ×ideÖ a ÑÓdeÐ [¾66] ÛheÖe aÒ
ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe ØÙÖÒ× ÒÓÖØh ´ea×Øµ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÔØÙÖÒ if
bÐÓcked bÝ aÒÓØheÖ ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØ Óf iØº CÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× Óf Øhi× ÑÓdeÐ
×hÓÛ× ØhaØ c£´ÔØÙÖÒµ iÒcÖea×e× ÛiØh iÒcÖea×iÒg ÔØÙÖÒº ÁÒ a ×ÐighØÐÝ di«eÖeÒØ ÑÓdeÐ
[¾67]¸ ÓÒ beiÒg bÐÓcked bÝ a ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØ¸ aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ Úe¹
hicÐe hÓÔ× ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ôja ØÓ Øhe ÒeÜØ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ×ØÖeeØ
ØÓÛaÖd× ÒÓÖØh ´ea×Øµº

¯ A ×iÒgÐe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ cÙØØiÒg acÖÓ×× ea×Ø¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ×

ÄeØ Ù× ÒÓÛ cÓÒ×ideÖ a ×ÔeciaÐ ×iØÙaØiÓÒ ÛheÖe ÓÒÐÝ ÓÒe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ
eÜi×Ø× Ûhich cÙØ× aÐÐ Óf Øhe Ä eÕÙi×Ôaced ÑÙØÙaÐÐÝ ÔaÖaÐÐeÐ ea×Ø¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ×
Óf ÐeÒgØh Ä [¾68]º Ìhi× ×iØÙaØiÓÒ caÒ be ÑÓdeÐed a× a Ä¢Ä ×ÕÙaÖe ÐaØØice aÒd
each ceÐÐ ÓÒ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ caÒ be iÒ ÓÒe Óf Øhe ØhÖee aÐÐÓÛed ×ØaØe×¸
ÒaÑeÐÝ̧ eiØheÖ eÑÔØÝ ÓÖ ÓccÙÔied bÝ a ! ÓÖ a "º BÙØ¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe
BÅÄ ÑÓdeÐ¸ ØheÖe aÖe ØÛÓ aÐÐÓÛed ×ØaØe× fÓÖ each ceÐÐ ´ÓÙØ×ide Øhe cÖÓ××iÒg×µ
ÓÒ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ; Øhe×e caÒ be eiØheÖ eÑÔØÝ ÓÖ ÓccÙÔied bÝ ÓÒÐÝ !º
ËiÒce ÒÓ gÖid¹ÐÓckiÒg i× ÔÓ××ibÐe ÛiØh ÓÒÐÝ ÓÒe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ¸ cÓÑÔÐeØe
jaÑÑiÒg ÓccÙÖ× ØÖiÚiaÐÐÝ iÒ Øhi× ca×e ÓÒÐÝ if each Óf Øhe ceÐÐ× eiØheÖ ÓÒ Øhe ea×Ø¹
bÓÙÒd ×ØÖeeØ× ÓÖ ÓÒ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ ÓÖ ÓÒ aÐÐ Øhe ×ØÖeeØ× aÖe ÓccÙÔied
×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ bÝ ÚehicÐe×º ÆeÚeÖØheÐe××¸ aØ aÒÝ ¬ÒiØe ÒÓÒÚaÒi×hiÒg deÒ×iØÝ̧
Øhe cÖÓ××iÒg× Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ× acØ Ðike hiÒdÖaÒce×
ÛiØh ¬ÒiØe ÒÓÒ¹ÚaÒi×hiÒg ÔeÖÑeabiÐiØÝ fÓÖ Øhe ÓÛ Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ØÖaÆcº
ÇbÚiÓÙ×ÐÝ̧ Øhe higheÖ i× Øhe deÒ×iØÝ Óf Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Øhe ÐÓÛeÖ i×
Øhe ÔeÖÑeabiÐiØÝ aÒd Øhe ×ØÖÓÒgeÖ i× Øhe ÖaØe¹ÐiÑiØiÒg facØÓÖ Óf Øhe bÓØØÐeÒeckº
A cÓÑÔaÖi×ÓÒ Óf Øhi× ÔÖÓbÐeÑ ÛiØh ØhaØ Óf highÛaÝ ØÖaÆc iÒ Øhe ÔÖe×eÒce Óf
×ØaØic hiÒdÖaÒce× [¾½4¸½¿7] eÜÔÐaiÒ× ÒÓØ ÓÒÐÝ ÛhÝ Øhe ÙÜ aÐÓÒg Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd
×ØÖeeØ× eÜhibiØ× a aØ ÔÐaØeaÙ ÓÚeÖ aÒ iÒØeÖÑediaØe deÒ×iØÝ ÖegiÑe bÙØ aÐ×Ó ÛhÝ
Øhe ÔÐaØeaÙ aÔÔeaÖ× aØ ÐÓÛeÖ ÚaÐÙe× Óf Øhe ÙÜ ÛiØh iÒcÖea×iÒg deÒ×iØÝ Óf Øhe
ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× [¾68]º A ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ fÓÖ Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic Ôha×e
×egÖegaØiÓÒ iÒ Øhi× ÑÓdeÐ ha× beeÒ deÚeÐÓÔed bÝ aÔÔÖÓÔÖiaØeÐÝ ÑÓdifÝiÒg ØhaØ
fÓÖ Øhe ×iÑiÐaÖ ÔheÒÓÑeÒÓÒ iÒ Øhe ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÑÓdeÐ× Óf highÛaÝ ØÖaÆc
iÒ Øhe ÔÖe×eÒce Óf ×ØaØic hiÒdÖaÒce×º ÁØ i× ÛÓÖØh eÑÔha×iÞiÒg heÖe ØhaØ iÒ [¾68]
each ×iØe ÓÒ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ× ha× beeÒ iÒØeÖÔÖeØed a× a ceÐÐ¸ Ûhich caÒ
accÓÑÑÓdaØe ÓÒe ÚehicÐe aØ a ØiÑe¸ ÖaØheÖ ØhaÒ a× a cÖÓ××iÒg Óf Øhe ea×Ø¹
bÓÙÒd ×ØÖeeØ ÛiØh a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØº CÓÒceÔØÙaÐÐÝ̧ Øhi× i× aÒ eÜØeÒ×iÓÒ Óf
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Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº FiÒaÐÐÝ̧ Ûe bÖieÝ ÑeÒØiÓÒ ØhaØ iÒ [¾69] Øhe Ôha×e diagÖaÑ
Óf a ×Ý×ØeÑ cÓÒ×i×ØiÒg Óf ÓÒe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÓÒe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ ÛiØh ÓÒe
cÖÓ××iÒg ha× beeÒ iÒÚe×ØigaØedº

¯ GÖeeÒ¹ÛaÚe ×ÝÒchÖÓÒiÞaØiÓÒ

BML Model Green Wave Model
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Figº 5¿º CÓÑÔaÖi×ÓÒ Óf Øhe ÙÔdaØe ÔÖÓcedÙÖe iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ´ÐefØµ aÒd Øhe GÏ
ÑÓdeÐ ´ÖighØµ ´fÖÓÑ [¾7¼]µº

ÇfØeÒ Øhe ØÖaÆc ÐighØ× aÐÓÒg Øhe ÑaiÒ ×ØÖeeØ× iÒ ciØie× aÖe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÓ aÐÐÓÛ
cÓÒØiÒÙÓÙ× ÓÛ; Øhi× i× Ù×ÙaÐÐÝ ÖefeÖÖed ØÓ a× "gÖeeÒ¹ÛaÚe" ×ÝÒchÖÓÒiÞaØiÓÒº
A gÖeeÒ¹ÛaÚe ´GÏµ ÑÓdeÐ ha× beeÒ deÚeÐÓÔed [¾7¼] bÝ ÖeÔÐaciÒg Øhe ÔaÖaÐÐeÐ
ÙÔdaØiÒg ×cheÑe Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ bÝ aÒ ÙÔdaØiÒg ×cheÑe Ûhich i× ÔaÖØÐÝ
backÛaÖd¹ÓÖdeÖed ×eÕÙeÒØiaÐ ´×ee AÔÔeÒdiÜ A fÓÖ a geÒeÖaÐ eÜÔÐaÒaØiÓÒ Óf
Øhi× ÙÔdaØe ×cheÑeµº AØ Ódd ØiÑe ×ØeÔ×¸ aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe ÑÓÚe× bÝ ÓÒe
ÐaØØice ×ÔaciÒg if Øhe ØaÖgeØ ×iØe Ûa× eÑÔØÝ aØ Øhe eÒd Óf Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ØiÑe
×ØeÔ ÓÖ ha× becÓÑe eÑÔØÝ iÒ Øhe cÙÖÖeÒØ ØiÑe ×ØeÔ ´Øhi× i× ÔÓ××ibÐe becaÙ×e
Óf Øhe backÛaÖd¹ÓÖdeÖed ×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg aØ eÚeÖÝ ØiÑe¹×ØeÔµº ËiÑiÐaÖÐÝ
Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× Óf Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe ÙÔdaØed aØ eÚeÖÝ eÚeÒ ØiÑe ×ØeÔº
Ìhe ÑaiÒ di«eÖeÒce beØÛeeÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ aÒd Øhe GÏ ÑÓdeÐ ´×ee Figº 5¿µ¸
aÖi×iÒg fÖÓÑ Øhe di«eÖeÒØ ÙÔdaØiÒg ×cheÑe×¸ i× ØhaØ iÒ Øhe GÏ ÑÓdeÐ ÚehicÐe×
ÑÓÚe a× "cÓÒÚÓÝ×" ´a cÐÙ×ØeÖ Óf ÚehicÐe× ÛiØh ÒÓ eÑÔØÝ ceÐÐ beØÛeeÒ ØheÑµ
ØheÖebÝ ÑiÑickiÒg Øhe e«ecØ× Óf gÖeeÒ¹ÛaÚe ×ÝÒchÖÓÒiÞaØiÓÒ Óf Øhe ØÖaÆc ÐighØ×
iÒ ÖeaÐ ØÖaÆcº Ìhe jaÑÑiÒg ØÖaÒ×iØiÓÒ iÒ Øhe GÏ ÑÓdeÐ ha× beeÒ iÒÚe×ØigaØed
bÝ a cÓÑbiÒaØiÓÒ Óf a ÑeaÒ¹¬eÐd aÖgÙÑeÒØ aÒd ÒÙÑeÖicaÐ iÒÔÙØ fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ
×iÑÙÐaØiÓÒ× [¾7¼]º

¯ ÅÓÖe ÖeaÐi×Øic de×cÖiÔØiÓÒ Óf ×ØÖeeØ× aÒd jÙÒcØiÓÒ×
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AØ ¬Ö×Ø ×ighØ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ÑaÝ aÔÔeaÖ ÚeÖÝ ÙÒÖeaÐi×Øic becaÙ×e Øhe ÚehicÐe×
×eeÑ ØÓ hÓÔ fÖÓÑ ÓÒe cÖÓ××iÒg ØÓ Øhe ÒeÜØº ÀÓÛeÚeÖ¸ iØ ÑaÝ ÒÓØ aÔÔeaÖ ×Ó
ÙÒÖeaÐi×Øic if each ÙÒiØ Óf di×cÖeØe ØiÑe iÒØeÖÚaÐ iÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ i× iÒØeÖÔÖeØed
a× Øhe ØiÑe fÓÖ Ûhich Øhe ØÖaÆc ÐighØ× ÖeÑaiÒ gÖeeÒ ´ÓÖ Öedµ befÓÖe ×ÛiØchiÒg
Öed ´ÓÖ gÖeeÒµ ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ iÒ a ×ÝÒchÖÓÒiÞed ÑaÒÒeÖ¸ aÒd ÓÚeÖ ØhaØ ØiÑe
×caÐe each ÚehicÐe¸ Ûhich face× a gÖeeÒ ×igÒaÐ¸ geØ× aÒ ÓÔÔÓÖØÙÒiØÝ ØÓ ÑÓÚe
fÖÓÑ j¹Øh cÖÓ××iÒg ØÓ Øhe ´j ·½µ¹Øh ´ÓÖ¸ ÑÓÖe geÒeÖaÐÐÝ [¾57]¸ ØÓ Øhe ´j · Öµ¹Øh
ÛheÖe Ö > ½µº

ÁÒ Øhe ÓÖigiÒaÐ ÚeÖ×iÓÒ Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ Øhe ÚehicÐe× aÖe ÐÓcaØed ÓÒ Øhe ÐaØ¹
Øice ×iØe× Ûhich aÖe ideÒØi¬ed a× Øhe cÖÓ××iÒg×º BÖÙÒÒeØ aÒd GÓÒcaÐÚe× [¾7½]
cÓÒ×ideÖed a ÑÓdi¬ed ÚeÖ×iÓÒ ÛheÖe¸ iÒ×Øead¸ Øhe ÚehicÐe× aÖe ÐÓcaØed ÓÒ Øhe
bÓÒd× aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ ÒeÚeÖ bÐÓck Øhe ÓÛ Óf ÚehicÐe× iÒ Øhe ØÖaÒ×ÚeÖ×e di¹
ÖecØiÓÒº CÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ iÒ Øhi× ÚeÖ×iÓÒ Óf Øhe CA ÑÓdeÐ Óf ciØÝ ØÖaÆc jaÑ× Óf
ÓÒÐÝ ¬ÒiØe ×iÞe× caÒ fÓÖÑ aÒd Øhe×e jaÑ× haÚe ¬ÒiØe ÐifeØiÑe afØeÖ Ûhich ØheÝ
di×aÔÔeaÖ ÛhiÐe ÒeÛ jaÑ× ÑaÝ aÔÔeaÖ eÐ×eÛheÖe iÒ Øhe ×Ý×ØeÑ; aÒ iÒ¬ÒiØeÐÝ
ÐÓÒg¹ÐiÚed jaÑ ×ÔaÒÒiÒg Øhe eÒØiÖe ×Ý×ØeÑ i× ÔÓ××ibÐe ÓÒÐÝ iÒ Øhe ØÖiÚiaÐ ÐiÑiØ
c = ½º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø¸ ÀÓÖigÙchi aÒd ËakakibaÖa [¾7¾] geÒeÖaÐiÞed Øhe BÅÄ bÝ
ÖeÔÐaciÒg each Óf Øhe bÓÒd× cÓÒÒecØiÒg Øhe ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ ÐaØØice ×iØe× bÝ a
bÓÒd decÓÖaØed ÛiØh aÒ eÜØÖa ÐaØØice ×iØe iÒ beØÛeeÒº ÁÒ [¾7¿] a geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ
ØÓ × eÜØÖa ÐaØØice ×iØe× beØÛeeÒ cÖÓ××iÒg× ha× beeÒ ÔÖe×eÒØedº ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhe Úe¹
hicÐe× aÖe ×ØiÐÐ aÐÐÓÛed ØÓ hÓÔ fÓÖÛaÖd bÝ ÓÒÐÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg iÒ Øhe ÑÓdeÐ
Óf ÀÓÖigÙchi aÒd ËakakibaÖaº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ geÒeÖaÐiÞiÒg Øhe ÖÙÐe× fÓÖ ØÙÖÒiÒg Óf
Øhe ÚehicÐe× iÒ Êefº [¾65]¸ ÀÓÖigÙchi aÒd ËakakibaÖa aÐ×Ó aÐÐÓÛed ÔÖÓbabiÐi×Øic
ØÙÖÒiÒg Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ ØheiÖ ÑÓdeÐº Ìhe ÑÓdeÐ eÜhibiØ× a ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ
Øhe ÓÛiÒg Ôha×e ØÓ a cÓÑÔÐeØeÐÝ jaÑÑed Ôha×eº

Ìhe ×ØÖeeØ× iÒ Øhe ÓÖigiÒaÐ BÅÄ ÑÓdeÐ ÛeÖe a××ÙÑed ØÓ aÐÐÓÛ ÓÒÐÝ ÓÒe¹ÛaÝ
ØÖaÆcº Ìhi× Öe×ØÖicØiÓÒ Ûa× ÖeÐaÜed iÒ a ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ÑÓdeÐ ÔÖÓÔÓ×ed bÝ
FÖeÙÒd aÒd È�Ó×cheÐ [¾74] Ûhich aÐÐÓÛ× bÓØh¹ÛaÝ ØÖaÆc ÓÒ aÐÐ Øhe ×ØÖeeØ×º
ÌhÙ×¸ each ea×Ø¹Ûe×Ø ´ÒÓÖØh¹×ÓÙØhµ ×ØÖeeØ i× iÑÔÐiciØÐÝ a××ÙÑed ØÓ cÓÒ×i×Ø Óf
ØÛÓ ÐaÒe× ÓÒe Óf Ûhich aÐÐÓÛ× ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ ØÖaÆc ÛhiÐe Øhe ÓØheÖ
aÐÐÓÛ× Ûe×Ø¹bÓÙÒd ´×ÓÙØh¹bÓÙÒdµ ØÖaÆcº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ each ×iØe i× a××ÙÑed ØÓ
ÖeÔÖe×eÒØ a cÖÓ××iÒg Óf a ea×Ø¹Ûe×Ø ×ØÖeeØ aÒd a ÒÓÖØh¹×ÓÙØh ×ØÖeeØ ÛheÖe fÓÙÖ
ÒÙÑbeÖ× a××ÓciaØed ÛiØh Øhe ×iØe deÒÓØe Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× cÓÑiÒg fÖÓÑ
Øhe fÓÙÖ ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ cÖÓ××iÒg× ´iºeº¸ fÖÓÑ ÒÓÖØh¸ ×ÓÙØh¸ ea×Ø aÒd Ûe×Øµ
aÒd ÕÙeÙed ÙÔ aØ Øhe cÖÓ××iÒg ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒº ËÓ¸ iÒ Øhi× eÜØeÒded ÚeÖ×iÓÒ
Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ¸ each ×iØe caÒ accÓÑÑÓdaØe aØ ÑÓ×Ø 4É ÔaÖØicÐe× if each Óf
Øhe fÓÙÖ ÕÙeÙe× Óf ÚehicÐe× a××ÓciaØed ÛiØh iØ i× aÐÐÓÛed ØÓ gÖÓÛ ØÓ a ÑaÜiÑÙÑ
ÐeÒgØh Éº

ÁÒ Øhe ÑÓdeÐ ÔÖÓÔÓ×ed bÝ FÖeÙÒd aÒd È�Ó×cheÐ [¾74]¸ iÒiØiaÐÐÝ̧ each Óf Øhe
ÚehicÐe× i× a××igÒed a ×iØe ×eÐecØed aØ ÖaÒdÓÑ¸ Øhe ÕÙeÙe ØÓ Ûhich iØ beÐÓÒg×
´iºeº¸ ÛheØheÖ iØ i× aÔÔÖÓachiÒg Øhe cÖÓ××iÒg fÖÓÑ ÒÓÖØh¸×ÓÙØh¸ ea×Ø ÓÖ Ûe×Øµ
aÒd Øhe de×iÖed diÖecØiÓÒ ´iºeº¸ ÐefØ¸ ÖighØ ÓÖ ×ØÖaighØµ fÓÖ iØ× iÒØeÒded ÑÓØiÓÒ
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aØ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔº AØ each di×cÖeØe ØiÑe ×ØeÔ a ÚehicÐe i× aÐÐÓÛed ØÓ ÑÓÚe
fÓÖÛaÖd iÒ iØ× de×iÖed diÖecØiÓÒ Óf ÑÓØiÓÒ bÝ ÓÒe ÐaØØice ×ÔaciÒg ÔÖÓÚided ´aµ
iØ i× aØ Øhe fÖÓÒØ Óf Øhe ÕÙeÙe iÒ iØ× ÔÖe×eÒØ ÐÓcaØiÓÒ aÒd ´bµ ØheÖe aÖe feÛeÖ
ØhaÒ É ÚehicÐe× ÕÙeÙed ÙÔ aØ Øhe ÒeÜØ cÖÓ××iÒg iÒ Øhe ×aÑe de×iÖed diÖecØiÓÒ
Óf ÑÓØiÓÒº ÇÒce a ÚehicÐe ÑÓÚe× ØÓ Øhe ÒeÜØ cÖÓ××iÒg iØ ¬Òd× a ÔÐace aØ Øhe
eÒd Óf Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÕÙeÙe aØ Øhe ÒeÛ cÖÓ××iÒg ÛhiÐe Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe
ÕÙeÙe iØ ÐefØ behiÒd aÖe ÑÓÚed "cÐÓ×eÖ ØÓ Øhe cÖÓ××iÒg" bÝ ÓÒe ÔÓ×iØiÓÒ ´bÝ
ÑeÖe ÖeÐabeÐiÒg a× ÒÓ ÔhÝ×icaÐ ÑÓÚeÑeÒØ Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ Øhe ÕÙeÙe Øake×
ÔÐace eÜÔÐiciØÐÝµº ÎaÖiÓÙ× Öea×ÓÒabÐe chÓice× fÓÖ Øhe ÖÙÐe Ûhich deØeÖÑiÒe× Øhe
de×iÖed diÖecØiÓÒ Óf each ÚehicÐe aØ eÚeÖÝ ØiÑe ×ØeÔ haÚe aÐ×Ó beeÒ cÓÒ×ideÖedº

Ìhe ¬ÒiØe ×Ôace Óf Øhe ×ØÖeeØ× iÒ beØÛeeÒ ×Ùcce××iÚe cÖÓ××iÒg× dÓ ÒÓØ aÔÔeaÖ
eÜÔÐiciØÐÝ iÒ Øhe eÜØeÒ×iÓÒ Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ×Ùgge×Øed bÝ FÖeÙÒd aÒd È�Ó×cheÐ
[¾74] aÐØhÓÙgh iØ i× ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ØhaÒ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ becaÙ×e iØ iÑÔÐiciØÐÝ
Øake× iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ Óf fÓÖÑaØiÓÒ Óf ÕÙeÙe× bÝ ÚehicÐe× aÔÔÖÓach¹
iÒg ÓÒe cÖÓ××iÒg fÖÓÑ aÒÓØheÖº ChÓÔaÖd eØ aÐº [¾75] haÚe deÚeÐÓÔed a ÑÓÖe
ÖeaÐi×Øic CA ÑÓdeÐ Óf ciØÝ ØÖaÆc ÛheÖe Øhe ×ØÖeØche× Óf Øhe ×ØÖeeØ× iÒ beØÛeeÒ
×Ùcce××iÚe cÖÓ××iÒg× aÔÔeaÖ eÜÔÐiciØÐÝº ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ aÐ×Ó each Óf Øhe ×ØÖeeØ×
cÓÒ×i×Ø Óf ØÛÓ ÐaÒe× Ûhich aÐÐÓÛ ÓÔÔÓ×iØeÐÝ diÖecØed ØÖaÆcº Ìhe ÖÙÐe fÓÖ iÑÔÐe¹
ÑeÒØiÒg Øhe ÑÓØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× aØ Øhe cÖÓ××iÒg i× fÓÖÑÙÐaØed a××ÙÑiÒg a
ÖÓØaÖÝ ØÓ be ÐÓcaØed aØ each cÖÓ××iÒgº DeÔeÒdiÒg ÓÒ Øhe deØaiÐ× Óf Øhe ÖÙÐe× ØÓ
be fÓÐÐÓÛed bÝ Øhe ÚehicÐe× aØ Øhe ÖÓØaÖÝ̧ Øhe ×Ý×ØeÑ caÒ eÜhibiØ a ÚaÖieØÝ Óf
ÔheÒÓÑeÒaº FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Øhe ÓÛ caÒ be ÑeØa×ØabÐe aØ aÐÐ deÒ×iØie× if each Óf
Øhe ÚehicÐe× ÓÒ Øhe ÖÓØaÖÝ i× ÖeÕÙiÖed ØÓ ×ØÓÔ ØiÐÐ Øhe de×ØiÒaØiÓÒ ceÐÐ becÓÑe×
aÚaiÐabÐe fÓÖ ÓccÙÔaØiÓÒ [¾75]º ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Øhe bÓØØÐeÒeck cÖeaØed bÝ Øhe Úehi¹
cÐe× ÓÒ Øhe ÖÓØaÖie× aØ Øhe jÙÒcØiÓÒ× caÒ Ðead ØÓ a ÔÐaØeaÙ iÒ Øhe fÙÒdaÑeÒØaÐ
diagÖaÑ Ûhich i× aÒaÐÓgÓÙ× ØÓ ØhaØ caÙ×ed bÝ a ×ØaØic hiÒdÖaÒce× ÓÒ a highÛaÝ
[¾½4¸½¿7]º

½¾º¾ ÅaÖÖiage Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ; a "ÙÒi¬ed" CA ÑÓdeÐ
Óf ciØÝ ØÖaÆc

Áf ÓÒe ÛaÒØ× ØÓ deÚeÐÓÔ a ÑÓÖe deØaiÐed "¬Òe¹gÖaiÒed" de×cÖiÔØiÓÒ Óf ciØÝ ØÖaÆc
ØhaÒ ØhaØ ÔÖÓÚided bÝ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ ØheÒ ÓÒe ÑÙ×Ø ¬Ö×Ø decÓÖaØe each bÓÒd
[¾68¸¾7¾] ÛiØh D ½ ´D > ½µ ×iØe× ØÓ ÖeÔÖe×eÒØ D ½ ceÐÐ× iÒ beØÛeeÒ each ÔaiÖ
Óf ×Ùcce××iÚe cÖÓ××iÒg× [¾68¸¾75] ØheÖebÝ ÑÓdeÐiÒg each ×egÑeÒØ Óf Øhe ×ØÖeeØ×
iÒ beØÛeeÒ ×Ùcce××iÚe cÖÓ××iÒg× iÒ Øhe ×aÑe ÑaÒÒeÖ iÒ Ûhich Øhe eÒØiÖe highÛaÝ
i× ÑÓdeÐÐed iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº ÌheÒ¸ ÓÒe caÒ fÓÐÐÓÛ Øhe ÔÖe×cÖiÔØiÓÒ× Óf Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ fÓÖ de×cÖibiÒg Øhe ÔÓ×iØiÓÒ×¸ ×Ôeed× aÒd acceÐeÖaØiÓÒ× Óf Øhe
ÚehicÐe× [¾75¸¾76] a× ÛeÐÐ a× fÓÖ ØakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe iÒØeÖacØiÓÒ× aÑÓÒg
Øhe ÚehicÐe× ÑÓÚiÒg aÐÓÒg Øhe ×aÑe ×ØÖeeØº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ ÓÒe ×hÓÙÐd iÔ Øhe cÓÐÓÖ
Óf Øhe ×igÒaÐ ÔeÖiÓdicaÐÐÝ aØ ÖegÙÐaÖ iÒØeÖÚaÐ Óf Ì ´Ì  ½µ ØiÑe ×ØeÔ× ÛheÖe¸
dÙÖiÒg each ÙÒiØ Óf Øhe di×cÖeØe ØiÑe iÒØeÖÚaÐ eÚeÖÝ ÚehicÐe faciÒg gÖeeÒ ×igÒaÐ
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×hÓÙÐd geØ aÒ ÓÔÔÓÖØÙÒiØÝ ØÓ ÑÓÚe fÓÖÛaÖd fÖÓÑ ÓÒe ceÐÐ ØÓ Øhe ÒeÜØº ËÙch a
CA ÑÓdeÐ Óf ØÖaÆc iÒ ciØie× ha×¸ iÒdeed¸ beeÒ ÔÖÓÔÓ×ed ÚeÖÝ ÖeceÒØÐÝ [¾77¸¾78]
ÛheÖe Øhe ÖÙÐe× Óf ÙÔdaØiÒg haÚe beeÒ fÓÖÑÙÐaØed iÒ ×Ùch a ÛaÝ ØhaØ¸ ´aµ a
ÚehicÐe aÔÔÖÓachiÒg a cÖÓ××iÒg caÒ keeÔ ÑÓÚiÒg¸ eÚeÒ ÛheÒ Øhe ×igÒaÐ i× Öed¸
ÙÒØiÐ iØ Öeache× a ×iØe iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ Óf Ûhich ØheÖe i× eiØheÖ a haÐØiÒg
ÚehicÐe ÓÖ a cÖÓ××iÒg; aÒd ´bµ ÒÓ gÖid¹ÐÓckiÒg ÛÓÙÐd ÓccÙÖ iÒ Øhe ab×eÒce Óf
ÖaÒdÓÑ bÖakiÒgº

ÄeØ Ù× ÑÓdeÐ Øhe ÒeØÛÓÖk Óf Øhe ×ØÖeeØ× a× a Æ¢Æ ×ÕÙaÖe ÐaØØiceº FÓÖ ×iÑÔÐic¹
iØÝ̧ ÐeØ Ù× a××ÙÑe ØhaØ Øhe ×ØÖeeØ× ÔaÖaÐÐeÐ ØÓ Ü̂ aÒd Ý̂ aÜe× aÐÐÓÛ ÓÒÐÝ ×iÒgÐe¹ÐaÒe
ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ØÖaÆc¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ a× iÒ Øhe ÓÖigiÒaÐ fÓÖÑÙÐa¹
ØiÓÒ Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº ÆeÜØ¸ Ûe iÒ×ØaÐÐ a ×igÒaÐ aØ eÚeÖÝ ×iØe Óf Øhi× Æ ¢Æ
×ÕÙaÖe ÐaØØice ÛheÖe each Óf Øhe ×iØe× ÖeÔÖe×eÒØ× a cÖÓ××iÒg Óf ØÛÓ ÑÙØÙaÐÐÝ
ÔeÖÔeÒdicÙÐaÖ ×ØÖeeØ×º Ïe a××ÙÑe ØhaØ Øhe ×eÔaÖaØiÓÒ beØÛeeÒ aÒÝ ØÛÓ ×Ùc¹
ce××iÚe cÖÓ××iÒg× ÓÒ eÚeÖÝ ×ØÖeeØ cÓÒ×i×Ø× Óf D ceÐÐ× ×Ó ØhaØ Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ
Óf ceÐÐ× ÓÒ eÚeÖÝ ×ØÖeeØ i× Ä = Æ ¢Dº Each Óf Øhe×e ceÐÐ× caÒ be eiØheÖ eÑÔØÝ
ÓÖ ÓccÙÔied bÝ aØ ÑÓ×Ø ÓÒe ×iÒgÐe ÚehicÐe aØ a ØiÑeº BecaÙ×e Óf Øhe×e ceÐÐ×¸ Øhe
ÒeØÛÓÖk Óf Øhe ×ØÖeeØ× caÒ be ÚieÛed a× a decÓÖaØed ÐaØØiceº ÀÓÛeÚeÖ¸ ÙÒÐike
Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ [¾½]¸ Ûhich cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ D = ½¸ aÒd Øhe ÑÓdeÐ Óf ÀÓÖigÙchi
aÒd ËakakibaÖa [¾7¾]¸ Ûhich cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ D = ¾¸ D ´< Äµ iÒ Øhi× ÑÓdeÐ i×
ØÓ be ØÖeaØed a× a ÔaÖaÑeØeÖº ÆÓØe ØhaØ D iÒØÖÓdÙce× a ÒeÛ ÐeÒgØh ×caÐe iÒØÓ
Øhe ÔÖÓbÐeÑº

Ìhe ×igÒaÐ× aÖe ×ÝÒchÖÓÒiÞed iÒ ×Ùch a ÛaÝ ØhaØ aÐÐ Øhe ×igÒaÐ× ÖeÑaiÒ gÖeeÒ fÓÖ
Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× ´aÒd ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ̧ Öed fÓÖ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×µ
fÓÖ a ØiÑe iÒØeÖÚaÐ Ì aÒd ØheÒ¸ ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ̧ aÐÐ Øhe ×igÒaÐ× ØÙÖÒ Öed fÓÖ Øhe
ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× ´aÒd¸ gÖeeÒ fÓÖ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×µ fÓÖ Øhe ÒeÜØ
Ì ØiÑe×ØeÔ×º CÐeaÖÐÝ̧ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ Ì iÒØÖÓdÙce× a ÒeÛ ØiÑe ×caÐe iÒØÓ Øhe
ÔÖÓbÐeÑº ÌhÙ×¸ iÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ¸ Øhe fÓÖÛaÖd ÑÓÚeÑeÒØ Óf Øhe
iÒdiÚidÙaÐ ÚehicÐe× ÓÚeÖ ×ÑaÐÐeÖ di×ØaÒce× dÙÖiÒg ×hÓÖØeÖ ØiÑe iÒØeÖÚaÐ× aÖe
de×cÖibed eÜÔÐiciØÐÝ iÒ Øhi× "ÙÒi¬ed" ÑÓdeÐº

Áf ÒÓ ØÙÖÒiÒg Óf Øhe ÚehicÐe× i× aÐÐÓÛed¸ a× iÒ Øhe ÓÖigiÒaÐ BÅÄ ÑÓdeÐ¸ Øhe
ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf ÚehicÐe× ÓÒ each ×ØÖeeØ i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ¸
aÒd dÓe× ÒÓØ chaÒge ÛiØh ØiÑe becaÙ×e Óf Øhe ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º
FÓÐÐÓÛiÒg Øhe ÔÖe×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Ûe aÐÐÓÛ Øhe ×Ôeed Ú Óf each
ÚehicÐe ØÓ Øake ÓÒe Óf Øhe ÚÑaÜ · ½ iÒØegeÖ ÚaÐÙe× Ú = ¼; ½; :::; ÚÑaÜº ËÙÔÔÓ×e¸
ÚÒ i× Øhe ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aØ ØiÑe Ø ÛhiÐe ÑÓÚiÒg eiØheÖ ØÓÛaÖd× ea×Ø
ÓÖ ØÓÛaÖd× ÒÓÖØhº AØ each di×cÖeØe ØiÑe ×ØeÔ Ø! Ø · ½¸ Øhe aÖÖaÒgeÑeÒØ Óf Æ
ÚehicÐe× i× ÙÔdaØed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ accÓÖdiÒg ØÓ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg "ÖÙÐe×":

ËØeÔ ½: AcceÐeÖaØiÓÒº
ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ · ½; ÚÑaÜµº

ËØeÔ ¾: DeceÐeÖaØiÓÒ ´dÙe ØÓ ÓØheÖ ÚehicÐe× ÓÖ ×igÒaÐµº

½¾8



n

s n

dn

n+1

Figº 54º A ×egÑeÒØ Óf a ea×Ø¹Ûe×Ø ×ØÖeeØ¸ ÛheÖe Øhe Ò¹Øh aÒd Øhe ´Ò · ½µ¹Øh ÚehicÐe×
aÖe ÐÓcaØed¸ i× ×hÓÛÒ ×cheÑaØicaÐÐÝ ØÓgeØheÖ ÛiØh ÓÒe Óf Øhe ÒeaÖe×Ø ×igÒaÐ×º

ËÙÔÔÓ×e¸ dÒ i× Øhe gaÔ iÒ beØÛeeÒ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aÒd Øhe ÚehicÐe iÒ fÖÓÒØ Óf
iØ¸ aÒd ×Ò i× Øhe di×ØaÒce beØÛeeÒ Øhe ×aÑe Ò¹Øh ÚehicÐe aÒd Øhe cÐÓ×e×Ø ×igÒaÐ
iÒ fÖÓÒØ Óf iØ ´×ee Figº 54µº

Ca×e Á: Ìhe ×igÒaÐ i× Öed fÓÖ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ:
ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½; ×Ò   ½µº

Ca×e ÁÁ: Ìhe ×igÒaÐ i× gÖeeÒ fÓÖ Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒ:
ËÙÔÔÓ×e¸  i× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf Øhe ÖeÑaiÒiÒg ØiÑe ×ØeÔ× befÓÖe Øhe ×igÒaÐ ØÙÖÒ×
Öedº ÆÓÛ ØheÖe aÖe ØÛÓ ÔÓ××ibiÐiØie× iÒ Øhi× ca×e:
´iµ ÏheÒ dÒ  ×Ò¸ ØheÒ ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ ½µº Ìhe ÑÓØiÚaØiÓÒ fÓÖ Øhi× chÓice
cÓÑe× fÖÓÑ Øhe facØ ØhaØ¸ ÛheÒ dÒ  ×Ò¸ Øhe hiÒdÖaÒce e«ecØ cÓÑe× fÖÓÑ
Øhe ÐeadiÒg ÚehicÐeº
´iiµ ÏheÒ dÒ > ×Ò¸ ØheÒ ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µ if ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µ¢  > ×Ò;
eÐ×e ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; ×Ò   ½µº Ìhe ÑÓØiÚaØiÓÒ fÓÖ Øhi× chÓice cÓÑe× fÖÓÑ Øhe
facØ ØhaØ¸ ÛheÒ dÒ > ×Ò¸ Øhe ×Ôeed Óf Øhe Ò¹Øh ÚehicÐe aØ Øhe ÒeÜØ ØiÑe ×ØeÔ
deÔeÒd× ÓÒ ÛheØheÖ ÓÖ ÒÓØ Øhe ÚehicÐe caÒ cÖÓ×× Øhe cÖÓ××iÒg iÒ fÖÓÒØ befÓÖe
Øhe ×igÒaÐ fÓÖ iØ ØÙÖÒ× Öedº

ËØeÔ ¿: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒº
ÚÒ ! ÑaÜ´ÚÒ ½; ¼µ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Ô ´¼  Ô  ½µ; Ô¸ Øhe ÖaÒdÓÑ deceÐeÖaØiÓÒ
ÔÖÓbabiÐiØÝ̧ i× ideÒØicaÐ fÓÖ aÐÐ Øhe ÚehicÐe× aÒd dÓe× ÒÓØ chaÒge dÙÖiÒg Øhe
ÙÔdaØiÒgº

ËØeÔ 4: ÎehicÐe ÑÓÚeÑeÒØº
FÓÖ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ ÜÒ ! ÜÒ · ÚÒ ÛhiÐe fÓÖ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸
ÝÒ ! ÝÒ · ÚÒº

Ìhe ÖÙÐe iÒ ca×e ÁÁ Óf ×ØeÔ ¾ caÒ be ×iÑÔÐi¬ed ÛiØhÓÙØ chaÒgiÒg Øhe ÓÚeÖaÐÐ
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÑÓdeÐ [¾78]:

Ca×e ÁÁ³:

Áf Øhe ×igÒaÐ ØÙÖÒ× ØÓ Öed iÒ Øhe ÒeÜØ ØiÑe×ØeÔ ´ = ½µ:
ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; ×Ò   ½; dÒ   ½µ
eÐ×e
ÚÒ ! ÑiÒ´ÚÒ; dÒ   ½µº
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Ìhe×e ÖÙÐe× aÖe ÒÓØ ÑeÖeÐÝ a cÓÑbiÒaØiÓÒ Óf Øhe ÖÙÐe× ÔÖÓÔÓ×ed bÝ BihaÑ eØ
aÐº [¾½] aÒd ØhÓ×e iÒØÖÓdÙced bÝ ÆageÐ aÒd ËchÖeckeÒbeÖg [¾¼] bÙØ aÐ×Ó iÒÚÓÐÚe
×ÓÑe ÑÓdi¬caØiÓÒ×º FÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ÙÒÐike aÐÐ Øhe eaÖÐieÖ BÅÄ¹ØÝÔe ÑÓdeÐ×¸ a
ÚehicÐe aÔÔÖÓachiÒg a cÖÓ××iÒg caÒ keeÔ ÑÓÚiÒg¸ eÚeÒ ÛheÒ Øhe ×igÒaÐ i× Öed¸
ÙÒØiÐ iØ Öeache× a ×iØe iÑÑediaØeÐÝ iÒ fÖÓÒØ Óf Ûhich ØheÖe i× eiØheÖ a haÐØiÒg
ÚehicÐe ÓÖ a cÖÓ××iÒgº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ if Ô = ¼ eÚeÖÝ ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹bÓÙÒdµ
ÚehicÐe caÒ adjÙ×Ø ×Ôeed iÒ Øhe deceÐeÖaØiÓÒ ×Øage ×Ó a× ÒÓØ ØÓ bÐÓck Øhe ÒÓÖØh¹
bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ØÖaÆc ÛheÒ Øhe ×igÒaÐ i× Öed fÓÖ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ´ÒÓÖØh¹
bÓÙÒdµ ÚehicÐe×º

ÁÒiØiaÐÐÝ̧ Ûe ÔÙØ Æ! aÒd Æ" ÚehicÐe× aØ ÖaÒdÓÑ ÔÓ×iØiÓÒ× ÓÒ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd
aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ×ØÖeeØ×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº Ïe ÙÔdaØe Øhe ÔÓ×iØiÓÒ× aÒd ÚeÐÓciØie×
Óf Øhe ÚehicÐe× iÒ ÔaÖaÐÐeÐ fÓÐÐÓÛiÒg Øhe ÖÙÐe× ÑeÒØiÓÒed abÓÚeº AfØeÖ Øhe iÒiØiaÐ
ØÖaÒ×ieÒØ× die dÓÛÒ¸ aØ eÚeÖÝ ØiÑe ×ØeÔ Ø¸ Ûe cÓÑÔÙØe Øhe aÚeÖage ÚeÐÓciØie×
hÚÜ´Øµi aÒd hÚÝ´Øµi Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº

Figº 55º A ØÝÔicaÐ jaÑÑed cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ Óf Øhe ÚehicÐe× ´Æ = 5¸ D = 8µº Ìhe
ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× aÖe ÖeÔÖe×eÒØed bÝ Øhe ×ÝÑbÓÐ× ! aÒd "¸
Öe×ÔecØiÚeÐÝº

A Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ Øhe "fÖee¹ÓÛiÒg" dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÓ Øhe cÓÑÔÐeØeÐÝ
"jaÑÑed" Ôha×e Øake× ÔÐace iÒ Øhi× ÑÓdeÐ aØ a ÚehicÐe deÒ×iØÝ c£´Dµº Ìhe
deÔeÒdeÒce ÓÒ Øhe dÝÒaÑicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× Ô¸ ÚÑaÜ aÒd Ì i× ÒÓØ cÐeaÖ ÝeØ [¾78]º
Ìhe daØa ÓbØaiÒed ×Ó faÖ fÖÓÑ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ× dÓ ÒÓØ cÓÒcÐÙ×iÚeÐÝ ÖÙÐe
ÓÙØ Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ ØhaØ Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ deÒ×iØÝ ÓÒÐÝ deÔeÒd× ÓÒ Øhe ×ØÖÙcØÙÖe
Óf Øhe ÙÒdeÖÐÝiÒg ÐaØØice¸ ×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe ÔeÖcÓÐaØiÓÒ ØÖaÒ×iØiÓÒ [¾4¿]¸ aÒd i×
iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ×º Ìhe iÒØÖiÒ×ic ×ØÓcha×ØiciØÝ Óf Øhe
dÝÒaÑic×¸ Ûhich ØÖiggeÖ× Øhe ÓÒ×eØ Óf jaÑÑiÒg¸ i× ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhaØ iÒ Øhe ÆaËch
ÑÓdeÐ¸ ÛhiÐe Øhe ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf cÓÑÔÐeØe jaÑÑiÒg ØhÖÓÙgh ×eÐf¹ÓÖgaÒiÞaØiÓÒ
a× ÛeÐÐ a× Øhe ¬ÒaÐ jaÑÑed cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× ´×ee Figº 55µ aÖe ×iÑiÐaÖ ØÓ ØhÓ×e iÒ
Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº Ìhe ÚaÖiaØiÓÒ× Óf hÚÜi aÒd hÚÝi ÛiØh ØiÑe a× ÛeÐÐ a× ÛiØh c¸
D¸ Ì aÒd Ô iÒ Øhe ÓÛiÒg Ôha×e aÖe ceÖØaiÒÐÝ ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ØhaØ iÒ Øhe BÅÄ
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ÑÓdeÐ [¾77]º
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Figº 56º ÌiÑe¹deÔeÒdeÒce Óf aÚeÖage ×Ôeed× Óf ÚehicÐe×º Ìhe ×ÝÑbÓÐ× ·¸ ¢¸ £ aÒd
¾ cÓÖÖe×ÔÓÒd¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝ̧ ØÓ hÚÜi¸ hÚÝi¸ aÒd Øhe fÖacØiÓÒ× Óf ÚehicÐe× ÛiØh iÒ¹
×ØaÒØaÒeÓÙ× ×Ôeed Ú = ¼¸ fÜ¼ aÒd fÝ¼¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº Ìhe cÓÑÑÓÒ ÔaÖaÑeØeÖ× aÖe
ÚÑaÜ = 5; Ô = ¼:½; D = ½¼¼¸ Ì = ½¼¼ aÒd c = ¼:½º Ìhe cÓÒØiÒÙÓÙ× ÐiÒe ha× beeÒ
ÓbØaiÒed fÖÓÑ heÙÖi×Øic aÖgÙÑeÒØ× giÚeÒ iÒ [¾77]º

Ìhe "ÙÒi¬ed" ÑÓdeÐ ha× beeÒ fÓÖÑÙÐaØed iÒØeÒØiÓÒaÐÐÝ ØÓ keeÔ iØ a× ×iÑÔÐe
a× ÔÓ××ibÐe aÒd aØ Øhe ×aÑe ØiÑe caÔØÙÖe ×ÓÑe Óf iÒØeÖe×ØiÒg feaØÙÖe× Óf Øhe
ÆaËch ÑÓdeÐ a× ÛeÐÐ a× Øhe BÅÄ ÑÓdeÐº Ïe beÐieÚe ØhaØ Øhi× ÑÓdeÐ caÒ be
geÒeÖaÐiÞed ´iµ ØÓ aÐÐÓÛ ØÖaÆc ÓÛ bÓØh ÛaÝ× ÓÒ each ×ØÖeeØ Ûhich ÑaÝ cÓÒ×i×Ø
Óf ÑÓÖe ØhaÒ ÓÒe ÐaÒe¸ ´iiµ ØÓ Ñake ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ÖÙÐe× fÓÖ Øhe ÖighØ¹Óf¹Øhe¹ÛaÝ
aØ Øhe cÖÓ××iÒg× aÒd ØÙÖÒiÒg Óf Øhe ÚehicÐe×¸ ´iiiµ ØÓ iÑÔÐeÑeÒØ di«eÖeÒØ ØÝÔe×
Óf ×ÝÒchÖÓÒiÞaØiÓÒ ÓÖ ×ØaggeÖiÒg Óf ØÖaÆc ÐighØ× [¾76] ´iÒcÐÙdiÒg gÖeeÒ¹ÛaÚeµ¸
eØcº

½¾º¿ ÈÖacØicaÐ aÔÔÐicaØiÓÒ× Óf Øhe ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc; ÇÒ¹ÐiÒe ×iÑÙ¹
ÐaØiÓÒ Óf ØÖaÆc ÒeØÛÓÖk×

A ÐaÖge fÖacØiÓÒ Óf Øhe aÚaiÐabÐe Öe×ÓÙÖce× aÖe ×ÔeÒØ bÝ Øhe gÓÚeÖÒÑeÒØ×¸ ÔaÖ¹
ØicÙÐaÖÐÝ iÒ Øhe iÒdÙ×ØÖiaÐiÞed deÚeÐÓÔed cÓÙÒØÖie×¸ ØÓ cÓÒ×ØÖÙcØ ÑÓÖe highÛaÝ×
aÒd ÓØheÖ iÒfÖa×ØÖÙcØÙÖaÐ faciÐiØie× ÖeÐaØed ØÓ ØÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒº Ìhe caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg
ÑÓdeÐ×¸ Øhe cÓÙÔÐed¹ÑaÔ ÐaØØice ÑÓdeÐ× a× ÛeÐÐ a× Øhe CA ÑÓdeÐ× haÚe beeÒ
Ù×ed fÓÖ cÓÑÔÙØeÖ ×iÑÙÐaØiÓÒ ÛiØh a hÓÔe ØÓ ÙØiÐiÞe Øhe Öe×ÙÐØ× fÓÖ ÓÒ¹ÐiÒe
ØÖaÆc cÓÒØÖÓÐº FÓÖ ÔÐaÒÒiÒg aÒd de×igÒ Óf Øhe ØÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ ÒeØÛÓÖk [½9]¸ fÓÖ
eÜaÑÔÐe¸ iÒ a ÑeØÖÓÔÓÐiØaÒ aÖea [¾79ß¾8½]¸ ÓÒe Òeed× ÑÙch ÑÓÖe ØhaÒ jÙ×Ø
ÑicÖÓ¹×iÑÙÐaØiÓÒ Óf hÓÛ ÚehicÐe× ÑÓÚe ÓÒ aÒ ideaÐiÞed ÐiÒeaÖ ÓÖ ×ÕÙaÖe ÐaØ¹
Øice ÙÒdeÖ a ×Ôeci¬ed ×eØ Óf ÚehicÐe¹ÚehicÐe aÒd ÖÓad¹ÚehicÐe iÒØeÖacØiÓÒ×º FÓÖ
×Ùch a ×iÑÙÐaØiÓÒ¸ ØÓ begiÒ ÛiØh¸ ÓÒe Òeed× ØÓ ×ÔecifÝ Øhe ÖÓad× ´iÒcÐÙdiÒg
Øhe ÒÙÑbeÖ Óf ÐaÒe×¸ ÖaÑÔ×¸ bÓØØÐeÒeck×¸ eØcºµ aÒd ØheiÖ iÒØeÖ×ecØiÓÒ×º ÌheÒ¸
ØiÑe× aÒd ÔÐace× Óf Øhe acØiÚiØie×¸ eºgº¸ ÛÓÖkiÒg¸ ×hÓÔÔiÒg¸ eØcº¸ Óf iÒdiÚidÙaÐ
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dÖiÚeÖ× aÖe ÔÐaÒÒedº ÅicÖÓ¹×iÑÙÐaØiÓÒ× aÖe caÖÖied ÓÙØ fÓÖ aÐÐ ÔÓ××ibÐe di«eÖeÒØ
ÖÓÙØe× ØÓ eÜecÙØe Øhe×e ÔÐaÒ×; Øhe Öe×ÙÐØ× giÚe iÒfÓÖÑaØiÓÒ× ÓÒ Øhe eÆcieÒcÝ
Óf Øhe di«eÖeÒØ ÖÓÙØe× aÒd Øhe×e iÒfÓÖÑaØiÓÒ× aÖe ÙØiÐiÞed iÒ Øhe de×igÒiÒg
Óf Øhe ØÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ ÒeØÛÓÖk [½9]º ËÓÑe ×ÓciÓ¹ecÓÒÓÑic ÕÙe×ØiÓÒ× a× ÛeÐÐ a×
ÕÙe×ØiÓÒ× ÓÒ Øhe eÒÚiÖÓÒÑeÒØaÐ iÑÔacØ× Óf Øhe ÔÐaÒÒed ØÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ iÒfÖa×¹
ØÖÙcØÙÖe aÐ×Ó Òeed ØÓ be addÖe××ed dÙÖiÒg ×Ùch ÔÐaÒÒiÒg aÒd de×igÒº FÓÖ a
ØhÓÖÓÙgh di×cÙ××iÓÒ Óf Øhe×e a×ÔecØ× Ûe ÖefeÖ ØÓ Øhe ÖeceÒØ ÖeÚieÛ bÝ ÆageÐ eØ
aÐº [½9]º

½¿ ËÓÑe ÖeÐaØed ×Ý×ØeÑ×¸ ÑÓdeÐ× aÒd ÔheÒÓÑeÒa

ÁÒ Øhi× ×ecØiÓÒ Ûe ÛiÐÐ bÖieÝ ÔÖe×eÒØ ×ÓÑe ×ØÓcha×Øic ÑÓdeÐ× aÒd ÔheÒÓÑeÒa
Ûhich aÖe ×ÓÑehÓÛ ÖeÐaØed ØÓ Øhe ÑaiÒ ØÓÔic Óf Øhi× ÖeÚieÛº FÓÖ ×ÓÑe ÑÓdeÐ×
Øhe ÖeÐaØiÓÒ ØÓ ØÖaÆc ÓÛ i× ÖaØheÖ ÓbÚiÓÙ×¸ eºgº ØheÖe aÖe ØÓÝ ÑÓdeÐ× Ûhich
×haÖe ×ÓÑe feaØÙÖe× ÛiØh ØÖaÆc ÑÓdeÐ×¸ bÙØ Ûhich caÒ be ×ÓÐÚed eÜacØÐÝº
Ïe aÐ×Ó ÔÓiÒØ ÓÙØ ×iÑiÐaÖiØie× iÒ Øhe de×cÖiÔØiÓÒ Óf ÓØheÖ ÔheÒÓÑeÒa¸ eºgº
gÖaÒÙÐaÖ ÓÛ ÓÖ ×ÙÖface gÖÓÛØhº ËiÑiÐaÖiØie× aÐ×Ó eÜi×Ø ØÓ ×Ý×ØeÑ× fÖÓÑ ×ÓÐid
×ØaØe ÔhÝ×ic×¸ ÒaÑeÐÝ iÓÒic cÓÒdÙcØÓÖ×º Ìhi× ÔÓiÒØ ÛiÐÐ ÒÓØ di×cÙ××ed heÖe¸
iÒ×Øead Ûe ÖefeÖ ØÓ Öef×º [¾8¾¸¾8¿]º FiÒaÐÐÝ Ûe Ðike ØÓ ÑeÒØiÓÒ ØhaØ ØheÖe aÖe
×ÓÑe Öe×eÑbÐaÒce× beØÛeeÒ Øhe CA ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc aÒd Øhe CA
ÑÓdeÐ× Óf dÖiÚeÒ di«Ù×iÚe FÖeÒkeÐ¹ÃÓÒØÓÖÓÚa¹ØÝÔe ×Ý×ØeÑ× [¾84]º

½¿º½ GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe ÌAËEÈ

Ìhe ÌAËEÈ i× ÔÖÓbabÐÝ ÓÒe Óf Øhe be×Ø ×ØÙdied ÑÓdeÐ× iÒ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ
ÔhÝ×ic×º Í×iÒg ÔÓÛeÖfÙÐ ÑeØhÓd× Ðike ÅÈA ÓÖ BeØhe AÒ×aØÞ ÖeceÒØÐÝ iØ be¹
caÑe ÔÓ××ibÐe ØÓ caÐcÙÐaØe ÒÓØ ÓÒÐÝ ×iÑÔÐe eÜÔecØaØiÓÒ ÚaÐÙe× iÒ Øhe ×ØaØiÓÒ¹
aÖÝ ×ØaØe×¸ bÙØ aÐ×Ó ÑÓÖe cÓÑÔÐicaØed ÕÙaÒØiØie× Ðike di«Ù×iÓÒ cÓÒ×ØaÒØ× ÓÖ Øhe
ÐaÖge¹deÚiaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒº FÓÖ a ÑÓÖe deØaiÐed di×cÙ××iÓÒ aÒd a Ði×Ø Óf ÖefeÖeÒce×
Ûe ÖefeÖ ØÓ Øhe ÖeceÒØ ÖeÚieÛ× ÓÒ Øhe ÌAËEÈ [¾¾¸½74] ´×ee aÐ×Ó [½5]µº ËeÚeÖaÐ
ÚaÖiaÒØ× Óf Øhe ÌAËEÈ haÚe beeÒ ÔÖÓÔÓ×edº ÅÓ×Ø Óf ØhÓ×e ÔÖe×eÖÚe Øhe eÜacØ
×ÓÐÚabiÐiØÝº ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg Ûe ÛiÐÐ di×cÙ×× bÖieÝ ×ÓÑe Óf Øhe ÚaÖiaÒØ× aÒd
geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe ÌAËEÈ di×cÙ××ed ×Ó faÖ iÒ Øhe ÐiØeÖaØÙÖeº

¯ ÈaÖØiaÐÐÝ a×ÝÑÑeØÖic eÜcÐÙ×iÓÒ ÔÖÓce××

AÒ ÓbÚiÓÙ× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ Óf Øhe ÌAËEÈ i× ØÓ aÐÐÓÛ hÓÔÔiÒg ÔÖÓce××e× iÒ
bÓØh diÖecØiÓÒ× [¾85]º ÀeÖe ÓÒÐÝ Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe eÜ¹
i×Ø¸ ×iÒce fÓÖ ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic× aÑbigÙiØie× iÒ Øhe ÙÔdaØiÒg aÔÔeaÖ ÛheÒ ØÛÓ
ÔaÖØicÐe× aØØeÑÔØ ØÓ hÓÔ ÓÒØÓ Øhe ×aÑe ×iØeº ÇÒe ¬Òd× ØhaØ Øhe Ôha×e dia¹
gÖaÑ ÐÓÓk× e××eÒØiaÐÐÝ Ðike ØhaØ Óf Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ØhÖee di«eÖeÒØ Ôha×e× ´×ee
Ëecº 8º5µº ÊeceÒØÐÝ iØ ha× beeÒ ×hÓÛÒ [¾86]¸ hÓÛeÚeÖ¸ ØhaØ Øhe high¹ aÒd ÐÓÛ¹
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deÒ×iØÝ Ôha×e× caÒ be diÚided iÒØÓ ØhÖee ×ÙbÔha×e× ´AÁ¸ AÁÁ¸ AÁÁÁ aÒd BÁ¸
BÁÁ¸ BÁÁÁµ iÒ×Øead Óf ØÛÓ iÒ Øhe ÌAËEÈ ca×eº AgaiÒ Øhe Ôha×e bÓÙÒdaÖie× Óf
Øhe×e ×ÙbÔha×e× aÖe deØeÖÑiÒed bÝ Øhe behaÚiÓÙÖ Óf Øhe deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× aÒd
Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg cÓÖÖeÐaØiÓÒ ÐeÒgØh×º

¯ ÅÙÐØi×Ôecie× ÑÓdeÐ× Á

ÃaÖiÑiÔÓÙÖ aÒd cÓÐÐabÓÖaØÓÖ× [¾87] haÚe deÚeÐÓÔed a ÑÙÐØi×Ôecie× geÒeÖaÐiÞa¹
ØiÓÒ Óf Øhe ÌAËEÈ Ûhich ÖeØaiÒ× Øhe ×ÓÐÚabiÐiØÝ bÝ ÅÈAº ÁØ i× ×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe
di×ÓÖdeÖed ÑÓdeÐ di×cÙ××ed iÒ Ëecº ½¼º½ ÛheÖe each ÔaÖØicÐe i× chaÖacØeÖiÞed
bÝ a hÓÔÔiÒg ÖaØe ´aÐ×Ó caÐÐed \ÚeÐÓciØÝ" iÒ Øhi× cÓÒØeÜØµ Új ´j = ½; : : : ; Æ×µ¸
iºeº ØheÖe aÖe Æ× di«eÖeÒØ \×Ôecie×"³ Óf ÔaÖØicÐe×º ÁÒ cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ÑÓdeÐ×
ÛiØh ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ di×cÙ××ed iÒ Ëecº ½¼¸ hÓÛeÚeÖ¸ ÓÚeÖØakiÒg Óf ÔaÖØicÐe×
i× ÔÓ××ibÐe¸ iºeº Øhe ÓÖdeÖiÒg Óf Øhe ÔaÖØicÐe× i× ÒÓØ ¬Üedº
ÅÓÖe ×Ôeci¬caÐÐÝ Øhe dÝÒaÑic× Óf Øhe ÑÓdeÐ i× de¬Òed a× fÓÐÐÓÛ×: A ÔaÖØicÐe
i× chÓ×eÒ aØ ÖaÒdÓÑ ´ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØeµº Áf Øhe ÔaÖØicÐe i× Óf ×Ôecie×
j aÒd Øhe ceÐÐ ØÓ iØ× ÖighØ i× eÑÔØÝ̧ iØ hÓÔ× ØheÖe ÛiØh ÖaØe Újº Áf Øhe ceÐÐ i×
ÓccÙÔied bÝ a ÔaÖØicÐe Óf ×Ôecie× Ð aÒd ÚÐ < Új¸ ØheÒ ØheÝ iÒØeÖchaÒge ØheÖe
ÔÓ×iØiÓÒ× ÛiØh ÖaØe Új   ÚÐº Ìhi× ÑeaÒ× ØhaØ a fa×Ø ÔaÖØicÐe caÒ ÓÚeÖØake a
×ÐÓÛeÖ ÓÒe ÛiØh a ÖaØe ÔÖÓÔÓÖØiÓÒaÐ ØÓ ØheiÖ ÚeÐÓciØÝ di«eÖeÒceº

¯ ÅÙÐØi×Ôecie× ÑÓdeÐ× ÁÁ

ÁÒ ×eÚeÖaÐ ÔaÔeÖ× ÑÙÐØi×Ôecie× geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe AËEÈ haÚe beeÒ ×Ùg¹
ge×Øed Ûhich eÜhibiØ Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ aÒd ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× ×ÝÑÑeØÖÝ bÖeakiÒgº

AÖÒdØ eØ aÐº [¾88] cÓÒ×ideÖed a ×Ý×ØeÑ Óf ÔÓ×iØiÚe aÒd ÒegaØiÚe chaÖged ÔaÖ¹
ØicÐe× di«Ù×iÒg ÓÒ a ÖiÒg iÒ ÓÔÔÓ×iØe diÖecØiÓÒ×º ÈÓ×iØiÚe ÔaÖØicÐe× ÑÓÚe ØÓ aÒ
eÑÔØÝ ÖighØ ÒeighbÓÙÖ aÒd ÒegaØiÚe ÔaÖØicÐe× ÑÓÚe ØÓ aÒ eÑÔØÝ ÐefØ ÒeighbÓÙÖ
ÛiØh Øhe ×aÑe ÖaØe º FÙÖØheÖÑÓÖe ÔÓ×iØiÚe aÒd ÒegaØiÚe ÔaÖØicÐe× ÓÒ Òeigh¹
bÓÙÖiÒg ×iØe× caÒ eÜchaÒge ØheiÖ ÔÓ×iØiÓÒ×º Ìhe ÔÖÓce××  ·! ·  ÓccÙÖ× ÛiØh
ÖaØe ½¸ aÒd Øhe iÒÚeÖ×e ÔÖÓce×× ·  !  · ÛiØh a di«eÖeÒØ ÖaØe Õº FÓÖ eÕÙaÐ
deÒ×iØie× Óf ÔÓ×iØiÚe aÒd ÒegaØiÚe ÔaÖØicÐe× Øhe ×Ý×ØeÑ eÜhibiØ× ØhÖee Ôha×e×º
FÓÖ Õ < ½ iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic ÐiÑiØ¸ Øhe ×Ý×ØeÑ ÓÖgaÒiÞe× iØ×eÐf iÒØÓ cÓÒ¬gÙ¹
ÖaØiÓÒ× cÓÒ×i×ØiÒg Óf bÐÓck× Óf Øhe ØÝÔe ¼¼¼ ¡ ¡ ¡···¡ ¡ ¡   ¡ ¡ ¡ Ìhe dÝÒaÑic×
ÓÙØ Óf Øhe×e× ×ØaØe× i× eÜØÖeÑeÐÝ ×ÐÓÛº ÌÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐ iÒÚaÖiaÒce i× bÖÓkeÒ aÒd
Øhe cÙÖÖeÒØ ÚaÒi×he×º Ìhi× Ôha×e i× caÐÐed ³ÔÙÖe Ôha×e³º FÓÖ ½ < Õ < Õc Øhe ×Ý×¹
ØeÑ i× iÒ Øhe ³ÑiÜed Ôha×e³ Ûhich cÓÒ×i×Ø× Óf ØÛÓ cÓeÜi×ØiÒg Ôha×e¸ Øhe deÒ×e
Ôha×e aÒd Øhe Ùid Ôha×eº Ìhe deÒ×e Ôha×e ÛheÖe ÒÓ ÚacaÒcie× eÜi×Ø cÓÚeÖ×
a ÑacÖÓ×cÓÔic ÖegiÓÒ Ûhich ×hÖiÒk× ØÓ ¼ fÓÖ Õ ! Õcº ÁØ i× ÖeÑaÖkabÐe ØhaØ Øhe
cÙÖÖeÒØ fÓÖ ½ < Õ < Õc Øake× Øhe ÚaÐÙe Â = ´Õ   ½µ=4 iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe ØÓØaÐ
deÒ×iØÝ aÒd Øhe ÖaØe º FÓÖ Õ > Õc Øhe Ùid Ôha×e eÜØeÒd× ØhÖÓÙgh Øhe ÛhÓÐe
×Ý×ØeÑº ÌheÖe i× ÒÓ chaÖge ×eÔaÖaØiÓÒ aÒd deÒ×iØÝ ÔÖÓ¬Ðe× aÖe ÙÒifÓÖÑº

ËiÑiÐaÖ Öe×ÙÐØ× haÚe beeÒ fÓÙÒd bÝ EÚaÒ× eØ aÐº [¾89] iÒ a ×ÐighØÐÝ di«eÖeÒØ
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ÑÓdeÐº Ìhe dÝÒaÑic× Óf ØheiÖ ¿¹×Ôecie× ÑÓdeÐ ¾5 i× giÚeÒ bÝ

AB   
½
 !Õ BA¸ BC   

½
 !Õ CB¸ CA   

½
 !Õ AC¸ ´½¿4µ

iºeº Øhe ÖaØe× aÖe cÝcÐic iÒ A¸ B aÒd C aÒd Øhe ÒÙÑbeÖ× ÆA¸ ÆB aÒd ÆC Óf
ÔaÖØicÐe× Óf each ×Ôecie× i× cÓÒ×eÖÚedº

ÁÒ Øhe ca×e ÆA = ÆB = ÆC Øhe dÝÒaÑic× ×aØi×¬e× Øhe deØaiÐed baÐaÒce
cÓÒdiØiÓÒ ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ a ÀaÑiÐØÓÒiaÒ ÛiØh ÐÓÒg¹ÖaÒge a×ÝÑÑeØÖic iÒØeÖ¹
acØiÓÒ×º ËØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe× aÖe Óf Øhe fÓÖÑ A ¡ ¡ ¡AB ¡ ¡ ¡BC ¡ ¡ ¡C aÒd eÜhibiØ
Ôha×e ×eÔaÖaØiÓÒ¸ iºeº fÓÖ ÐaÖge ×eÔaÖaØiÓÒ× Ö Øhe ØÛÓ¹ÔÓiÒØ fÙÒcØiÓÒ ×aØi×¬e×
ÐiÑÄ!½ [hA½AÖi   hA½ihAÖi] > ¼º

½¿º¾ ËÙÖface gÖÓÛØh¸ ÃÈZ eÕÙaØiÓÒ aÒd BeØhe AÒ×aØÞ

ÁÒ Ëecº 8º½º¾ Ûe haÚe eÜÔÐaiÒed hÓÛ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ caÒ be
ÑaÔÔed ÓÒØÓ a ×ØÓcha×Øic ×ÙÖface gÖÓÛØh ÑÓdeÐº Ìhi× cÓÒÒecØiÓÒ caÒ be eÑ¹
ÔÐÓÝed ØÓ caÐcÙÐaØe ×eÚeÖaÐ ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ÒÓi×Ý BÙÖgeÖ× aÒd ÃÈZ eÕÙaØiÓÒ
eÜacØÐÝº

GÛa aÒd ËÔÓhÒ [¾9¼] Ù×ed Øhe BeØhe AÒ×aØÞ ´×ee eºgº [¾9½]µ ØÓ deØeÖÑiÒe Øhe
×ÔecØÖÙÑ Óf Øhe ×ØÓcha×Øic ÀaÑiÐØiÓÒiaÒ ´×ee AÔÔº Fµ

À =  ½

4

ÄX
j=½

h
j ¡ j·½   ½ · i¯


Ü

j 
Ý
j·½   Ý

j 
Ü
j·½

i
´½¿5µ

cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe AËEÈ ÛiØh ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØiÒg aÒd ÔeÖiÓdic
bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º j = ´Ü

j ; 
Ý
j ; 

Þ
j µ aÖe Øhe ×ØaÒdaÖd ÈaÙÐi ÑaØÖice× aØ

×iØe j aÒd ¯ i× Øhe a×ÝÑÑeØÖÝ Óf Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe×¸ ÕÖighØ = ½
¾
´½ · ¯µ aÒd

ÕÐefØ = ½
¾
´½  ¯µº

Ìhe \gÖÓÙÒd ×ØaØe" Óf À ha× eigeÒÚaÐÙe ¼ aÒd i× Ä¹fÓÐd degeÒeÖaØeº FÓÖ a
¬Üed ÒÙÑbeÖ Æ Óf ÙÔ¹×ÔiÒ× ¾6 eÚeÖÝ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ha× eÕÙaÐ ÛeighØ iÒ Øhe
gÖÓÙÒd ×ØaØeº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ deØeÖÑiÒe Øhe dÝÒaÑicaÐ ×caÐiÒg eÜÔÓÒeÒØ Óf Øhe
ÒÓi×Ý BÙÖgeÖ× aÒd ÃÈZ eÕÙaØiÓÒ×¸ GÛa aÒd ËÔÓhÒ iÒÚe×ØigaØed Øhe ¬ÒiØe¹×iÞe
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe eÒeÖgÝ gaÔ Óf Àº ËiÒce À i× ÒÓÒ¹heÖÑiØiaÒ iØ× ×ÔecØÖÙÑ i×
cÓÑÔÐeÜº Ìhe ¬Ö×Ø eÜciØed ×ØaØe i× ØheÒ de¬Òed a× Øhe eigeÒÚaÐÙe ÛiØh Øhe
×ÑaÐÐe×Ø ´ÔÓ×iØiÚeµ ÖeaÐ ÔaÖØ EgaÔº ÁÒ [¾9¼] iØ Ûa× ×hÓÛÒ ØhaØ EgaÔ » Ä ¿=¾

fÓÖ ¯ = ½ aÒd Æ = Ä=¾º Ìhi× iÑÔÐie× ØhaØ Øhe dÝÒaÑicaÐ eÜÔÓÒeÒØ Þ fÓÖ
Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× Óf Øhe ÃÈZ eÕÙaØiÓÒ i× giÚeÒ bÝ Þ = ¿=¾º Ìhe

¾5 ÇÒe ×Ôecie× ÑaÝ be iÒØeÖÔÖeØed a× a ÚacaÒØ ×iØeº
¾6 iºeº a ¬Üed ÒÙÑbeÖ Æ Óf ÔaÖØicÐe×
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dÝÒaÑicaÐ eÜÔÓÒeÒØ ÖeÐaØe× ØeÑÔÓÖaÐ aÒd ×ÔaØiaÐ ×caÐiÒg behaÚiÓÙÖ ÓÒ ÐaÖge
×caÐeº GeÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× aÒd ÖeÐaØed Öe×ÙÐØ× caÒ be fÓÙÒd iÒ [¾9¾]º

BÝ aÒ eÜØeÒ×iÓÒ Óf Øhe BeØhe AÒ×aØÞ ÑeØhÓd Óf GÛa aÒd ËÔÓhÒ¸ DeÖÖida
aÒd ÄebÓÛiØÞ [¾9¿] caÐcÙÐaØed Øhe ÐaÖge deÚiaØiÓÒ fÙÒcØiÓÒ ´ÄDFµ Óf Øhe ØiÑe¹
aÚeÖaged cÙÖÖeÒØ Óf Øhe ÌAËEÈº Ìhe ÄDF i× ÖeÐaØed ØÓ Øhe ØÓØaÐ di×ÔÐaceÑeÒØ
Y ´Øµ¸ iºeº Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf hÓÔ× ØÓ Øhe ÖighØ ÑiÒÙ× Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf hÓÔ×
ØÓ Øhe ÐefØ beØÛeeÒ ØiÑe ¼ aÒd ØiÑe Øº ÁÒ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg gÖÓÛØh ÑÓdeÐ Y ´Øµ
i× Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf ÔaÖØicÐe× deÔÓ×iØed ÙÒØiÐ ØiÑe Øº Ìhe ÄDF i× ØheÒ de¬Òed
a×

f´Ýµ = ÐiÑ
Ø!½

½

Ø
ÐÒ

"
ÈÖÓb

 
Y ´Øµ

Ø
= Ú · Ý

!#
´½¿6µ

ÛheÖe Ú = ÐiÑØ!½hY ´Øµ=Ø = ¯c´½  cµÄ¾=´Ä  ½µ i× Øhe ÑeaÒ cÙÖÖeÒØ fÓÖ a ÖiÒg
Óf ¬ÒiØe ×iÞe Ä aÒd deÒ×iØÝ c = Æ=Äº Ìhe Öe×ÙÐØ× Óf [¾9¿] haÚe beeÒ eÜØeÒded
aÒd geÒeÖaÐiÞed iÒ [¾94]º

AÔaÖØ fÖÓÑ Øhe ØÖeaØÑeÒØ Óf ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ×¸ Øhe BA caÒ aÐ×Ó be Ù×ed ØÓ ×ÓÐÚe
Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ fÓÖ aÒ iÒ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ ÛiØh a ¬ÒiØe ÒÙÑbeÖ Óf ÔaÖØicÐe×
[¾95]º Ìhi× aÐÐÓÛ× eºgº ØÓ ×ØÙdÝ Øhe cÓÐÐecØiÚe di«Ù×iÓÒ Óf ØÛÓ ×iÒgÐe ÔaÖØicÐe×º

½¿º¿ ÈÖÓØeiÒ ×ÝÒØhe×i×

YÓÙ ÑÙ×Ø haÚe ÒÓØiced iÒ Øhe eaÖÐieÖ ×ecØiÓÒ× ØhaØ ×ÓÑe Óf Øhe ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc
aÖe ÒÓÒ¹ØÖiÚiaÐ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× ÓÖ eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhe ÌAËEÈ¸ Øhe ×iÑÔÐe×Ø Óf
Øhe dÖiÚeÒ¹di××iÔaØiÚe ×Ý×ØeÑ× Ûhich aÖe Óf cÙÖÖeÒØ iÒØeÖe×Ø iÒ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ
×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒic× [½4¸½5¸½7]º ËÓÑe ×iÑiÐaÖiØie× beØÛeeÒ Øhe×e ×Ý×ØeÑ× aÒd
a dÝÒaÑicaÐ ÑÓdeÐ Óf ÔÖÓØeiÒ ×ÝÒØhe×i× haÚe beeÒ ÔÓiÒØed ÓÙØ [¾96¸½5]º

ÁÒ a ×iÑÔÐi¬ed ÔicØÙÖe Óf Øhe ÑechaÒi×Ñ Óf biÓÔÓÐÝÑeÖi×aØiÓÒ ÖibÓ×ÓÑe× Öead
Øhe geÒeØic iÒfÓÖÑaØiÓÒ eÒcÓded iÒ ØÖiÔÐeØ× Óf ba×e ÔaiÖ×º ÌheÝ aØØach ØÓ
ÓÒe eÒd Óf a Ñe××eÒgeÖ¹ÊÆA aÒd ØheÒ ÑÓÚe aÐÓÒg Øhe chaiÒ afØeÖ addiÒg
a ÑÓÒÓÑeÖ ØÓ a biÓÔÓÐÝÑeÖ aØØached ØÓ Øhe ÖibÓ×ÓÑeº Ìhe ØÝÔe Óf ÑÓÒÓÑeÖ
added deÔeÒd× ÓÒ Øhe geÒeØic iÒfÓÖÑaØiÓÒ Öead bÝ Øhe ÖibÓ×ÓÑeº ÏheÒ Øhe
ÖibÓ×ÓÑe Öeache× Øhe ÓØheÖ eÒd Óf Øhe Ñ¹ÊÆA Øhe biÓÔÓÐÝÑeÖ i× fÙÐÐÝ ×ÝÒØhe¹
×iÞed aÒd Øhe ÖibÓ×ÓÑe i× ÖeÐea×edº

ÅacDÓÒaÐd eØ aÐº [¾97] haÚe de×cÖibed Øhe kiÒeØic× Óf Øhi× ÔÖÓce×× Ù×iÒg aÒ
AËEÈ¹ØÝÔe ÑÓdeÐº Ìhe Ñ¹ÊÆA i× ÖeÔÖe×eÒØed bÝ a chaiÒ Óf Ä ×iØe× ÛheÖe
each ×iØe cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ ÓÒe ØÖiÔÐeØ Óf ba×e ÔaiÖ×º Ìhe ÖibÓ×ÓÑe i× giÚeÒ bÝ
a haÖd¹cÓÖe ÔaÖØicÐe cÓÚeÖiÒg Ö ÒeighbÓÙÖiÒg ×iØe× ´Ö  ¾¼  ¿¼µ Ûhich ÑÓÚe×
fÓÖÛaÖd bÝ ÓÒe ×iØe ÛiØh ÖaØe Õº AØ Øhe begiÒÒiÒg Óf Øhe chaiÒ ÔaÖØicÐe× aÖe
added ÛiØh ÖaØe «Õ aÒd aØ Øhe eÒd ØheÝ aÖe ÖeÐea×ed ÛiØh ÖaØe ¬Õº ÁÒ Øhe
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ideaÐiÞed ca×e Ö = ½ Øhi× i× eÜacØÐÝ Øhe ÌAËEÈ Óf ËecØiÓÒ× 8º½º½ aÒd 8º5º Ìhe
ÖeÐeÚaÒØ ca×e fÓÖ Øhe eÜÔeÖiÑeÒØ× i× « = ¬ < ½=¾º Ìhe eÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe
ÌAËEÈ aÐÐÓÛed fÓÖ aÒ eÜÔÐaÒaØiÓÒ Óf ÑaÒÝ a×ÔecØ× Óf Øhe eÜÔeÖiÑeÒØ× [¾96]º

½¿º4 GÖaÒÙÐaÖ ÓÛ

AÒÓØheÖ ÕÙa×i¹ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ dÖiÚeÒ¹di××iÔaØiÚe ×Ý×ØeÑ¸ Ûhich i× aÐ×Ó ÖeceiÚ¹
iÒg Ûide aØØeÒØiÓÒ Óf ÔhÝ×ici×Ø× iÒ ÖeceÒØ ÝeaÖ×¸ i× Øhe gÖaÒÙÐaÖ ÑaØeÖiaÐ ÓÛiÒg
ØhÖÓÙgh a ÔiÔe [¿¸4]º ËiÒce Øhe fa×ciÒaØiÒg ÔheÒÓÑeÒa ´eºgº ×iÞe ×egÖegaØiÓÒ¸
cÓÒÚecØiÓÒ¸ ×ØaÒdiÒg ÛaÚe×¸ ÐÓcaÐiÞed eÜciØaØiÓÒ×µ fÓÙÒd iÒ gÖaÒÙÐaÖ ÑaØeÖiaÐ×
haÚe beeÒ ×ÙbjecØ Óf ×eÚeÖaÐ eÜceÐÐeÒØ ÖeÚieÛ× [¾98] Ûe di×cÙ×× ÓÒÐÝ bÖieÝ
Øhe ×iÑiÐaÖiØie× beØÛeeÒ Øhe cÐÙ×ØeÖiÒg Óf ÚehicÐe× ÓÒ a highÛaÝ aÒd ÔaÖØicÐe¹
ÔaÖØicÐe ´aÒd ÔaÖØicÐe¹cÐÙ×ØeÖµ aggÖegaØiÓÒ ÔÖÓce×× [¾99¸¿¼¼¸¾¼9]º

ÇbÚiÓÙ×ÐÝ bÓØh highÛaÝ ØÖaÆc aÒd gÖaÒÙÐaÖ ÓÛ ØhÖÓÙgh a ÔiÔe ÑaÝ be de¹
×cÖibed a× ÕÙa×i¹ÓÒediÑeÒ×iÓÒaÐ ×Ý×ØeÑ× cÓÒ×i×ØiÒg Óf di×cÖeØe eÐeÑeÒØ× ´Úe¹
hicÐe×¸ gÖaiÒ×µº Ìhe dÝÒaÑic× Óf Øhe×e eÐeÑeÒØ× i× deØeÖÑiÒed bÝ aÒ iÒØÖicaØe
iÒØeÖÔÐaÝ beØÛeeÒ a dÖiÚiÒg fÓÖce ´dÖiÚeÖ¸ gÖaÚiØaØiÓÒµ aÒd di××iÔaØiÓÒ ´bÖak¹
iÒg¸ iÒeÐa×Øic ×caØØeÖiÒg ÔÖÓce××e×µº Ìhe×e ×iÑiÐaÖiØie× aÐÖeadÝ ×hÓÛ ØhaØ bÓØh
×Ý×ØeÑ× caÒ be de×cÖibed bÝ ×iÑiÐaÖ aÔÔÖÓache×º ÇÒe iÑÔÓÖØaÒØ di«eÖeÒce be¹
ØÛeeÒ ØÖaÆc ÓÛ aÒd gÖaÒÙÐaÖ ÓÛ eÜi×Ø¸ hÓÛeÚeÖº ÁÒ gÖaÒÙÐaÖ ÓÛ deÒ×iØÝ
ÛaÚe× caÒ ÑÓÚe bÓØh iÒ aÒd agaiÒ×Ø Øhe diÖecØiÓÒ Óf Øhe ÓÛ ÛheÖea× iÒ ØÖaÆc
ÓÛ ØheÝ ÓÒÐÝ ÑÓÚe backÛaÖd×º

AÒ iÑÔÓÖØaÒØ ×Ùcce×× Óf a de×cÖiÔØiÓÒ Óf gÖaÒÙÐaÖ ÓÛ Ù×iÒg Øhe ÓÔØiÑaÐ ÚeÐÓc¹
iØÝ ÑÓdeÐ ´Ëecº 6º¾µ i× Øhe eÜÔÐaÒaØiÓÒ Óf Øhe eÜÔeÖiÑeÒØaÐÐÝ Ób×eÖÚed f 4=¿¹
behaÚiÓÙÖ Óf Øhe ÔÓÛeÖ ×ÔecØÖÙÑ [¿¼½]º

½¿º5 Ìhe bÙ× ÖÓÙØe ÑÓdeÐ

Ìhe bÙ× ÖÓÙØe ÑÓdeÐ ´BÊÅµ [¿¼¾] ha× beeÒ fÓÖÑÙÐaØed a× a ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ
ÐaØØice ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º Ìhe ×iØe× ÖeÔÖe×eÒØ ceÐÐ×¸ each Óf
Ûhich ÑaÝ be ØhÓÙghØ Óf a× a bÙ× ×ØÓÔ aÒd aÖe ÐabeÐed bÝ aÒ iÒdeÜ i ´i =
½; ¾; :::; Äµ [¿¼¾]º ÌÛÓ biÒaÖÝ ÚaÖiabÐe× i aÒd i aÖe a××igÒed ØÓ each ceÐÐ i: ´iµ
Áf Øhe ceÐÐ i i× ÓccÙÔied bÝ a bÙ× ØheÒ i = ½; ÓØheÖÛi×e i = ¼º ´iiµ Áf ceÐÐ i
ha× Ôa××eÒgeÖ× ÛaiØiÒg fÓÖ a bÙ× ØheÒ i = ½; ÓØheÖÛi×e i = ¼º ËiÒce a ceÐÐ
caÒÒÓØ haÚe ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝ a bÙ× aÒd ÛaiØiÒg Ôa××eÒgeÖ×¸ ÐeØ Ù× iÑÔÓ×e Øhe
cÓÒdiØiÓÒ ØhaØ a ceÐÐ caÒÒÓØ haÚe bÓØh i = ½ aÒd i = ½ ×iÑÙÐØaÒeÓÙ×ÐÝº Each
bÙ× i× a××ÙÑed ØÓ hÓÔ fÖÓÑ ÓÒe ×ØÓÔ ØÓ Øhe ÒeÜØº

ÆeÜØ¸ ÐeØ Ù× ×ÔecifÝ Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× ´×ee Figº 57µ: a ceÐÐ i i× Ôicked ÙÔ aØ
ÖaÒdÓÑº ÌheÒ¸ ´iµ if i = ¼ aÒd i = ¼ ´iºe¸ ceÐÐ i cÓÒØaiÒ× ÒeiØheÖ a bÙ× ÒÓÖ
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Figº 57º Ìhe bÙ×¹ÖÓÙØe ÑÓdeÐ ´fÖÓÑ [¿¼¾]µº

ÛaiØiÒg Ôa××eÒgeÖ×µ¸ ØheÒ  ! ½ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ¸ ÛheÖe  i× Øhe ÔÖÓbabiÐiØÝ
Óf aÖÖiÚaÐ Óf Ôa××eÒgeÖ´×µ aØ Øhe bÙ× ×ØÓÔº ´iiµ Áf i = ½ ´iºeº¸ ØheÖe i× a bÙ×
aØ Øhe ceÐÐ iµ aÒd i·½ = ¼¸ ØheÒ Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe  Óf Øhe bÙ× i× de¬Òed a×
fÓÐÐÓÛ×: ´aµ if i·½ = ¼¸ ØheÒ  = «b bÙØ ´bµ if i·½ = ½¸ ØheÒ  = ¬b¸ ÛheÖe
«b i× Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe Óf a bÙ× ÓÒØÓ a ×ØÓÔ Ûhich ha× ÒÓ ÛaiØiÒg Ôa××eÒgeÖ×
aÒd ¬b i× Øhe hÓÔÔiÒg ÖaØe ÓÒØÓ a ×ØÓÔ ÛiØh ÛaiØiÒg Ôa××eÒgeÖ´×µº GeÒeÖaÐÐÝ̧
¬b < «b¸ Ûhich ÖeecØ× Øhe facØ ØhaØ a bÙ× ha× ØÓ ×ÐÓÛ dÓÛÒ ÛheÒ iØ ha× ØÓ
Ôick ÙÔ Ôa××eÒgeÖ×º Ïe caÒ ×eØ «b = ½ ÛiØhÓÙØ ÐÓ×× Óf geÒeÖaÐiØÝº ÏheÒ a bÙ×
hÓÔ× ÓÒØÓ a ×ØÓÔ i ÛiØh ÛaiØiÒg Ôa××eÒgeÖ× i i× Öe×eØ ØÓ ÞeÖÓ a× Øhe bÙ× Øake×
aÐÐ Øhe Ôa××eÒgeÖ×º ÆÓØe ØhaØ Øhe deÒ×iØÝ Óf bÙ×e× c = Æ=Ä iÒ a cÓÒ×eÖÚed
ÕÙaÒØiØÝ ÛheÖea× ØhaØ Óf Øhe Ôa××eÒgeÖ× i× ÒÓØº

AÒ ideaÐ ×iØÙaØiÓÒ iÒ Øhi× bÙ×¹ÖÓÙØe ÑÓdeÐ ÛÓÙÐd be ÓÒe ÛheÖe Øhe bÙ×e× aÖe
eÚeÒÐÝ di×ØÖibÙØed ÓÚeÖ Øhe ÖÓÙØe ×Ó ØhaØ each bÙ× Ôick× ÙÔ ÖÓÙghÐÝ Øhe ×aÑe
ÒÙÑbeÖ Óf Ôa××eÒgeÖ×º ÀÓÛeÚeÖ¸ becaÙ×e Óf ×ÓÑe ÙcØÙaØiÓÒ¸ a bÙ× ÑaÝ be
deÐaÝed aÒd¸ cÓÒ×eÕÙeÒØÐÝ̧ Øhe gaÔ beØÛeeÒ iØ aÒd iØ× ÔÖedece××ÓÖ ÛiÐÐ be ÐaÖgeÖ
ØhaÒ Øhe aÚeÖage gaÔº ÌheÖefÓÖe¸ Øhi× bÙ× ha× ØÓ Ôick ÙÔ ÑÓÖe Ôa××eÒgeÖ× ØhaÒ
ÛhaØ a bÙ× ÛÓÙÐd dÓ ÓÒ Øhe aÚeÖage¸ becaÙ×e dÙÖiÒg Øhe ÔeÖiÓd Óf deÐaÝ ÑÓÖe
Ôa××eÒgeÖ× ÛÓÙÐd be ÛaiØiÒg fÓÖ iØ aÒd¸ a× a Öe×ÙÐØ¸ iØ ÛÓÙÐd geØ fÙÖØheÖ deÐaÝedº
ÇÒ Øhe ÓØheÖ haÒd¸ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg bÙ× ha× ØÓ Ôick ÙÔ feÛeÖ Ôa××eÒgeÖ× ØhaÒ
ÛhaØ a bÙ× ÛÓÙÐd dÓ ÓÒ Øhe aÚeÖage aÒd¸ ØheÖefÓÖe¸ iØ ÛÓÙÐd caØch ÙÔ ÛiØh Øhe
deÐaÝed bÙ× fÖÓÑ behiÒdº Ìhe ×ÐÓÛÐÝ ÑÓÚiÒg deÐaÝed bÙ× ÛÓÙÐd ×ÐÓÛ dÓÛÒ
Øhe bÙ×e× behiÒd iØ ØheÖebÝ̧ eÚeÒØÙaÐÐÝ̧ cÖeaØiÒg a jaÑº ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ ÓÒce
a ÐaÖgeÖ¹ØhaÒ¹aÚeÖage gaÔ ÓÔeÒ× ÙÔ beØÛeeÒ ØÛÓ ×Ùcce××iÚe bÙ×e×¸ Øhe gaÔ i×
ÐikeÐÝ gÖÓÛ fÙÖØheÖ aÒd Øhe ×ØeadÝ ×ØaØe iÒ a ¬ÒiØe ×Ý×ØeÑ ÛÓÙÐd cÓÒ×i×Ø Óf a
×iÒgÐe jaÑ Óf bÙ×e× aÒd ÓÒe ÐaÖge gaÔº Ìhi× i× ÚeÖÝ ×iÑiÐaÖ ØÓ Øhe BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹
cÓÒdeÒ×aØiÓÒ¹Ðike ÔheÒÓÑeÒÓÒ Ûe haÚe Ób×eÖÚed eaÖÐieÖ iÒ ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg
ÑÓdeÐ× ÛiØh ×ÐÓÛ iÑÔÙÖiØie×º ÇÒ Øhe ba×i× Óf heÙÖi×Øic aÖgÙÑeÒØ× aÒd ÑeaÒ¹
¬eÐd aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ iØ ha× beeÒ aÖgÙed [¿¼¾] ØhaØ Øhi× ÑÓdeÐ eÜhibiØ× a ØÖÙe
Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ aÒ iÒhÓÑÓgeÒeÓÙ× ÐÓÛ¹deÒ×iØÝ Ôha×e ØÓ a hÓÑÓgeÒeÓÙ×
´bÙØ cÓÒge×Øedµ high¹deÒ×iØÝ Ôha×e ÓÒÐÝ iÒ Øhe ÐiÑiØ ! ¼º FiÒaÐÐÝ Ûe ÑeÒØiÓÒ
ØhaØ Øhe BÊÅ ÛiØh ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic× ha× beeÒ ÖeceÒØÐÝ beeÒ ×ØÙdied iÒ [¿¼¿]
ÛheÖe aÐ×Ó iØ× cÓÒÒecØiÓÒ ÛiØh Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ha× beeÒ eÐÙcidaØedº
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½¿º6 ÅÓbiÐe diÖecØiÓÒaÐ iÑÔÙÖiØie×

Ïe haÚe cÓÒ×ideÖed Øhe e«ecØ× Óf ÖaÒdÓÑ hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØie×¸ a××igÒed eiØheÖ
ØÓ Øhe ÐaØØice ×iØe× [¾½4¸½¿7¸½9¼] ÓÖ ØÓ Øhe ÔaÖØicÐe× [¾¼4ß¾¼6] iÒ Øhe ÌAËEÈ
aÒd iÒ Øhe ÆaËch¹ØÝÔe ÑÓdeÐ× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ ÓÒ Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe cÓÖÖe¹
×ÔÓÒdiÒg ×ØeadÝ ×ØaØe× a× ÛeÐÐ a× ØheiÖ aÔÔÖÓach ØÓ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe× ×ØaÖØiÒg
fÖÓÑ ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ cÓÒdiØiÓÒ×º ÌÓÖÓcÞkai aÒd Zia [¿¼4] ×ÓÐÚed aÒaÐÝØicaÐÐÝ a
ÑÓdeÐ ÛiØh ÓÒe "ÑÓbiÐe diÖecØiÓÒaÐ iÑÔÙÖiØÝ"; Øhi× ÑÓdeÐ i× aÐ×Ó aÒ eÜØeÒ×iÓÒ
Óf Øhe AËEÈº ÁÒ Øhi× ÑÓdeÐ¸ Æ ÔaÖØicÐe×¸ ÐabeÐed bÝ iÒØegeÖ× ½ ØÓ Æ ´fÖÓÑ ÐefØ
ØÓ ÖighØµ¸ ÓccÙÔÝ Øhe ×iØe× Óf a ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÐaØØice Óf ÐeÒgØh Æ · ½ ÛheÖe
ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÖe aÔÔÐiedº ÌhÙ×¸ ØheÖe i× a ×iÒgÐe "hÓÐe" ´iºeº¸
eÑÔØÝ ×iØeµ iÒ Øhi× ÑÓdeÐº Ìhe ×hifØiÒg Óf Øhe hÓÐe fÖÓÑ Øhe ×iØe iÒ beØÛeeÒ Øhe
ÔaÖØicÐe× Ò aÒd Ò·½ ØÓ Øhe ×iØe iÒ beØÛeeÒ ÔaÖØicÐe× Ò·½ aÒd Ò·¾ i× de×cÖibed
bÝ Øhe ×ØaØeÑeÒØ "hÓÐe jÙÑÔ fÖÓÑ ÔÓ×iØiÓÒ Ò ØÓ Ò · ½"º ÁÒ Øhe ab×eÒce Óf aÒÝ
iÑÔÙÖiØÝ̧ Øhe hÓÐe aØ ÔÓ×iØiÓÒ Ò caÒ eÜchaÒge ÔÓ×iØiÓÒ ÛiØh eiØheÖ Øhe ÔaÖØicÐe
ÓÒ iØ× ÐefØ ´ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ÏÒ ½;Òµ ÓÖ Øhe ÔaÖØicÐe ÓÒ iØ× ÖighØ ´ÛiØh ÔÖÓba¹
biÐiØÝ ÏÒ·½;Òµº Ìhe×e ÔÖÓbabiÐiØie× aÖe aÖbiØÖaÖÝ aÒd diÖecØiÓÒ¹deÔeÒdeÒØ ´iºeº¸
iÒ geÒeÖaÐ¸ ÏÒ ½;Ò 6= ÏÒ·½;Òµ bÙØ ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØº ÆÓØe ØhaØ Øhe hÓÔÔiÒg
ÔÖÓbabiÐiØie× Óf Øhe hÓÐe i× deØeÖÑiÒed bÝ Øhe ÔaÖØicÐe× ´ÖaØheÖ ØhaÒ Øhe ÐaØØice
×iØe×µ iÒ fÖÓÒØ aÒd behiÒd iØº Ìhe geÒeÖaÐ ca×e¸ ÛheÖe ÏÒ ½;Ò 6= ÏÒ·½;Ò aÒd
Øhe ÔÖÓbabiÐiØie× ÏÒ ½;Ò a× ÛeÐÐ a× ÏÒ·½;Ò fÓÖ di«eÖeÒØ Ò aÖe chÓ×eÒ ÖaÒdÓÑÐÝ̧
i× ÖefeÖÖed ØÓ a× Øhe ÖaÒdÓÑ a×ÝÑÑeØÖic ca×eº A× Øhe hÓÐe ÛaÒdeÖ×¸ Øhe ×ØÖiÒg
Óf ÔaÖØicÐe× aÐ×Ó ×hifØ× a× a ÛhÓÐeº ÀÓÛeÚeÖ¸ Øhi× ×Ý×ØeÑ i× ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐÐÝ iÒ¹
ÚaÖiaÒØ iÒ Øhe ×eÒ×e ØhaØ Øhe jÙÑÔ ÖaØe Óf aÒÝ ÔaÖØicÙÐaÖ ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ÔaiÖ i×
iÒdeÔeÒdeÒØ Óf iØ× ÐÓcaØiÓÒ ÓÒ Øhe ÐaØØiceº

Ìhe "diÖecØiÓÒaÐ iÑÔÙÖiØÝ" i× iÒØÖÓdÙced bÝ ideÒØifÝiÒg a ×Ôeci¬c bÓÒd ´ÛhÓ×e
ÔÓ×iØiÓÒ i× ¬Üed ÛiØh Öe×ÔecØ ØÓ Øhe ÐaØØiceµ a× a defecØ bÓÒd ×Ùch ØhaØ Øhe
ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ ÖaØe× Óf ÔaÖØicÐe¹hÓÐe eÜchaÒge× acÖÓ×× iØ aÖe ¬Üed aØ¸ ×aÝ̧ Õ
aÒd Õ¼ iÖÖe×ÔecØiÚe Óf Øhe ÔaÖØicÐe¹hÓÐe ÔaiÖ iÒÚÓÐÚedº ÁÒ ÓØheÖ ÛÓÖd×¸ ÛheÒ Øhe
hÓÐe i× iÒ beØÛeeÒ Øhe ÔaÖØicÐe× Ò aÒd Ò · ½¸ Øhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ØÓ Øhe
ÖighØ ´ÐefØµ i× aÐÛaÝ× ÏÒ·½;Ò ´ÏÒ ½;Òµ¸ eÜceÔØ ÛheÒ Øhe defecØ bÓÒd i× iÒÚÓÐÚedº
Ìhi× ÑÓdeÐ caÒ be ÖeÔÖe×eÒØed a× iÒ Figº 58 ÛheÖe Øhe defecØ bÓÒd i× ×hÓÛÒ
a× a kiÒk; Øhe ÑÓØiÚaØiÓÒ fÓÖ ×Ùch a kiÒk caÑe fÖÓÑ aÒ eaÖÐieÖ ÑÓdeÐ [¿¼5] Óf
geÐ eÐecØÖÓÔhÓÖe×i× [¿¼6]º

ÅÓÖe ×Ôeci¬caÐÐÝ̧ ×ÙÔÔÓ×e¸ Øhe ÔÖÓbabiÐiØie× fÓÖ Øhe eÜchaÒge Óf Øhe hÓÐe ÛiØh
a ÔaÖØicÐe acÖÓ×× Øhe defecØ bÓÒd aÖe Õ if Øhe hÓÐe ÑÓÚed ÙÔÛaÖd aÒd Õ¼ if
Øhe hÓÐe ÑÓÚed dÓÛÒÛaÖd¸ iÒdeÔeÒdeÒØ Óf Øhe ÔaÖØicÐe iÒÚÓÐÚedº ÁÒ Øhe ×Ó¹
caÐÐed ÔÙÖe ÐiÑiØ¸ Ûe haÚe¸ fÓÖ aÐÐ Ò¸ ÏÒ·½;Ò = Ï! aÒd ÏÒ ½;Ò = Ï º ÁÒ Øhi×
ÐiÑiØ¸ Øhe hÓÐe caÒ aÐ×Ó be ÖegaÖded a× a ÔaÖØicÐe ÙÒdeÖgÓiÒg bia×ed di«Ù×iÓÒ ´if
Ï! 6= Ï µ eÚeÖÝÛheÖe eÜceÔØ acÖÓ×× acÖÓ×× a ×Ôeci¬c defecØ bÓÒdº Áf Ûe Ñake
Øhe fÙÖØheÖ a××ÙÑÔØiÓÒ ØhaØ ÒÓ backÛaÖd ÑÓØiÓÒ Óf aÒÝ ÔaÖØicÐe i× aÐÐÓÛed¸
ØheÒ Øhi× ÑÓdeÐ ÖedÙce× ØÓ Øhe ÑÓdeÐ Óf ÌAËEÈ ÛiØh a ×iÒgÐe bÐÓckage [¾½4]º
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Figº 58º ´aµ Ìhe ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐÐÝ¹iÒÚaÖiaÒØ ÌÓÖÓcÞkai¹Zia ÑÓdeÐ ÛiØhÓÙØ aÒÝ defecØ
bÓÒdº ´bµ Ìhe ØÖaÒ×ÐaØiÓÒaÐ iÒÚaÖiaÒce i× bÖÓkeÒ bÝ Øhe defecØ bÓÒd ´ÖeÔÖe×eÒØed bÝ
Øhe kiÒk deÒÓØed bÝ Øhe da×hed ÐiÒeµº

½¿º7 CÓÑÔÙØeÖ ÒeØÛÓÖk×

ÁÒ×ÔiÖed bÝ Øhe ÖeceÒØ ×Ùcce×× Óf Øhe ÑeØhÓd× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒic× ÓÙØ¹
×ide Øhe ØÖadiØiÓÒaÐ dÓÑaiÒ Óf ÔhÝ×ic×¸ ØÓÓÐ× Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒic× haÚe aÐ×Ó
beeÒ aÔÔÐied ØÓ aÒaÐÝÞe fÙÒdaÑeÒØaÐ ÔÖÓÔeÖØie× Óf iÒfÓÖÑaØiÓÒ ØÖaÆc ÓÒ Øhe
iÒØeÖÒaØiÓÒaÐ ÒeØÛÓÖk Óf cÓÑÔÙØeÖ× ´ÁÒØeÖÒeØµ [¿¼7ß¿½¼]º Åe××age× iÒ Øhe fÓÖÑ
Óf iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÔackeØ× aÖe cÓÒØiÒÙÓÙ×ÐÝ beiÒg eÑiØØed fÖÓÑ Øhe hÙÒdÖed× Óf
ÑiÐÐiÓÒ× Óf hÓ×Ø cÓÑÔÙØeÖ× aÒd ØÖaÒ×ÔÓÖØed ØÓ ØheiÖ de×ØiÒaØiÓÒ cÓÑÔÙØeÖ×
ØhÖÓÙgh Øhi× ÒeØÛÓÖkº Each Óf Øhe×e ÔackeØ× i× ÖeÐaÝed ØhÖÓÙgh Øhe ×Ó¹caÐÐed
ÖÓÙØeÖ× ÓÒ iØ× ÛaÝº Ìhe ÖÓÙØeÖ× caÒ deaÐ ÛiØh Øhe ÔackeØ× ÓÒe bÝ ÓÒeº Each
ÖÓÙØeÖ ha× a ¬ÒiØe bÙ«eÖ ÛheÖe Øhe aÖÖiÚiÒg ÔackeØ× geØ ÕÙeÙed ÙÔ aÒd fÓÖ¹
ÛaÖded ÓÒe bÝ ÓÒe fÖÓÑ Øhe head Óf Øhe ÖeÑaiÒiÒg ÕÙeÙe ØÓ ØheiÖ Öe×ÔecØiÚe
ÒeÜØ de×ØiÒaØiÓÒ×º ËiÒce ÔackeØ× ÖÙÒ ÛiØh Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf ÐighØ ØhÖÓÙgh Øhe
cabÐe×¸ iÒfÓÖÑaØiÓÒ cÓÒge×ØiÓÒ dÓe× ÒÓØ Øake ÔÐace iÒ×ide Øhe cabÐe×º ÁØ i× Øhe
ÖÓÙØeÖ× Ûhich giÚe Öi×e ØÓ Øhe iÒfÓÖÑaØiÓÒ cÓÒge×ØiÓÒ ÓÒ Øhe iÒØeÖÒeØº Åea×ÙÖ¹
iÒg Øhe ÙcØÙaØiÓÒ× iÒ Øhe ÖÓÙÒd¹ØÖiÔ ØiÑe ØakeÒ bÝ a Ñe××age ÓÒ Øhe iÒØeÖÒeØ
´Ù×iÒg Øhe ÔiÒg cÓÑÑaÒd Óf Øhe ÍÆÁX ÓÔeÖaØiÒg ×Ý×ØeÑµ¸ ½=f ¹Ðike ÔÓÛeÖ ×Ôec¹
ØÖÙÑ ha× beeÒ Ób×eÖÚed [¿¼7¸¿¼8]º

ÁÒ Øhe ×ÕÙaÖe ÐaØØice ÑÓdeÐ Óf a cÓÑÔÙØeÖ ÒeØÛÓÖk deÚeÐÓÔed bÝ ÇhiÖa aÒd
ËaÛaØaÖi [¿½¼] iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÔackeØ× aÖe geÒeÖaØed aØ Øhe ×iØe× ÓÒ Øhe bÓÙÒdaÖÝ
aØ a ÖaØe  ÛiØh Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg de×ØiÒaØiÓÒ addÖe××e× chÓ×eÒ ÖaÒdÓÑÐÝ fÖÓÑ
aÑÓÒg Øhe bÓÙÒdaÖÝ ×iØe×º Ìhe ÔackeØ× caÒ fÓÖÑ ÕÙeÙe× Óf ÙÒÐiÑiØed ÐeÒgØh
aØ Øhe Øhe iÒÒeÖ ÒÓde×¸ Ûhich acØ a× ÖÓÙØeÖ× Óf Øhe ÒeØÛÓÖkº AØ eÚeÖÝ ØiÑe
×ØeÔ¸ Øhe ÔackeØ× fÖÓÑ Øhe head× Óf Øhe ÕÙeÙe× aØ Øhe ÖÓÙØeÖ× aÖe fÓÖÛaÖded
ØÓ Øhe ØaiÐ eÒd× Óf Øhe ÕÙeÙe× aØ Øhe ÒeÜØ ÖÓÙØeÖº BÓØh deØeÖÑiÒi×Øic aÒd
ÔÖÓbabiÐi×Øic ×ØÖaØegie× haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖed fÓÖ ×eÐecØiÒg Øhe ÒeÜØ ÖÓÙØeÖ ØÓ
Ûhich Øhe iÒdiÚidÙaÐ ÔackeØ× aÖe ØÓ be fÓÖÛaÖdedº ÇÒ ÖeachiÒg ØheiÖ iÒdiÚidÙaÐ
de×ØiÒaØiÓÒ× Øhe ÔackeØ× dieº Ìhe aÚeÖage ÒÙÑbeÖ Óf ØiÑe ×ØeÔ× beØÛeeÒ Øhe
biÖØh aÒd deaØh Óf a ÔackeØ i× ÖefeÖÖed ØÓ a× Øhe aÚeÖage ÐifeØiÑe Óf a ÔackeØº
CÓÑÔÙØiÒg Øhe aÚeÖage ÐifeØiÑe a× a fÙÒcØiÓÒ Óf Øhe biÖØh ÖaØe  Óf Øhe ÔackeØ×¸
ÇhiÖa aÒd ËaÛaØaÖi [¿½¼] Ób×eÖÚed a ØÖaÒ×iØiÓÒ fÖÓÑ a ÐÓÛ¹cÓÒge×ØiÓÒ Ôha×e
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ØÓ a high¹cÓÒge×ØiÓÒ Ôha×e aØ a ÒÓÒ¹ÞeÖÓ ¬ÒiØe ÚaÐÙe £º

½4 ËÙÑÑaÖÝ aÒd cÓÒcÐÙ×iÓÒ

ÁÒ Øhi× ×ecØiÓÒ Ûe ×ÙÑÑaÖiÞe ÓÙÖ cÓÒcÐÙ×iÓÒ× ÖegaÖdiÒg Øhe cÙÖÖeÒØ ×ØaØÙ× Óf
ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf Øhe ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic× Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº Ïe aÐ×Ó ×ÔecÙÐaØe
ÓÒ Øhe fÙØÙÖe ØÖeÒd× Óf Öe×eaÖch iÒ Øhi× aÖeaº

A× Ûe ×ØaØed iÒ Øhe begiÒÒÒiÒg¸ ÓÒe Óf Øhe ÑaiÒ aiÑ× Óf ba×ic Öe×eaÖch ÓÒ
ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ Óf ×ØaØi×ØicaÐ ÔhÝ×ic×¸ i× ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd
Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe× Óf Øhe ×Ý×ØeÑº Ïe haÚe ×ÙÑÑaÖiÞed Øhe eÑÔiÖi¹
caÐ eÚideÒce× aÚaiÐabÐe aØ ÔÖe×eÒØ iÒ ×ÙÔÔÓÖØ Óf Øhe ÓccÙÖÖeÒce Óf ØhÖee di×ØiÒcØ
dÝÒaÑicaÐ Ôha×e×¸ ÒaÑeÐÝ̧ ØhÓ×e cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ fÖee¹ÓÛ¸ ×ÝÒchÖÓÒiÞed ÓÛ
aÒd ×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆcº ÇÙÖ cÖiØicaÐ ÖeÚieÛ Óf Øhe ØheÓÖeØicaÐ ÛÓÖk× ha× Ñade
iØ cÐeaÖ ØhaØ¸ aØ ÔÖe×eÒØ¸ Øhe ÔhÝ×icaÐ ÑechaÒi×Ñ× aØ Øhe "ÑicÖÓ×cÓÔic" ÐeÚeÐ¸
Ûhich giÚe Öi×e ØÓ Øhe ×ÝÒchÖÓÒiÞed ØÖaÆc¸ aÖe ÒÓØ a× ÛeÐÐ ÙÒdeÖ×ØÓÓd a× ØhÓ×e
Öe×ÔÓÒ×ibÐe fÓÖ Øhe fÖee¹ÓÛ aÒd ×ØÓÔ¹aÒd¹gÓ ØÖaÆcº ÌheÖe aÖe¸ hÓÛeÚeÖ¸ ×ØÖÓÒg
iÒdicaØiÓÒ× ØhaØ fÓÖ a cÓÑÔÐeØe ØheÓÖÝ̧ Ûhich ÛÓÙÐd accÓÙÒØ fÓÖ aÐÐ Øhe×e ØhÖee
Ôha×e×¸ ÓÒe ÑÙ×Ø Øake iÒØÓ accÓÙÒØ ÒÓØ ÓÒÐÝ Øhe ÚehicÐe× ÓÒ a giÚeÒ ×ØÖeØch Óf
Øhe highÛaÝ bÙØ aÐ×Ó ÓÒ Øhe ÓÒ¹ aÒd Ó«¹ÖaÑÔ×º

Ïe haÚe eÜÔÐÓÖed Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ Óf ØÖaÒ×iØiÓÒ× fÖÓÑ ÓÒe dÝÒaÑicaÐ Ôha×e ØÓ
aÒÓØheÖ iÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ´aÒd ÌAËEÈµ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ×º
ÅÓÖeÓÚeÖ¸ Ûe haÚe aÐ×Ó ÔÖe×eÒØed Øhe geÒeÖic Ôha×e diagÖaÑ Óf Øhe ÌAËEÈ
ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÒd eÜÔÐaiÒed Øhe ÒÓØiÓÒ Óf bÓÙÒdaÖÝ¹iÒdÙced
Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ× iÒ ×Ùch ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ dÖiÚeÒ¹di«Ù×iÚe ÐaØØice ga×e× Ûhich
aÖe faÖ fÖÓÑ eÕÙiÐibÖiÙÑº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ Ûe haÚe fÓÙÒd ØhaØ ÛhiÐe ×ÓÑe ÑÓdeÐ×
eÜhibiØ ¬Ö×Ø¹ÓÖdeÖ Ôha×e ØÖaÒ×iØiÓÒ×¸ ×ÓÑe ÓØheÖ× eÜhibiØ ×ecÓÒd ÓÖdeÖ Ôha×e
ØÖaÒ×iØiÓÒ× aÒd Øhe ×igÒaØÙÖe× Óf "cÖiØicaÐiØÝ" ÛhiÐe iÒ ×ÓÑe ÖaÖe ×iØÙaØiÓÒ×¸
eºgº¸ iÒ Øhe cÖÙi×e¹cÓÒØÖÓÐ ÐiÑiØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ¸ Øhe ×Ý×ØeÑ i× fÓÙÒd ØÓ
eÜhibiØ eÚeÒ "×eÐf¹ÓÖgaÒiÞed" cÖiØicaÐiØÝº

ÁÒ Øhe begiÒÒiÒg¸ Ûe ×ØaØed ØhaØ ÓÒe Óf Øhe aiÑ× Óf ba×ic Öe×eaÖch ÓÒ ÚehicÙÐaÖ
ØÖaÆc i× ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe ÒaØÙÖe Óf Øhe dÝÒaÑicaÐ ÙcØÙaØiÓÒ× aÖÓÙÒd Øhe
×ØeadÝ¹×ØaØe×º Ìhe ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ cÓÖÖeÐaØiÓÒ× fÙÒcØiÓÒ× aÒd Øhe di×ØÖibÙØiÓÒ×
Óf Øhe ÖeÐaÜaØiÓÒ ØiÑe× haÚe beeÒ cÓÑÔÙØed fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd ×ÓÑe
ÓØheÖ ÑÓdeÐ× bÙØ Øhe geÒeÖaÐ ÕÙe×ØiÓÒ× Óf Øhe ÚaÐidiØÝ Óf dÝÒaÑic ×caÐiÒg aÒd
dÝÒaÑic ÙÒiÚeÖ×aÐiØÝ cÐa××e× haÚe ÒÓØ beeÒ addÖe××edº AÒÓØheÖ aiÑ Óf Øhe
×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒicaÐ aÔÔÖÓach ØÓ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ a× Ûe ×ØaØed aÐ×Ó iÒ Øhe
begiÒÒiÒg¸ i× ØÓ iÒÚe×ØigaØe hÓÛ Øhe ×Ý×ØeÑ eÚÓÐÚe× fÖÓÑ iÒiØiaÐ ×ØaØe× Ûhich
aÖe faÖ fÖÓÑ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×ØeadÝ¹×ØaØeº Ìhe ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf "cÓaÖ×eÒiÒg"
Óf Øhe ÔÐaØÓÓÒ× Óf ÚehicÐe× dÙÖiÒg eÚÓÐÙØiÓÒ fÖÓÑ ÖaÒdÓÑ iÒiØiaÐ ×ØaØe× haÚe
beeÒ ×ØÙdied iÒ ×ÓÑe ÑÓdeÐ×º BÙØ¸ Øhe ÕÙe×ØiÓÒ× Óf "ÙÒiÚeÖ×aÐiØÝ"¸ if aÒÝ̧ Óf
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Øhe gÖÓÛØh eÜÔÓÒeÒØ× haÚe ÒÓØ beeÒ addÖe××ed ×Ó faÖº ÅeØa×ØabÐe ×ØaØe× haÚe
beeÒ Ób×eÖÚed iÒ ×eÚeÖaÐ CA ÑÓdeÐ×º BÙØ¸ ØÓ ÓÙÖ kÒÓÛÐedge¸ Øhe ÑechaÒi×Ñ×
Óf ×ÔÓÒØaÒeÓÙ× decaÝ Óf ×Ùch ×ØaØe× ´aÒaÐÓgÙe Óf hÓÑÓgeÒeÓÙ× ÒÙcÐeaØiÓÒµ
ha× ÒÓØ beeÒ iÒÚe×ØigaØed ×Ó faÖº Be×ide×¸ ØÓ ÓÙÖ kÒÓÛÐedge¸ ×Ó faÖ iØ ha× ÒÓØ
beeÒ ÔÓ××ibÐe ØÓ deÚeÐÓÔe aÒÝ ÔÓÛeÖfÙÐÐ aÒaÐÝØicaÐ ØechÒiÕÙe fÓÖ caÐcÙÐaØiÒg
Øhe dÝÒaÑicaÐ ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ØÖaÆc ÑÓdeÐ×º

ÏhiÐe ×ØaØiÒg Øhe aiÑ× Óf ba×ic Öe×eaÖch ÓÒ ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc¸ Ûe aÐ×Ó ÑeÒØiÓÒed
Øhe Òeed ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe e«ecØ× Óf ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ ÓÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe×
a× ÛeÐÐ a× ÓÒ Øhe dÝÒaÑicaÐ ÔÖÓÔeÖØie× Óf Øhe ×Ý×ØeÑ×º Ïe haÚe ×eeÒ ØhaØ Øhe
ÖaÒdÓÑiÞaØiÓÒ Óf Øhe hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ Óf Øhe ÚehicÐe× caÒ Ðead ØÓ ×ÓÑe
eÜÓØic ÔÐaØÓÓÒiÒg ÔheÒÓÑeÒa Ûhich aÖe cÐÓ×e aÒaÐÓg× Óf Øhe "BÓ×e¹EiÒ×ØeiÒ¹
cÓÒdeÒ×aØiÓÒ"º AÒ aÐØeÖÒaØiÚe ÔÖe×cÖiÔØiÓÒ fÓÖ iÒØÖÓdÙciÒg ÕÙeÒched di×ÓÖdeÖ
iÒØÓ Øhe ØÖaÆc ÑÓdeÐ× i× ØÓ iÒ×ØaÐÐ ÖaÒdÓÑ bÓØØÐeÒeck× ÓÒ Øhe ÖÓad aÒd a××igÒ a
ØiÑe¹iÒdeÔeÒdeÒØ hÓÔÔiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ´ÓÖ¸ eÕÙiÚaÐeÒØÐÝ̧ a "ÔeÖÑeabiÐiØÝ"µ fÓÖ
hÓÔÔiÒg acÖÓ×× bÓÒd× iÒ ×Ùch ÐÓcaØiÓÒ×º ÁØ ha× beeÒ fÓÙÒd ØhaØ ×Ùch ÐÓcaÐiÞed
bÓØØÐeÒeck× caÒ Ðead ØÓ gÐÓbaÐ Ôha×e¹×egÖegaØiÓÒº

Ìhe ÆaËch ÑÓdeÐ i× Øhe ÑÓ×Ø eÜØeÒ×iÚeÐÝ ×ØÙdied ÑiÒiÑaÐ CA ÑÓdeÐ Óf Úehic¹
ÙÐaÖ ØÖaÆc ÓÒ ideaÐiÞed ×iÒgÐe¹ÐaÒe highÛaÝ×º Ïe haÚe eÜÔÐaiÒed Øhe cÓÒceÔ¹
ØÙaÐ fÖaÑeÛÓÖk¸ aÒd iÐÐÙ×ØÖaØed Øhe Ù×e Óf Øhe ÑaØheÑaØicaÐ fÓÖÑaÐi×Ñ¸ Óf Øhe
cÐÙ×ØeÖ¹ØheÓÖeØic aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐº Ìhi× fÓÖÑaÐi×Ñ¸
Ûhich ÝieÐd× eÜacØ Öe×ÙÐØ× fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½¸ giÚe× ÕÙiØe
accÙÖÖaØe e×ØiÑaØe× Óf ÚaÖiÓÙ× ÕÙaÒØiØie× Óf iÒØeÖe×Ø a× ÐÓÒg a× ÚÑaÜ i× ÒÓØ ØÓÓ
ÐaÖgeº ÁØ ÛÓÙÐd be de×iÖabÐe ØÓ deÚeÐÓÔe a ÒeÛ fÓÖÑaÐi×Ñ ØÓ caÖÖÝ ÓÙØ eÜacØ
aÒaÐÝØicaÐ caÐcÙÐaØiÓÒ× fÓÖ higheÖ ÚeÐÓciØie× ØÓÓº ÀeÖe aÐ×Ó Øhe ÐiÑiØ ÚÑaÜ =½
i× iÒØeÖe×ØiÒg ×iÒce iØ ×hÓÛ× a ÖaØheÖ ÔecÙÐiaÖ behaÚiÓÙÖº

ÁÒ addiØiÓÒ ØÓ Øhe deØaiÐed di×cÙ××iÓÒ× ÓÒ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ aÒd iØ× ÚaÖiÓÙ× geÒ¹
eÖaÐiÞaØiÓÒ×¸ Ûe haÚe aÐ×Ó ÑeÒØiÓÒed bÖieÝ ×ÓÑe ÓØheÖ aÐØeÖÒaØiÚe CA ÑÓdeÐ×
Óf ×iÒgÐe¹ÐaÒe highÛaÝ ØÖaÆc¸ eºgº¸ Øhe ÎDÊ ÑÓdeÐ¸ Øhe FÙkÙi¹Á×hiba×hi ÑÓdeÐ¸
Øhe ÏeÖØh¹FÖÓe×e¹ÏÓÐf ÑÓdeÐ¸ eØcº ×Ó ØhaØ ÓÒe caÒ aÔÔÖeciaØe Øhe ÓÒgÓiÒg ef¹
fÓÖØ× ØÓ fÓÖÑÙÐaØe Øhe ÑÓ×Ø ×aØi×facØÓÖÝ ÑiÒiÑaÐ ÑÓdeÐº

FÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf ÚieÛ Óf ÔÖacØicaÐ aÔÔÐicaØiÓÒ×¸ ÑÓdeÐÐiÒg ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc
ÓÒ ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ× aÖe ÑÓÖe ÖeÐeÚaÒØ ØhaÒ ØhaØ ÓÒ ideaÐiÞed ×iÒgÐe¹ÐaÒe
highÛaÝ× Ûhich aÖe¸ ÒeÚeÖØheÐe××¸ iÒØeÖe×ØiÒg fÖÓÑ Øhe ÔÓiÒØ Óf fÙÒdaÑeÒØaÐ
ÙÒdeÖ×ØaÒdiÒg Óf ØÖÙÐÝ ÒÓÒ¹eÕÙiÐibÖiÙÑ ÔheÒÓÑeÒa iÒ dÖiÚeÒ¹di«Ù×iÚe ÐaØØice
ga×e×º AØ ÔÖe×eÒØ¸ ØheÖe aÖe ×eÚeÖaÐ di«eÖeÒØ aÐØeÖÒaØiÚe ÔÖe×cÖiÔØiÓÒ× fÓÖ fÓÖÑÙ¹
ÐaØiÒg Øhe CA ÖÙÐe× fÓÖ ÐaÒe¹chaÒgiÒg Óf Øhe ÚehicÐe× ÓÒ ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ×º
BÙØ¸ iÒ ÓÖdeÖ ØÓ Ôick ÓÙØ Øhe ÑÓ×Ø aÔÔÖÓÔÖiaØe ÓÒe fÖÓÑ aÑÓÒg Øhe×e CA
ÑÓdeÐ× ØheÓÖi×Ø× ÛÓÙÐd ÖeÕÙiÖe iÒÔÙØ fÖÓÑ caÖefÙÐ fÙÖØheÖ Ób×eÖÚaØiÓÒ× Óf Øhe
ÔheÒÓÑeÒÓÒ Óf ÐaÒe¹chaÒgiÒg ÓÒ ÖeaÐ ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ×º EÑÔiÖicaÐ Ób×eÖÚa¹
ØiÓÒ× ÑaÝ aÐ×Ó iÒdicaØe ÑÓdi¬caØiÓÒ× ÓÖ eÜØeÒ×iÓÒ× Óf Øhe CA ÖÙÐe× Òece××aÖÝ
fÓÖ ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ÑÓdeÐÐiÒg Óf Øhe ÑÙÐØi¹ÐaÒe ØÖaÆcº
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Ìhe geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe CA ÑÓdeÐ× Óf ØÖaÆc ÓÒ ideaÐiÞed ×iÒgÐe¹ÐaÒe high¹
ÛaÝ× ØÓ ØhÓ×e ÓÒ ÑÙÐØi¹ÐaÒe highÛaÝ× ÑaÝ be ÖegaÖded a× eÜØeÒ×iÓÒ× Óf ÓÒe¹
diÑeÒ×iÓÒaÐ ÑÓdeÐ chaiÒ× ØÓ ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ×ØÖiÔ×º Ìhe BÅÄ ÑÓdeÐ Óf Úe¹
hicÙÐaÖ ØÖaÆc iÒ ciØie× ÑaÝ be ÖegaÖded a× a fÙÖØheÖ geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ× Óf Øhe×e
ÑÓdeÐ× fÖÓÑ ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ chaiÒ× ØÓ ØÛÓ¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÐaØØice×¸ ÓÖ fÙÖØheÖ¸
ØÓ decÓÖaØed ÐaØØice×º A feÛ di«eÖeÒØ CA ÖÙÐe× haÚe beeÒ cÓÒ×ideÖed ×Ó faÖ fÓÖ
ØakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe e«ecØ× Óf Øhe ØÖaÆc ÐighØ× aØ Øhe cÖÓ××iÒg× Óf ×ØÖeeØ× iÒ
×Ùch ideaÐiÞed ×ØÖeeØ ÒeØÛÓÖk×º Ïe haÚe eÑÔha×iÞed Øhe iÒØÖiÒ×ic di«eÖeÒce×
beØÛeeÒ ÔeÖcÓÐaØiÓÒ cÐÙ×ØeÖ× aÒd Øhe cÐÙ×ØeÖ Óf jaÑÑed ÚehicÐe× iÒ Øhe BÅÄ
´aÒd ×iÑiÐaÖµ ÑÓdeÐ× iÒ ×ÔiØe Óf ×ÓÑe aÔÔaÖeÒØ ×iÑiÐaÖiØie× beØÛeeÒ ØheÑº

Ïe haÚe fÓcÙ×ed aØØeÒØiÓÒ ÑaiÒÐÝ ÓÒ Øhe ÔÖÓgÖe×× Ñade iÒ Øhe ÖeceÒØ ÝeaÖ×
Ù×iÒg "ÔaÖØicÐe¹hÓÔÔiÒg" ÑÓdeÐ×¸ fÓÖÑÙÐaØed iÒ ØeÖÑ× Óf ceÐÐÙÐaÖ aÙØÓÑaØa¸
aÒd cÓÑÔaÖed Øhe×e ÛiØh ×eÚeÖaÐ ÓØheÖ ×iÑiÐaÖ ×Ý×ØeÑ×º AÐØhÓÙgh Øhi× ÑaÝ be
a ×ÐighØÐÝ bia×ed ÓÚeÖÚieÛ ´a× aÐÐ ÖeÚieÛ× Ù×ÙaÐÐÝ aÖeµ Óf Øhe ØheÓÖÝ Óf Úehic¹
ÙÐaÖ ØÖaÆc¸ Ûe haÚe aÐ×Ó di×cÙ××ed Øhe ÑaiÒ idea× behiÒd aÐÐ Øhe ÑajÓÖ aÔ¹
ÔÖÓache× iÒcÐÙdiÒg Øhe Ùid¹dÝÒaÑicaÐ¸ ga×¹kiÒeØic aÒd caÖ¹fÓÐÐÓÛiÒg ØheÓÖie×
Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆcº AØ ÔÖe×eÒØ Øhe ÖeÐaØiÓÒ×hiÔ× beØÛeeÒ di«eÖeÒØ aÔÔÖÓache×
Óf ÑÓdeÐÐiÒg haÚe ÒÓØ eÜÔÐÓÖed iÒ gÖeaØ deØaiÐº ÁØ ÛÓÙÐd be ÚeÖÝ Ù×efÙÐ if Øhe
ÔheÒÓÑeÒÓÐÓgicaÐ ÔaÖaÑeØeÖ× Óf Øhe ÑacÖÓ×cÓÔic ØheÓÖie× caÒ be e×ØiÑaØed bÝ
ÙØiÐiÞiÒg Øhe ÑaØheÑaØicaÐ fÓÖÑÙÐae ÖeÐaØiÒg Øhe×e ÛiØh ØhÓ×e Óf Øhe "ÑicÖÓ¹
×cÓÔic" ÑÓdeÐ×º

ÁØ i× ÒÓÛ ÕÙiØe cÐeaÖ ØhaØ¸ iÒ ÓÖdeÖ ØÓ Ñake ×igÒi¬caÒØ fÙÖØheÖ ÔÖÓgÖe××¸ Ûe
ÒÓØ ÓÒÐÝ Òeed ÑÓÖe ÖeaÐi×Øic ÑÓdeÐ× aÒd beØØeÖ ØechÒiÕÙe× Óf caÐcÙÐaØiÓÒ bÙØ
Ûe aÐ×Ó Òeed ÑÓÖe deØaiÐed aÒd accÙÖaØe eÑÔiÖicaÐ daØa fÖÓÑ ÖeaÐ ØÖaÆc ÓÒ
highÛaÝ× a× ÛeÐÐ a× ÑÓÖe caÖefÙÐ Öe¹aÒaÐÝ×i× Óf Øhe eÜi×ØiÒg daØa iÒ Øhe ÐighØ
Óf ÖeceÒØÐÝ deÚeÐÓÔed cÓÒceÔØ×º ËÓ faÖ a× Øhe Ób×eÖÚaØiÓÒ Óf Øhe ÖeaÐ ØÖaÆc i×
cÓÒceÖÒed¸ a ÐÓØ caÒ be ÐeaÖÒØ fÖÓÑ a ×Ý×ØeÑaØic aÒaÐÝ×i× Óf aeÖeaÐ ÔicØÙÖe×
ÓÖ ÚideÓ ÔhÓØÓgÖaÔh×º AÐØeÖÒaØiÚeÐÝ̧ a× Øhe ×ecÓÒd be×Ø chÓice¸ a ×eÖie× Óf
cÓÙÒØiÒg ÐÓÓÔ× aÐÓÒg Øhe highÛaÝ caÒ giÚe ÑÓÖe iÒ×ighØ¸ bÝ ÔÖÓÚidiÒg deØaiÐed
iÒfÓÖÑaØiÓÒ ÓÒ¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ØiÑe¹headÛaÝ× ´ÙÜµ¸ ÚeÐÓciØÝ aÒd ÐÓcaÐ deÒ×iØÝº

Áf ÝÓÙ aÖe a cÖiØicaÐ ØhiÒkeÖ ´ÓÖ a ÔÖagÑaØi×Øµ ÝÓÙ ÑaÝ a×k: "aÖÑed ÛiØh Øhe
ØheÓÖeØicaÐ ØÓÓÐ× aØ ÓÙÖ di×ÔÓ×aÐ ÒÓÛ¸ caÒ Ûe ÔÖedicØ Øhe ÓccÙÖÖeÒce Óf a ØÖaÆc
jaÑ aØ a ×Ôeci¬c ÔÐace ÓÒ a giÚeÒ highÛaÝ ´ÓÖ ×ØÖeeØµ aØ a ÔaÖØicÙÐaÖ iÒ×ØaÒØ Óf
ØiÑe"? Ìhi× ÕÙe×ØiÓÒ ×ÓÙÒd× ×iÑiÐaÖ ØÓ ÕÙe×ØiÓÒ× ÓfØeÒ a×ked iÒ Øhe cÓÒØeÜØ Óf
×ÓÑe ÓØheÖ iÒØeÖdi×ciÔÐiÒaÖÝ ØÓÔic× Óf cÙÖÖeÒØ Öe×eaÖch iÒ Øhe aÖea Óf cÓÑÔÐeÜ
×Ý×ØeÑ×¸ eºgº¸ "caÒ Ûe ÔÖedicØ aÒ eaÖØhÕÙake"¸ ÓÖ¸ "caÒ Ûe ÔÖedicØ a ×ØÓck
ÑaÖkeØ cÖa×h"? Çf cÓÙÖ×e¸ Ûe kÒÓÛ ØhaØ¸ aØ ÔÖe×eÒØ¸ Øhe be×Ø Ûe caÒ hÓÔe
fÓÖ i× ØÓ ÔÖedicØ ´if aØ aÐÐ ÔÓ××ibÐeµ ÔÖÓbabiÐiØie× Óf ÓccÙÖÖeÒce× Óf aÐÐ Øhe×e
ÔheÒÓÑeÒaº BÙØ¸ Ûe ÑÙ×Ø adÑiØ ØhaØ¸ Ûe haÚe a ÐÓÒg ÛaÝ ØÓ gÓ befÓÖe Ûe
cÓÑe eÚeÒ cÐÓ×e ØÓ Øhi× gÓaÐº ÆeÚeÖØheÐe××¸ Ûe hÓÔe ÝÓÙ haÚe eÒjÓÝed Øhe
fa×ciÒaØiÒg ØÛi×Ø× aÒd ØÙÖÒ× Óf Øhe ÛaÝ Ûe haÚe cÓÚeÖed ×Ó faÖº ÇÙÖ eÒdeÚeÓÙÖ
ÛiÐÐ be ÑÓÖe ×Ùcce××fÙÐ if ÝÓÙÖ iÒØeÖe×Ø ha× beeÒ ×ØiÑÙÐaØed bÝ Øhe iÒØeÐÐecØÙaÐ
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chaÐÐeÒge× ÔÓ×ed bÝ Øhe ÓÔeÒ ÔÖÓbÐeÑ× aÒd if ÝÓÙ aÖe ÛiÐÐiÒg ØÓ ÙÒcÓÚeÖ Øhe
cÙÖÖeÒØ ÑÝ×ØeÖie× a× ÛeÐÐ a× aÒØiciÔaØiÒg ÒeÛ ×ÙÖÔÖi×e× ØhaØ ÑaÝ Ðie aheadº Ïe
aÖe jÙ×Ø aØ Øhe begiÒÒiÒg Óf a ÐÓÒg ÖÓad!

"Ìhe ÚÓÐÙÑe Óf ÚehicÙÐaÖ ØÖaÆc iÒ Øhe Ôa×Ø ×eÚeÖaÐ ÝeaÖ× ha× ÖaÔidÐÝ ÓÙØ¹
×ØÖiÔÔed Øhe caÔaciØie× Óf Øhe ÒaØiÓÒ³× highÛaÝ×º ÁØ ha× becÓÑe iÒcÖea×iÒgÐÝ
Òece××aÖÝ ØÓ ÙÒdeÖ×ØaÒd Øhe dÝÒaÑic× Óf ØÖaÆc ÓÛ aÒd ÓbØaiÒ a ÑaØheÑaØi¹
caÐ de×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhe ÔÖÓce××" ¹ Àº GÖeeÒbeÖg ´½959µ

AckÒÓÛÐedgeÑeÒØ×: ÁØ i× ÓÙÖ ÔÐea×ÙÖe ØÓ ØhaÒk Èº AÖÒdØ¸ Êº BaÖÐÓÚic¸ Åº
BaÖÑa¸ ÂºGº BÖaÒkÓÚ¸ Eº BÖÓckfeÐd¸ Gº DiedÖich¸ Bº Ei×eÒbÐ�aØØeÖ¸ Âº E××eÖ¸
Ãº GhÓ×h¸ Æº ÁØÓ¸ Âº ÃeÖØe×Þ¸ Ãº ÃÐaÙck¸ Ïº ÃÒÓ×Ôe¸ Ëº ÃÖaÙ××¸ Âº ÃÖÙg¸ Dº
ÃØiØaÖeÚ¸ Aº ÅajÙÑdaÖ¸ Ãº ÆageÐ¸ Äº ÆeÙbeÖØ¸ Aº Èa×ÙÔaØhÝ̧ Îº ÈÓÔkÓÚ¸ ÎºBº
ÈÖieÞÞheÚ¸ Æº ÊajeÛ×kÝ̧ Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Gº Ëch�ÙØÞ¸ Ëº ËiÒha¸ Dº ËØaÙ«eÖ¸
ÊºBº ËØiÒchcÓÑbe¸ Yº ËÙgiÝaÑa¸ Èº ÏagÒeÖ¸ DºEº ÏÓÐf aÒd Âº ZiØØaÖØÞ fÓÖ
eÒjÓÝabÐe cÓÐÐabÓÖaØiÓÒ× Øhe Öe×ÙÐØ× Óf ×ÓÑe Óf Ûhich haÚe beeÒ ÖeÚieÛed heÖe¸
fÓÖ Ù×efÙÐ di×cÙ××iÓÒ× aÒd fÓÖ cÖiØicaÐ cÓÑÑeÒØ× a× ÛeÐÐ a× ×Ùgge×ØiÓÒ× ÓÒ a
ÔÖeÐiÑiÒaÖÝ dÖafØ Óf Øhi× ÖeÚieÛº ÇÒe Óf Ù× ´DCµ ackÒÓÛÐedge× ÛaÖÑ hÓ×ÔiØaÐ¹
iØÝ Óf ÁCÌÈ¸ ÌÖie×Øe dÙÖiÒg Øhe ÔÖeÔaÖaØiÓÒ Óf Øhi× ÑaÒÙ×cÖiÔØº Ìhi× ÛÓÖk i×
×ÙÔÔÓÖØed bÝ ËFB¿4½ Ã�ÓÐÒ¹AacheÒ¹Â�ÙÐichº
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A De¬ÒiØiÓÒ Óf ÙÔdaØe ÓÖdeÖ×

A dÝÒaÑicaÐ ÑÓdeÐ i× ÒÓØ fÙÐÐÝ de¬Òed jÙ×Ø bÝ iØ× ÐÓcaÐ ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖÙÐe×º ÁÒ
addiØiÓÒ ÓÒe ha× ØÓ ×ÔecifÝ Øhe ÓÖdeÖ iÒ Ûhich Øhe ÖÙÐe× aÖe aÔÔÐied ØÓ Øhe
di«eÖeÒØ ÔaÖØicÐe×¸ iºeº Øhe ÙÔdaØe ÓÖdeÖiÒg ´×ÓÑeØiÑe× aÐ×Ó caÐÐed ³dÝÒaÑic×³µº
Ìhi× i× aÒ e××eÒØiaÐ ÔaÖØ Óf Øhe de¬ÒiØiÓÒ Óf Øhe ÑÓdeÐ ×iÒce Øhe ØÖaÒ×ieÒØ aÒd
eÚeÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe ÑaÝ di«eÖ dÖaÑaØicaÐÐÝ [¿½½¸¿½¾]º

FÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÓÒe Ù×e× a ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe ×cheÑe [½4¼] ÛheÖe Øhe ÖÙÐe× aÖe
aÔÔÐied ØÓ aÐÐ ÔaÖØicÐe× ´iºeº¸ ÚehicÐe×µ aØ Øhe ×aÑe ØiÑeº Ìhi× kiÒd Óf ÓÖdeÖiÒg
i× ×ÓÑeØiÑe× aÐ×Ó caÐÐed ×ÝÒchÖÓÒÓÙ× ÙÔdaØiÒgº

AÑÓÒg Øhe ÚaÖiÓÙ× ØÝÔe× Óf a×ÝÒchÖÓÒÓÙ× ÙÔdaØe ×cheÑe× ÑÓ×Ø fÖeÕÙeÒØÐÝ Øhe
Øhe ×Ó¹caÐÐed ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe i× Ù×edº ÀeÖe ÓÒe Ôick× ÓÒe ÔaÖØicÐe aØ
ÖaÒdÓÑ aÒd aÔÔÐie× Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖÙÐe× ØÓ iØº ÌheÒ ÓÒe Ñake× aÒÓØheÖ ÖaÒdÓÑ
chÓice ´Ûhich caÒ aÐ×Ó be Øhe ×aÑe ÔaÖØicÐe agaiÒµ aÒd ×Ó ÓÒº Ìhi× ÙÔdaØe i×
×ÓÑeØiÑe× caÐÐed cÓÒØiÒÙÓÙ× ×iÒce iØ caÒ be de×cÖibed bÝ a Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ iÒ
cÓÒØiÒÙÓÙ× ØiÑeº

AÔaÖØ fÖÓÑ Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe ØheÖe aÖe ÓØheÖ ÙÔdaØe× Ûhich aÖe di×cÖeØe
iÒ ØiÑeº Ïe jÙ×Ø ÑeÒØiÓÒ Øhe ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe×º ÀeÖe ÓÒe ×ØaÖØ× bÝ
aÔÔÐÝiÒg Øhe ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖÙÐe× ØÓ ÓÒe ÔaÖØicÐeº AfØeÖ ØhaØ Øhe ÖÙÐe× aÖe aÔÔÐied
ØÓ Øhe ÓØheÖ ÔaÖØicÐe× iÒ a ¬Üed ÓÖdeÖ¸ eºgº ÓÒe ÑighØ cÓÒØiÒÙe ÛiØh Øhe ÒeÜØ
ÔaÖØicÐe ahead Óf Øhe ¬Ö×Ø ÓÒe ´fÓÖÛaÖd¹ÓÖdeÖedµ ÓÖ Øhe ÒeÜØ ÔaÖØicÐe behiÒd iØ
´backÛaÖd¹ÓÖdeÖedµº Ïe ÛÓÙÐd Ðike ØÓ ÔÓiÒØ ÓÙØ ØhaØ¸ iÒ ÔÖiÒciÔÐe¸ ÓÒe ha× ØÓ
di×ØiÒgÙi×h ØÛÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe× Ûhich ÓÒe cÓÙÐd
ÒaÑe ×iØe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ aÒd ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÁÒ
cÓÒØÖa×Ø ØÓ Øhe ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe de×cÖibed abÓÚe¸ iÒ Øhe ×iØe¹
ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe Øhe ÖÙÐe× aÖe aÔÔÐied ØÓ aÐÐ ×iØe× cÓÒ×ecÙØiÚeÐÝº Ìhi×
ÑighØ haÚe a ×ØÖÓÒg e«ecØ¸ ×iÒce a ÔaÖØicÐe ÑighØ ÑÓÚe ØÓ ÒeÜØ ceÐÐ ahead
Ûhich ØheÒ i× ÙÔdaØed ÒeÜØ ´fÓÖ Øhe fÓÖÛaÖd¹ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔ¹
daØeµº ÌheÒ Øhi× ÔaÖØicÐe ÑighØ ÑÓÚe agaiÒ aÒd ×Ó ÓÒº Ìhi× i× di«eÖeÒØ fÖÓÑ
Øhe ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ca×e ÛheÖe a ÔaÖØicÐe aØ ÑÓ×Ø ÑÓÚe× ÓÒce dÙÖ¹
iÒg a ×ÛeeÔ ØhÖÓÙgh Øhe ÐaØØiceº A× aÒ eÜaÑÔÐe cÓÒ×ideÖ Øhe eÜØÖeÑe ca×e
Óf Øhe ÆaËch ÑÓde ÛiØh ÚÑaÜ = ½ ÛheÖe ÓÒÐÝ ÓÒe ÔaÖØicÐe i× ÔÖe×eÒØ Ûhich
ÑÓÚe× ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ Õ = ½ ØÓ aÒ eÑÔØÝ ceÐÐ iÒ fÖÓÒØº Ìhi× ÔaÖØicÐe ÛiÐÐ
ÑÓÚe ØhÖÓÙgh Øhe ÛhÓÐe ÐaØØice dÙÖiÒg ÓÒe ×ÛeeÔ! BÝ ÐÓÓkiÒg aØ a ÐaØØice ÛiØh
ØÛÓ ÔaÖØicÐe×¸ ÓÒe caÒ aÐÖeadÝ ×ee ØhaØ Øhe ØÛÓ di«eÖeÒØ ÙÔdaØe× ÑighØ iÒ¹
ØÖÓdÙce ÖaØheÖ di«eÖeÒØ cÓÖÖeÐaØiÓÒ×º ËØaÖØiÒg ÛiØh ÔaÖØicÐe× ×eÔaÖaØed bÝ d
eÑÔØÝ ×iØe×¸ iÒ Øhe ×iØe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe Øhe ÐefØ ÔaÖØicÐe ÛiÐÐ ÑÓÚe
ØÓ Øhe ÖighØ ÙÒØiÐ iØ Öeache× Øhe ÖighØ ÔaÖØicÐe¸ Ûhich ØheÒ ×ØaÖØ× ØÓ ÑÓÚeº ÇÒ
Øhe ÓØheÖ haÒd¸ iÒ Øhe ca×e Óf ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔdaØe Øhe ÔaÖØicÐe×
ÛiÐÐ ×ØaÝ aÐÛaÝ× d ÓÖ d  ½ ×iØe× aÔaÖØº FÓÖ geÒeÖaÐ ÚaÐÙe× Óf Õ Øhe ×iØÙaØiÓÒ i×
×iÑiÐaÖº
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ÌheÖe aÖe ×eÚeÖaÐ ÓØheÖ ÙÔdaØe× Ûhich caÒ be de¬Òedº Ïe ÖefeÖ ØÓ Øhe ÐiØeÖa¹
ØÙÖe ´×ee eºgº [½66¸¿½½ß¿½5]µ fÓÖ a cÓÑÔaÖi×ÓÒ Óf di«eÖeÒØ ÙÔdaØe ÔÖÓcedÙÖe×º
Ìhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØe Ù×ÙaÐÐÝ ÔÖÓdÙce× Øhe ×ØÖÓÒge×Ø cÓÖÖeÐaØiÓÒ× aÒd i× Ù×ed fÓÖ
ØÖaÆc ×iÑÙÐaØiÓÒ× [½4¼]º ÆÓØe ØhaØ Øhe fÓÖÛaÖd¹ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ ÙÔ¹
daØe i× aÐÑÓ×Ø ideÒØicaÐ ØÓ Øhe ÔaÖaÐÐeÐ ÙÔdaØeº ÁÒ Øhe ca×e Óf ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ
cÓÒdiØiÓÒ× a di«eÖeÒce ÓÒÐÝ ÓccÙÖ× dÙÖiÒg Øhe ÙÔdaØe Óf Øhe Ða×Ø ÔaÖØicÐeº ÁÒ
Øhe fÓÖÛaÖd¹ÓÖdeÖed ca×e Øhe ÔaÖØicÐe iÒ fÖÓÒØ Óf iØ ´iºeº Øhe ¬Ö×Ø ÔaÖØicÐeµ ÑighØ
aÐÖeadÝ haÚe ÑÓÚed ×iÒce iØ ha× beeÒ ÙÔdaØed eaÖÐieÖº AÐØhÓÙgh Øhi× di«eÖeÒce
aÔÔeaÖ× ØÓ be ÑiÒÓÖ iØ caÒ haÚe a ÐaÖge e«ecØº Ìhe di«eÖeÒce beØÛeeÒ ÔaÖaÐÐeÐ
aÒd fÓÖÛaÖd¹ÔaÖØicÐe¹ÓÖdeÖed ÙÔdaØe caÒ be ÚieÛed a× a dÝÒaÑicaÐ defecØº

B ÌAËEÈ

Ìhi× ×iÑÔÐe ÑÓdeÐ Óf dÖiÚeÒ ×Ý×ØeÑ× Óf iÒØeÖacØiÒg ÔaÖØicÐe× i× ÓÒe Óf Øhe ÑÓ×Ø
eÜhaÙ×ØiÚeÐÝ ×ØÙdied ÔÖÓØÓØÝÔe ÑÓdeÐ× iÒ ÒÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ ×ØaØi×ØicaÐ ÑechaÒ¹
ic× [½4ß½6¸¿½6¸¿½7]º Ìhi× ÑÓdeÐ caÒ be diÚided iÒØÓ fÓÙÖ cÐa××e× ÓÒ Øhe ba×i×
Óf Øhe bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÒd Øhe ÙÔdaØe ×cheÑe fÓÖ Øhe iÑÔÐeÑeÒØaØiÓÒ Óf
Øhe dÝÒaÑic×º ÁÒ Øhi× aÔÔeÒdiÜ Ûe cÓÒ×ideÖ Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ÓÒÐÝ ÖaÒdÓÑ¹
×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic×º

ÄeØ Ù× cÓÒ×ideÖ Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÒd ÖaÒdÓÑ¹
×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic×º ËiÒce ÓÒÐÝ ØÛÓ ×ØaØe×¸ ÒaÑeÐÝ eÑÔØÝ aÒd ÓccÙÔied¸ aÖe
aÐÐÓÛed fÓÖ each ×iØe Ûe caÒ Ù×e a ØÛÓ¹×ØaØe ÚaÖiabÐe Òi ØÓ deÒÓØe Øhe ×ØaØe
Óf Øhe i¹Øh ×iØe ÛheÖe Òi = ¼ if Øhe i¹Øh ×iØe i× eÑÔØÝ aÒd Òi = ½ if Øhe i¹
Øh ×iØe i× ÓccÙÔiedº FÓÖ aÒÝ giÚeÒ iÒiØiaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ fÒi´¼µg¸ Ûe caÒ ÛÖiØe
Øhe eÕÙaØiÓÒ× gÓÚeÖÒiÒg Øhe ØiÑe eÚÓÐÙØiÓÒ Óf hÒi´Øµi ´aÒd aÐÐ Øhe cÓÖÖeÐaØiÓÒ
fÙÒcØiÓÒ×µ bÝ ØakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ aÐÐ Øhe ÔÖÓce××e× dÙÖiÒg Øhe eÐeÑeÒØaÖÝ ØiÑe
iÒØeÖÚaÐ dØº ÁØ i× ÒÓØ diÆcÙÐØ ØÓ e×ØabÐi×h ØhaØ

Òi´Ø · dØµ =

8>><
>>:
Òi´Øµ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ ½  ¾dØ

Òi ½´Øµ · Òi´Øµ  Òi ½´ØµÒi´Øµ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ dØ

Òi´ØµÒi·½´Øµ ÛiØh ÔÖÓbabiÐiØÝ dØ

´Bº½µ

dÒi

dØ
= Òi ½´½  Òiµ  Òi´½  Òi·½µ ´Bº¾µ

Ûhich¸ ÙÔÓÒ aÚeÖagiÒg ÓÚeÖ Øhe hi×ØÓÖÝ beØÛeeÒ ØiÑe× ¼ aÒd Ø¸ Ðead× ØÓ Øhe
eÕÙaØiÓÒ

dhÒii
dØ

= hÒi ½i   hÒii   hÒi ½Òii· hÒiÒi·½i ´Bº¿µ
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fÓÖ hÒii¸ Øhe aÚeÖage ÓccÙÔaØiÓÒ Óf Øhe i¹Øh ×iØeº ÆÓØe ØhaØ Øhe eÕÙaØiÓÒ fÓÖ
hÒii iÒÚÓÐÚe× ØÛÓ¹×iØe cÓÖÖeÐaØiÓÒ×º ËiÑiÐaÖÐÝ̧ iØ i× ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd ØÓ ×ee ØhaØ
Øhe eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ Øhe ØÛÓ¹×iØe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× iÒÚÓÐÚe ØhÖee¹×iØe cÓÖÖeÐaØiÓÒ× aÒd
×Ó ÓÒº ÌhÙ×¸ Øhe ÔÖÓbÐeÑ i× aÒ iÒØÖiÒ×icaÐÐÝ Æ ¹bÓdÝ ÔÖÓbÐeÑ! Ìhe ÔÖÓbabiÐiØÝ
di×ØÖibÙØiÓÒ fÓÖ Øhi× ×Ý×ØeÑ iÒ Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe i× giÚeÒ bÝ [¾¾]

È×ØeadÝ ×ØaØe´fÒigµ =
Æ !´Ä Æµ!

Ä!
´Bº4µ

ÛheÖe Ä aÒd Æ ÖefeÖ ØÓ Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf ×iØe× aÒd Øhe ØÓØaÐ ÒÙÑbeÖ Óf
ÔaÖØicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº FÖÓÑ Øhi× di×ØÖibÙØiÓÒ iØ fÓÐÐÓÛ× ØhaØ hÒii = Æ=Ä aÒd
hÚi = Ä Æ

Ä ½
Ûhich Ðead ØÓ hÒii = c aÒd hÚi = ´½   cµ iÒ Øhe ØheÖÑÓdÝÒaÑic

ÐiÑiØº

Ìhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf Øhe ÌAËEÈ ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ× aÒd ÖaÒdÓÑ¹
×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic× ha× beeÒ deØeÖÑiÒed eÜacØÐÝ Ù×iÒg Øhe ×Ó¹caÐÐed ÅaØÖiÜ
ÈÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ ´ÅÈAµ ´×ee AÔÔeÒdiÜ F fÓÖ a ÑÓÖe ØechÒicaÐ iÒØÖÓdÙcØiÓÒµ iÒ
[½67] aÒd iÒ [½68] Ù×iÒg ÖecÙÖ×iÓÒ ÖeÐaØiÓÒ×º Ìhi× ×ÓÐÙØiÓÒ ha× beeÒ geÒeÖaÐiÞed
ØÓ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf di×cÖeØe dÝÒaÑic× iÒ [½7¾¸½7¿¸½66]º Ìhe ×ÓÐÙØiÓÒ fÓÖ ÔaÖ¹
aÐÐeÐ dÝÒaÑic× Ûa× ÓbØaiÒed ÖeceÒØÐÝ iÒ [½64] aÒd [½65] Ù×iÒg geÒeÖaÐiÞaØiÓÒ×
Óf Øhe ÅÈA ØechÒiÕÙeº

C ÆaiÚe ×iØe¹ÓÖieÒØed ÑeaÒ¹¬eÐd ØÖeaØÑeÒØ Óf Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ

ËÙÔÔÓ×e¸ cÚ´i; Øµ  ÈÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ ØheÖe i× a ÚehicÐe ÛiØh ×Ôeed Ú ´Ú =
¼; ½; ¾; :::; ÚÑaÜµ aØ Øhe ×iØe i aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Øº ÌheÒ¸ ÓbÚiÓÙ×ÐÝ̧ c´i; Øµ =ÈÚÑaÜ

j=¼ cj´i; Øµ  ÈÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ Øhe ×iØe i i× ÓccÙÔied bÝ a ÚehicÐe aØ Øhe ØiÑe
×ØeÔ Ø aÒd d´i; Øµ = ½   c´i; Øµ i× Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÔÖÓbabiÐiØÝ ØhaØ Øhe ×iØe i
i× eÑÔØÝ aØ Øhe ØiÑe ×ØeÔ Øº Í×iÒg Øhe de¬ÒiØiÓÒ

Â´c; Ôµ =
ÚÑaÜX
Ú=½

ÚcÚ:

fÓÖ Øhe ÙÜ Â´c; Ôµ ÓÒe caÒ geØ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd fÙÒdaÑeÒØaÐ diagÖaÑ fÓÖ Øhe
giÚeÒ Ô ÔÖÓÚided ÓÒe caÒ geØ cÚ iÒ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒº

ËØeÔ Á: AcceÐeÖaØiÓÒ ×Øage ´Ø! Ø½µ

c¼´i; Ø½µ= ¼; ´Cº½µ

cÚ´i; Ø½µ= cÚ ½´i; Øµ; ´¼ < Ú < ÚÑaÜµ ´Cº¾µ

cÚÑaÜ
´i; Ø½µ= cÚÑaÜ

´i; Øµ · cÚÑaÜ ½´i; Øµ ´Cº¿µ

ËØeÔ ÁÁ: DeceÐeÖaØiÓÒ ×Øage ´Ø½ ! Ø¾µ
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c¼´i; Ø¾µ= c¼´i; Ø½µ · c´i · ½; Ø½µ
ÚÑaÜX
Ú=½

cÚ´i; Ø½µ ´Cº4µ

cÚ´i; Ø¾µ= c´i · Ú · ½; Ø½µ
ÚY

j=½

d´i · j; Ø½µ
ÚÑaÜX

Ú¼=Ú·½

cÚ¼´i; Ø½µ

·cÚ´i; Ø½µ
ÚY

j=½

d´i · j; Ø½µ; ´¼ < Ú < ÚÑaÜµ ´Cº5µ

cÚÑaÜ
´i; Ø¾µ=

ÚÑaÜY
j=½

d´i · j; Ø½µcÚÑaÜ
´i; Ø½µ ´Cº6µ

ËØeÔ ÁÁÁ: ÊaÒdÓÑiÞaØiÓÒ ×Øage ´Ø¾ ! Ø¿µ

c¼´i; Ø¿µ= c¼´i; Ø¾µ · Ôc½´i; Ø¾µ ´Cº7µ

cÚ´i; Ø¿µ= ÕcÚ´i; Ø¾µ · ÔcÚ·½´i; Ø¾µ; ´¼ < Ú < ÚÑaÜµ ´Cº8µ

cÚÑaÜ
´i; Ø¿µ= ÕcÚÑaÜ

´i; Ø¾µ ´Cº9µ

ËØeÔ ÁÎ: ÅÓÚeÑeÒØ ×Øage ´Ø¿ ! Ø · ½µ

cÚ´i; Ø · ½µ = cÚ´i  Ú; Ø¿µ; ´¼  Ú  ÚÑaÜµ ´Cº½¼µ

ÁÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e ÚÑaÜ = ½ Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´Cº½¹Cº½¼µ geØ ×iÑÔÐi¬ed aÒd¸ heÒce¸
Ûe geØ

c¼´i; Ø · ½µ= c´i; Øµc´i · ½; Øµ · Ôc´i; Øµd´i · ½; Øµ; ´Cº½½µ

c½´i; Ø · ½µ= Õc´i  ½; Øµd´i; Øµ: ´Cº½¾µ

ËiÑiÐaÖÐÝ̧ iÒ Øhe ca×e Óf ÚÑaÜ = ¾¸ ÓÒe geØ×

c¼´i; Ø · ½µ= [c´i; Øµ · Ôd´i; Øµ]c¼´i; Øµ · [½ · Ôd´i; Øµ]c´i; Øµ[c½´i; Øµ · c¾´i; Øµ];

´Cº½¿µ

c½´i; Ø · ½µ= d´i; ØµÕc¼´i; Øµ · d´i; Øµ[Õc´i; Øµ · Ôd´i; Øµ][c½´i; Øµ · c¾´i; Øµ];

´Cº½4µ

c¾´i; Ø · ½µ= Õd¾´i; Øµ[c½´i; Øµ · c¾´i; Øµ]: ´Cº½5µ

D ÈaÖadi×icaÐ ÑeaÒ¹¬eÐd ØheÓÖÝ

FÓÖ ÚÑaÜ = ½ Øhe ÕÙe×ØiÓÒ¸ ÛheØheÖ a ×ØaØe i× a GÓE ×ØaØe ÓÖ ÒÓØ¸ caÒ be decided
ÐÓcaÐÐÝ bÝ iÒÚe×ØigaØiÒg jÙ×Ø ÒeaÖe×Ø¹ÒeighbÓÙÖ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×º BÝ aÒaÐÝ×iÒg
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Øhe ÙÔdaØe ÖÙÐe× ÓÒe ¬Òd× ØhaØ aÐÐ ×ØaØe× cÓÒØaiÒiÒg Øhe ÐÓcaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×
´¼; ½µ ÓÖ ´½; ½µ¸ iºeº cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× ÛheÖe a ÑÓÚiÒg ÚehicÐe i× diÖecØÐÝ fÓÐÐÓÛed
bÝ aÒÓØheÖ caÖ¸ aÖe GÓE ×ØaØe×º Ìhi× i× ÒÓØ ÔÓ××ibÐe a× caÒ be ×eeÒ bÝ ÐÓÓkiÒg
aØ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×º Ìhe ÑÓÑeÒØaÖÝ ÚeÐÓciØÝ giÚe× Øhe ÒÙÑbeÖ Óf
ceÐÐ× ØhaØ Øhe caÖ ÑÓÚed iÒ Øhe ÔÖeÚiÓÙ× ØiÑe×ØeÔº ÁÒ bÓØh cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× Øhe
¬Ö×Ø caÖ ÑÓÚed ÓÒe ceÐÐº ÌheÖefÓÖe iØ i× iÑÑediaØeÐÝ cÐeaÖ ØhaØ ´¼; ½µ i× a GÓE
×ØaØe ×iÒce ÓØheÖÛi×e ØheÖe ÛÓÙÐd haÚe beeÒ a dÓÙbÐÝ¹ÓccÙÔied ceÐÐ befÓÖe
Øhe Ða×Ø ØiÑe×ØeÔº Ìhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ´½; ½µ i× aÐ×Ó ÒÓØ ÔÓ××ibÐe ×iÒce bÓØh caÖ×
ÑÙ×Ø haÚe ÓccÙÔied ÒeighbÓÙÖiÒg ceÐÐ× befÓÖe Øhe Ða×Ø ØiÑe×ØeÔ ØÓÓº ÌheÖefÓÖe¸
accÓÖdiÒg ØÓ ×ØeÔ ¾¸ Øhe ×ecÓÒd caÖ cÓÙÐd ÒÓØ ÑÓÚeº

Ìhe ÅFÌ eÕÙaØiÓÒ× ´64µ aÒd ´65µ haÚe ØÓ be ÑÓdi¬ed ØÓ Øake iÒØÓ accÓÙÒØ Øhe
eÜi×ØeÒce Óf GÓE ×ØaØe×º ÁÒ geÒeÖaÐ¸ ÓÒe ha× ØÓ fÓÐÐÓÛ Øhe ÔÖÓcedÙÖe ÓÙØÐiÒed iÒ
AÔÔeÒdiÜ Cº A ÕÙickeÖ ÛaÝ ØÓ deÖiÚe Øhe ÔaÖadi×icaÐ ÑeaÒ¹¬eÐd ´ÔÅFµ eÕÙa¹
ØiÓÒ× i× ØÓ aÒaÐÝ×e Øhe ÅF eÕÙaØiÓÒ× ´64µ aÒd ´65µº ÁÒ ´64µ Øhe cÓÒØÖibÙØiÓÒ
c´i; Øµc´i · ½; Øµ aÔÔeaÖ×º ËiÒce Ûe kÒÓÛ ØhaØ ×iØe i · ½ caÒ ÒeÚeÖ be ÓccÙÔied
bÝ a caÖ ÛiØh ÚeÐÓciØÝ ½ if ×iØe i i× ÒÓØ eÑÔØÝ̧ Øhi× cÓÒØÖibÙØiÓÒ ha× ØÓ be ÑÓd¹
i¬ed ØÓ c´i; Øµc¼´i · ½; Øµ iÒ ÔÅFÌº AÐÐ ÓØheÖ cÓÒØÖibÙØiÓÒ× aÖe ÐefØ ÙÒchaÒged
cÓÑÔaÖed ØÓ ÅFÌº

DÙe ØÓ Øhi× ÑÓdi¬caØiÓÒ aÒd Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ÖedÙcØiÓÒ Óf Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ
×Ôace Øhe ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ c¼ ·c½ = c i× ÒÓ ÐÓÒgeÖ ×aØi×¬ed aÙØÓÑaØicaÐÐÝº ÌheÖe¹
fÓÖe a ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ cÓÒ×ØaÒØ Æ ha× ØÓ be iÒØÖÓdÙcedº Ìhe ¬ÒaÐ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ
a hÓÑÓgeÒeÓÙ× ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe aÖe ØhaÒ giÚeÒ bÝ

c¼ =Æ ´c¼ · Ôdµc; ´Dº½µ

c½ =Æ Õcd; ´Dº¾µ

ÛiØh Øhe ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ

Æ =
½

c¼ · d
: ´Dº¿µ

ËiÒce c¼ · c½ = c Ûe haÚe ÓÒÐÝ ÓÒe iÒdeÔeÒdeÒØ ÚaÖiabÐe fÓÖ ¬Üed deÒ×iØÝ c¸
eºgº c½º ËÓÐÚiÒg ´Dº½µ¸ ´Dº¾µ fÓÖ c½ Ûe ÓbØaiÒ

c½ =
½

¾


½ 

Õ
½  4Õ´½  cµc


: ´Dº4µ

Ìhe ÓÛ i× giÚeÒ bÝ f´cµ = c½ aÒd Ûe ÖecÓÚeÖ Øhe eÜacØ ×ÓÐÙØiÓÒ fÓÖ Øhe ca×e
ÚÑaÜ = ½º

ÁÒ Øhe ca×e ÚÑaÜ = ¾ ÑÓÖe GÓE ×ØaØe× eÜi×Øº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ ideÒØifÝ Øhe×e iØ i×
heÐÔfÙÐ ØÓ ÒÓØe ØhaØ Øhe ÖÙÐe× ×ØeÔ ½ ß ×ØeÔ 4 iÑÔÐÝ dj´Øµ = dj´Ø ½µ·Új·½´Øµ 
Új´Øµ aÒd ØheÖefÓÖe
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dj´Øµ Új·½´Øµ  Új´Øµ; ´Dº5µ

Új´Øµ dj´Ø  ½µ ´Dº6µ

Ìhe ×ecÓÒd iÒeÕÙaÐiØÝ ´Dº6µ i× a cÓÒ×eÕÙeÒce Óf ×ØeÔ ¾º

ÁÒ Øhe fÓÐÐÓÛiÒg Ûe Ði×Ø Øhe eÐeÑeÒØaÖÝ GÓE ×ØaØe×¸ iºeº Øhe ÐÓcaÐ cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×
Ûhich aÖe dÝÒaÑicaÐÐÝ fÓÖbiddeÒ ´caÖ× ÑÓÚe fÖÓÑ ÐefØ ØÓ ÖighØµ:

´¼; ½µ; ´¼; ¾µ; ´½; ¾µ; ´¼; ¯; ¾µ; ´Dº7µ

´½; ½µ; ´¾; ½µ; ´¾; ¾µ; ´½; ¯; ¾µ; ´¾; ¯; ¾µ; ´Dº8µ

´¼; ¯; ¯; ¾µ: ´Dº9µ

Ìhe ÒÙÑbeÖ× giÚe Øhe ÚeÐÓciØÝ Óf a ÚehicÐe iÒ aÒ ÓccÙÔied ceÐÐ aÒd ¯ deÒÓØe×
aÒ eÑÔØÝ ceÐÐº

Ìhe eÐeÑeÒØaÖÝ GÓE ×ØaØe× iÒ ´Dº7µ ÚiÓÐaØe Øhe iÒeÕÙaÐiØÝ ´Dº5µ¸ aÒd Øhe
cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ× iÒ ´Dº8µ ÚiÓÐaØe ´Dº6µº Ìhe ×ØaØe iÒ ´Dº9µ i× a ×ecÓÒd ÓÖdeÖ
GÓE ×ØaØeº GÓiÒg ÓÒe ×ØeÔ back iÒ ØiÑe Ðead× ØÓ a ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ GÓE ×ØaØe ×iÒce
´¼; ¯; ¯; ¾µ ÑÙ×Ø haÚe eÚÓÐÚed fÖÓÑ ´¼; Úµ ´ÛiØh Ú = ½ ÓÖ Ú = ¾µº

AgaiÒ Ûe caÒ deÖiÚe Øhe ÔÅF eÕÙaØiÓÒ× bÝ ÑÓdifÝiÒg Øhe ÑeØhÓd fÓÖ Øhe
deÖiÚaØiÓÒ Óf Øhe ÅFÌº ÌakiÒg iÒØÓ accÓÙÒØ ÓÒÐÝ Øhe ¬Ö×Ø ÓÖdeÖ GÓE ×ØaØe×
´Dº7µ aÒd ´Dº8µ ÓÒe ÓbØaiÒ× Øhe fÓÐÐÓÛiÒg ÔÅF eÕÙaØiÓÒ×:

c¼ =Æ [c¼c · Ôd´c¼ · c½cµ] ; ´Dº½¼µ

c½ =Æ
h
Ôd¾´c½ · c¾µ · Õd´c¼ · c½cµ

i
; ´Dº½½µ

c¾ =Æ Õd¾´c½ · c¾µ: ´Dº½¾µ

Ìhe ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ Æ eÒ×ÙÖe× c¼ · c½ · c¾ = c aÒd i× giÚeÒ eÜÔÐiciØÐÝ bÝ

Æ =
½

c¼ · dc½ · d¾c¾

=
½

c¼ · d´½  c¾µ
: ´Dº½¿µ

Ìhe×e eÕÙaØiÓÒ× haÚe beeÒ aÒaÐÝ×ed iÒ [½4¾]º AfØeÖ eÜÔÖe××iÒg c¾ ØhÖÓÙgh c¼

aÒd c bÝ

c¾ =
½

¾d


c¼ · d 

Õ
´c¼ · dµ¾   4Õd¿´c  c¼µ


: ´Dº½4µ

ÁÒ×eÖØiÒg Øhi× Öe×ÙÐØ iÒØÓ ´Dº½¼µ Ûe ÓbØaiÒ a cÙbic eÕÙaØiÓÒ Ûhich deØeÖÑiÒe×
c¼ iÒ ØeÖÑ× Óf Øhe ÔaÖaÑeØeÖ× c aÒd Ô [½4¾]º Êe×ÙÐØ× fÓÖ di«eÖeÒØ ÚaÐÙe× Óf Ô
aÖe ×hÓÛÒ iÒ Figº ½9º Ìhe×e Öe×ÙÐØ× aÖe ÓÒÐÝ ×ÐighØÐÝ ÑÓdi¬ed ÛheÒ aÐ×Ó Øhe
×ecÓÒd ÓÖdeÖ GÓE ×ØaØe i× ØakeÒ iÒØÓ accÓÙÒØ [½4¾]º
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E EÕÙaØiÓÒ× Óf caÖ¹ÓÖieÒØed ØheÓÖÝ Óf ÆaËch ÅÓdeÐ aÒd CÇÅF

aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ

ÁÒ ØeÖÑ× Óf Ô¸ Õ¸ g aÒd g´Øµ = ½   g´Øµ¸ Øhe eÕÙaØiÓÒ× de×cÖibiÒg Øhe ØiÑe
eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÔÖÓbabiÐiØie× ÈÒ´Øµ fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½ aÖe
giÚeÒ bÝ

È¼´Ø · ½µ= g´Øµ[È¼´Øµ · ÕÈ½´Øµ]; ´Eº½µ

È½´Ø · ½µ= g´ØµÈ¼´Øµ · [Õg´Øµ · Ôg´Øµ]È½´Øµ · Õg´ØµÈ¾´Øµ; ´Eº¾µ

ÈÒ´Ø · ½µ= Ôg´ØµÈÒ ½´Øµ · [Õg´Øµ · Ôg´Øµ]ÈÒ´Øµ · Õg´ØµÈÒ·½´Øµ ´Ò  ¾µ:

´Eº¿µ

ÁØ i× ÛÓÖØh ÑeÒØiÓÒiÒg heÖe ØhaØ¸ fÓÖ Øhe ÆaËch ÑÓdeÐ ÛiØh ÚÑaÜ = ½¸ Øhe
¾¹cÐÙ×ØeÖ ÔÖÓbabiÐiØie× È¾´i; jµ Óf Øhe Øhe ËÇÅF ØheÓÖÝ aÖe ÖeÐaØed ØÓ Øhe
ÔÖÓbabiÐiØie× ÈÒ Óf Øhe CÇÅF ØheÓÖÝ ØhÖÓÙgh

È¾´½; ½µ= cÈ¼; ´Eº4µ

È¾´½; ¼µ= c´½  cµÈ½; ´Eº5µ

È¾´¼; ¼µ= ´½  cµ
ÈÒ·½

ÈÒ

´Ò  ½µ ´Eº6µ

F Ìhe ÑaØÖiÜ¹ÔÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ fÓÖ ×ØÓcha×Øic ×Ý×ØeÑ×

FÓÖ Øhe ×ØÓcha×Øic ×Ý×ØeÑ× cÓÒ×ideÖed heÖe Øhe ØiÑe¹eÚÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÔÖÓb¹
abiÐiØÝ È ´ ; Øµ ØÓ ¬Òd Øhe ×Ý×ØeÑ iÒ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ  = ´½; : : : ; Äµ i×
deØeÖÑiÒed bÝ Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒº FÓÖ ÖaÒdÓÑ¹×eÕÙeÒØiaÐ dÝÒaÑic× iØ ha×
Øhe fÓÖÑ

@È ´ ; Øµ

@Ø
=
X

~

Û´~ !  µÈ ´~ ; Øµ X
~

Û´ ! ~ µÈ ´ ; Øµ ´Fº½µ

ÛiØh ØÖaÒ×iØiÓÒ ÖaØe× Û´~ !  µ fÖÓÑ ×ØaØe ~ ØÓ ×ØaØe  º EÕº ´Fº½µ caÒ be
ÖeÛÖiØØeÒ iÒ Øhe fÓÖÑ Óf a ËchÖ�ÓdiÒgeÖ eÕÙaØiÓÒ iÒ iÑagiÒaÖÝ ØiÑe [¿½8]¸

@

@Ø
jÈ ´Øµi =  À jÈ ´Øµi; ´Fº¾µ

ÛiØh Øhe ×ØaØe ÚecØÓÖ jÈ ´Øµi =
È


È ´ ; Øµj iº Ìhe ÚecØÓÖ× j i = j½; :::; Äi

cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ×  fÓÖÑ aÒ ÓÖØhÓÒÓÖÑaÐ ba×i× Óf Øhe cÓÒ¹
¬gÙÖaØiÓÒ ×Ôaceº Ìhe ×ØÓcha×Øic ÀaÑiÐØÓÒiaÒ À i× de¬Òed ØhÖÓÙgh iØ× ÑaØÖiÜ
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eÐeÑeÒØ×

h jÀj~ i =  Û´~ !  µ; h jÀj i = X
 6=~

Û´ ! ~ µ ´ 6= ~ µ: ´Fº¿µ

Ìhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf Øhe ×ØÓcha×Øic ÔÖÓce×× cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe eigeÒÚecØÓÖ
jÈ¼i Óf À ÛiØh eigeÒÚaÐÙe ¼º

FÓÖ di×cÖeØe¹ØiÑe dÝÒaÑic× Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ Øake× Øhe fÓÖÑ

È ´ ; Ø · ½µ =
X

~

Ï ´~ !  µÈ ´~ ; Øµ ´Fº4µ

ÛheÖe Ï ´~ !  µ = Û´~ !  µ ¡¡Ø aÖe ØÖaÒ×iØiÓÒ ÔÖÓbabiÐiØie×º Ìhi× caÒ be
ÖeÛÖiØØeÒ a×

jÈ ´Ø · ½µi = Ì jÈ ´Øµi: ´Fº5µ

ÀeÖe Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe eigeÒÚecØÓÖ jÈ¼i Óf Øhe ØÖaÒ×feÖ
ÑaØÖiÜ Ì ÛiØh eigeÒÚaÐÙe ½º

A ÚeÖÝ ÔÓÛeÖfÙÐ ÑeØhÓd fÓÖ Øhe deØeÖÑiÒaØiÓÒ Óf ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ÓÐÙØiÓÒ× Óf Øhe
Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒ i× Øhe ×Ó¹caÐÐed ÑaØÖiÜ¹ÔÖÓdÙcØ AÒ×aØÞ ´ÅÈAµº FÓÖ a ×Ý×ØeÑ
ÛiØh ÓÔeÒ bÓÙÒdaÖie× Øhe ÛeighØ× È ´ µ iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe caÒ be ÛÖiØØeÒ
iÒ Øhe fÓÖÑ

È ´½; : : : ; Äµ =
½

ZÄ

hÏ j
ÄY

j=½

[jD · ´½  jµE] jÎ i: ´Fº6µ

FÓÖ ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ Øhe ÅÈA Øake× Øhe fÓÖÑ

È ´½; : : : ; Äµ = ÌÖ

¼
@ ÄY

j=½

[jD · ´½  jµE]

½
A : ´Fº7µ

FÓÖ ×iÑÔÐiciØÝ Ûe haÚe a××ÙÑed a ØÛÓ¹×ØaØe ×Ý×ØeÑ ÛheÖe eºgº j = ¼ cÓÖÖe¹
×ÔÓÒd× ØÓ aÒ eÑÔØÝ ceÐÐ j aÒd j = ½ ØÓ aÒ ÓccÙÔied ceÐÐº ZÄ i× a ÒÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ
cÓÒ×ØaÒØ ØhaØ caÒ be caÐcÙÐaØed a× ZÄ = hÏ jCÄjÎ iº ÁÒ ´Fº6µ¸ ´Fº7µ E aÒd D
aÖe ÑaØÖice× aÒd hÏ j aÒd jÎ i aÖe ÚecØÓÖ× chaÖacØeÖiÞiÒg Øhe bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdi¹
ØiÓÒ×º Ìhe eÜÔÐiciØ fÓÖÑ Óf Øhe×e ÕÙaÒØiØie× ha× ØÓ be deØeÖÑiÒed fÖÓÑ Øhe cÓÒ¹
diØiÓÒ ØhaØ ´Fº6µ ÓÖ ´Fº7µ ×ÓÐÚe× Øhe Ña×ØeÖ eÕÙaØiÓÒº Ìhi× Ðead× iÒ geÒeÖaÐ ØÓ
a aÐgebÖaic ÖeÐaØiÓÒ× beØÛeeÒ Øhe ÑaØÖice× E aÒd D aÒd Øhe bÓÙÒdaÖÝ ÚecØÓÖ×
hÏ j aÒd jÎ iº ÇÒce ÓÒe Øhe×e haÚe beeÒ deØeÖÑiÒed ÓÒe ha× a ×iÑÔÐe ÖeciÔe fÓÖ
deØeÖÑiÒiÒg È ´½; : : : ; Äµ: FiÖ×Ø¸ ØÖaÒ×ÐaØe Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ½; : : : ; Ä iÒØÓ a
ÔÖÓdÙcØ Óf ÑaØÖice× bÝ ideÒØifÝiÒg each eÑÔØÝ ceÐÐ ´j = ¼µ ÛiØh a facØÓÖ E aÒd
each ÓccÙÔied ceÐÐ ´j = ½µ ÛiØh Dº ÁÒ ØhaØ ÛaÝ Øhe cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ ¼½½¼¼½ ¡ ¡ ¡
cÓÖÖe×ÔÓÒd× ØÓ Øhe ÔÖÓdÙcØ EDDEED ¡ ¡ ¡ = ED¾E¾D ¡ ¡ ¡ º Ìhe ÛeighØ Óf Øhe
cÓÒ¬gÙÖaØiÓÒ i× ØheÒ jÙ×Ø Øhe ÑaØÖiÜ eÐeÑeÒØ ÛiØh Øhe ÚecØÓÖ× hÛj aÒd jÚiº
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A ×iÑÔÐe eÜaÑÔÐe i× Øhe AËEÈ di×cÙ××ed iÒ ËecØº 8º½º½º ÀeÖe Øhe×e ÕÙaÒØiØie×
haÚe ØÓ ×aØi×fÝ

ÔDE =D · E; ´Fº8µ

«hÏ jE = hÏ j; ´Fº9µ

¬DjÎ i= jÎ i: ´Fº½¼µ

Áf ÓÒe i× abÐe ØÓ ¬Òd eÜÔÐiciØ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ× fÓÖ Øhi× aÐgebÖa ÓÒe caÒ deØeÖÑiÒe
iÒ ÔÖiÒciÔÐe aÐÐ eÜÔecØaØiÓÒ ÚaÐÙe× iÒ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe eÜacØÐÝº FÓÖ ´Fº8µß
´Fº½¼µ ÓÒe caÒ ×hÓÛ ØhaØ aÐÐ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ× aÖe iÒ¬ÒiØe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ [½67]º
ÇÒÐÝ ÓÒ Øhe ÐiÒe « · ¬ = Ô ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ× ´ÛiØh E;D aÒd
hÏ j¸ jÎ i beiÒg ÖeaÐ ÒÙÑbeÖ×µ aÖe ÔÓ××ibÐe ¾7 º

AØ Øhi× ÔÓiÒØ iØ ÑighØ aÔÔeaÖ ØhaØ Øhe ÅÈA ÛÓÖk× ÓÒÐÝ iÒ ÚeÖÝ ×ÔeciaÐ ca×e×º
ÀÓÛeÚeÖ¸ iØ caÒ be ×hÓÛÒ ØhaØ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe Óf ÓÒe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ×ØÓcha×¹
Øic ÔÖÓce××e× i× geÒeÖicaÐÐÝ Óf ÑaØÖiÜ¹ÔÖÓdÙcØ fÓÖÑ [¿½9ß¿¾½] ¾8 º EÚeÒ if iØ i×
ÒÓØ ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd ØÓ ¬Òd geÒeÖaÐ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ× Óf Øhe Öe×ÙÐØiÒg aÐgebÖa×¸
ÓÒe caÒ aØ Ðea×Ø ×eaÖch ×Ý×ØeÑaØicaÐÐÝ fÓÖ ¬ÒiØe¹diÑeÒ×iÓÒaÐ ÖeÔÖe×eÒØaØiÓÒ×
ÓÒ ×ÔeciaÐ ÐiÒe× iÒ Øhe ÔaÖaÑeØeÖ ×Ôace Óf Øhe ÑÓdeÐº FÙÖØheÖÑÓÖe¸ ×iÒce Øhe
ÑaØheÑaØicaÐ ×ØÖÙcØÙÖe Óf Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe i× kÒÓÛÒ iØ i× ×ÓÑeØiÑe× ÔÓ××i¹
bÐe ØÓ deÖiÚe ÖaØheÖ geÒeÖaÐ Öe×ÙÐØ×º A× aÒ eÜaÑÔÐe iÒ [¿¾¼] iÒØeÖe×ØiÒg ÖeÐaØiÓÒ×
beØÛeeÒ eÜÔecØaØiÓÒ ÚaÐÙe× fÓÖ ÓÖdeÖed¹×eÕÙeÒØiaÐ aÒd ×ÙbÐaØØice¹ÔaÖaÐÐeÐ dÝ¹
ÒaÑic× haÚe beeÒ deÖiÚedº

FÓÖ a ÑÓÖe deØaiÐed de×cÖiÔØiÓÒ Óf Øhe ÅÈA fÓÖ di«eÖeÒØ ØÝÔe× Óf dÝÒaÑic×
aÒd iØ× ÖeÐaØiÓÒ ÛiØh Øhe ÅÈA ØechÒiÕÙe fÓÖ ÕÙaÒØÙÑ¹ÑechaÒicaÐ ×ÔiÒ ×Ý×ØeÑ×
[¿¾¾] Ûe ÖefeÖ ØÓ [½66]º A ÖeÚieÛ Óf Øhe ØÖeaØÑeÒØ Óf Øhe AËEÈ Ù×iÒg Øhe ÅÈA
i× giÚeÒ iÒ [¾¾]º Ìhe ÅÈA ha× aÐ×Ó beeÒ eÜØeÒded ØÓ ØÖeaØ Øhe fÙÐÐ dÝÒaÑic×¸
ÒÓØ ÓÒÐÝ Øhe ×ØaØiÓÒaÖÝ ×ØaØe [¿¾¿]º Í×iÒg ØiÑe¹deÔeÒdeÒØ ÑaØÖice× D´Øµ aÒd
E´Øµ ÓÒe ÓbØaiÒ× Øhe BeØhe AÒ×aØÞ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ×ØÓcha×Øic
ÀaÑiÐØÓÒiaÒ [¿¾¿ß¿¾5]º

G ÌÛÓ ×cheÑe× fÓÖ ×ÓÐÚiÒg Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ Óf Øhe

DÌAËEÈ

A ÑeaÒ¹¬eÐd aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ ×cheÑe fÓÖ Øhi× ÑÓdeÐ ha× aÐ×Ó beeÒ deÚeÐÓÔed
[½¿7]º Ìhe ØiÑe¹aÚeÖaged ×ØeadÝ¹×ØaØe cÙÖÖeÒØ Âj;j·½ iÒ Øhe bÓÒd ´j; j · ½µ
i× giÚeÒ bÝ Âj;j·½ = Õj;j·½hÒj´½   Òj·½µiº ÁÒ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd aÔÔÖÓÜiÑaØiÓÒ¸

¾7 Ìhi× caÒ be ×eeÒ ea×iÐÝ fÖÓÑ ´Fº8µß´Fº½¼µº
¾8 Ïe haÚe ØÓ ÑeÒØiÓÒ heÖe ØhaØ Øhe×e Öe×ÙÐØ× ÙÔ ØÓ ÒÓÛ dÓ ÒÓØ iÒcÐÙde Øhe ca×e Óf
ÔaÖaÐÐeÐ dÝÒaÑic×º
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hÒj´½  Òj·½µi = hÒjih´½  Òj·½µi aÒd¸ heÒce¸

Â = Âj;j·½ = Õj;j·½cj´½  cj·½µ ´Gº½µ

ÛheÖe cj = hÒjiº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ caÐcÙÐaØe Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe ÙÜ Â a× a fÙÒcØiÓÒ
Óf Øhe ÑeaÒ deÒ×iØÝ c Óf Øhe ÔaÖØicÐe×¸ ÌÖiÔaØhÝ aÒd BaÖÑa [½¿7] Ù×ed ØÛÓ
di«eÖeÒØ iØeÖaØiÓÒ ×cheÑe× ba×ed ÓÒ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´Gº½µº
´iµ CÓÒ×ØaÒØ¹cÙÖÖeÒØ iØeÖaØiÓÒ ×cheÑe: ÁÒ Øhi× ×cheÑe¸ fÓÖ a giÚeÒ ×Ý×ØeÑ ÐeÒgØh
Ä aÒd a ¬Üed ÙÜ Â = Â¼¸ ÓÒe ×ØaÖØ× ÛiØh ×ÓÑe ÚaÐÙe Óf c½ aÒd¸ cÓÑÔÙØe× aÐÐ
Øhe ÓØheÖ cj ´j > ½µ Ù×iÒg Øhe eÕÙaØiÓÒ ´Gº½µ¸ iºeº¸

cj·½ = ½  Â¼

Õj;j·½cj

; j = ½; ¾; :::; Ä ´Gº¾µ

ØÓgeØheÖ ÛiØh Øhe ÔeÖiÓdic bÓÙÒdaÖÝ cÓÒdiØiÓÒ cj·Ä = cjº Áf Øhe iØeÖaØiÓÒ
cÓÒÚeÖge×¸ iºeº¸ ÓÒe geØ× aÐÐ Øhe ×iØe deÒ×iØie× iÒ Øhe ÔhÝ×icaÐÐÝ acceÔØabÐe ÖaÒge
[¼; ½]¸ ÓÒe acceÔØ× Øhe aÚeÖage Óf Øhe×e ¬ÒaÐ ×iØe deÒ×iØie× ØÓ be Øhe gÐÓbaÐ ÑeaÒ
deÒ×iØÝ Óf Øhe ÔaÖØicÐe× cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg ØÓ Øhe ÙÜ Â¼º ´iiµ CÓÒ×ØaÒØ¹deÒ×iØÝ
iØeÖaØiÓÒ ×cheÑe: ÁÒ Øhi× ×cheÑe¸ fÓÖ a giÚeÒ ×Ý×ØeÑ ÐeÒgØh Ä aÒd ¬Üed gÐÓbaÐ
aÚeÖage deÒ×iØÝ c¸ ÓÒe begiÒ× bÝ a××igÒiÒg Øhe ×iØe deÒ×iØie× ¼  cj´¼µ  ½ ØÓ
Øhe ÐaØØice ×iØe× ×ÙbjecØ ØÓ Øhe gÐÓbaÐ cÓÒ×ØÖaiÒØ ½

Ä

È
j cj´¼µ = cº ÌheÒ¸ Øhe ×iØe

deÒ×iØie× aÖe ÙÔdaØed iÒ ÔaÖaÐÐeÐ accÓÖdiÒg ØÓ

cj´Ø · ½µ = cj´Øµ · Âj ½;j´Øµ  Âj;j·½´Øµ; j = ½; ¾; :::; Ä ´Gº¿µ

Ûhich fÓÐÐÓÛ× fÖÓÑ Øhe eÕÙaØiÓÒ ´Gº½µº ÁØ i× ×ØÖaighØfÓÖÛaÖd ØÓ ÚeÖifÝ ØhaØ Øhe
Øhi× iØeÖaØiÓÒ ×cheÑe keeÔ× Øhe aÚeÖage gÐÓbaÐ deÒ×iØÝ c ÙÒchaÒged aØ eÚeÖÝ
×ØeÔ Óf ÙÔdaØiÒg aÒd heÒce Øhe ÒaÑeº AfØeÖ ×ÙÆcieÒØ ÒÙÑbeÖ Óf iØeÖaØiÓÒ× Øhe
×eØ Óf deÒ×iØie× cÓÒÚeÖge ØÓ a ×eØ fcjg aÒd Øhe ÙÜ ÓÒ each bÓÒd cÓÒÚeÖge ØÓ
Øhe ×ØeadÝ¹×ØaØe ÙÜ Â¼º

À ËeÐf¹cÓÒ×i×ØeÒØ eÕÙaØiÓÒ× fÓÖ ÚÜ aÒd ÚÝ iÒ Øhe ÑeaÒ¹¬eÐd aÔÔÖÓÜ¹

iÑaØiÓÒ Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ

ËÙÔÔÓ×e¸ ÚÜ aÒd ÚÝ deÒÓØe Øhe aÚeÖage ×Ôeed× Óf ea×Ø¹bÓÙÒd aÒd ÒÓÖØh¹bÓÙÒd
ÚehicÐe×¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº ÌheÒ¸ ÓÒ Øhe aÚeÖage¸ aÒ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe ×ÔeÒd× a
ØiÑe ½=ÚÜ aØ a ×iØe ÛheÖea× a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe ×ÔeÒd× a ØiÑe ½=ÚÝ aØ a
×iØeº Ìhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe× Ðead ØÓ a ÖedÙcØiÓÒ Óf Øhe ×Ôeed Óf Øhe ea×Ø¹
bÓÙÒd ÚehicÐe× bÝ ÒÝ=ÚÝº ÅÓÖeÓÚeÖ¸ becaÙ×e Óf Øhe hiÒdÖaÒce Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd
ÚehicÐe× bÝ ÓØheÖ ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× ahead Óf iØ ØheÖe ÛiÐÐ be fÙÖØheÖ ÖedÙcØiÓÒ
Óf Øhe ×Ôeed Óf Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe× bÝ ÒÜ[

½
ÚÜ
 ½]º FÙÖØheÖÑÓÖe¸ if Øhe deÒ×iØÝ
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Óf Øhe ÓÚeÖÔa××e× i× fÓ¸ ØheÒ

ÚÜ = ½  ´½  fÓµ

"
ÒÝ

ÚÝ
· ÒÜ


½

ÚÜ
  ½

#
´Àº½µ

ËiÑiÐaÖÐÝ̧ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg eÕÙaØiÓÒ fÓÖ ÚÝ i× giÚeÒ bÝ

ÚÝ = ½  ´½  fÓµ

"
ÒÜ

ÚÜ
· ÒÝ

 
½

ÚÝ
  ½

!#
´Àº¾µ

ÁÒ Øhe ×ÔeciaÐ ca×e ÒÜ = ÒÝ = Ò=¾ bÓØh Øhe eÕÙaØiÓÒ× ´Àº½µ aÒd ´Àº¾µ ÖedÙce
ØÓ Øhe fÓÖÑ

Ú = ½  ´½  fÓµ

½

Ú
  ½

¾


Ò ´Àº¿µ

ÛheÖe ÚÜ = ÚÝ = Úº Ìhe ×ÓÐÙØiÓÒ Óf Øhe ÕÙadÖaØic eÕÙaØiÓÒ ´Àº¿µ fÓÖ Ú i×

Ú =
½

¾

¾
64½ ·

½  fÓ

¾
Ò ·

ÚÙÙØ ½ ·
½  fÓ

¾
Ò

!¾

  4´½  fÓµÒ

¿
75 ´Àº4µ

Á DeÖiÚaØiÓÒ Óf Øhe eÕÙaØiÓÒ× iÒ Øhe ÑicÖÓ×cÓÔic ØheÓÖÝ Óf Øhe BÅÄ

ÑÓdeÐ

BÝ de¬ÒiØiÓÒ¸ Ò"´Ü; Ý; Øµ ´Ò!´Ü; Ý : Øµµ i× ÙÒiØÝ if Øhe ×iØe ´Ü; Ýµ i× ÓccÙÔied
aØ ØiÑe Ø bÝ a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ÚehicÐe aÒd ÞeÖÓ if Øhe ×iØe ´Ü; Ýµ
i× ÒÓØ ÓccÙÔied bÝ a ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ´ea×Ø¹bÓÙÒdµ ÚehicÐeº ÆÓÖÑaÐiÞaØiÓÒ Öe¹
ÕÙiÖe× Ò"´Ü; Ý; Øµ·Ò!´Ü; Ý; Øµ = ½ ÒeÑÔØÝ´Ü; Ý; Øµ ÛheÖe Øhe ØÛÓ¹×ØaØe ÚaÖiabÐe
ÒeÑÔØÝ´Ü; Ý; Øµ i× ÙÒiØÝ if¸ aØ ØiÑe Ø¸ Øhe ×iØe ´Ü; Ýµ i× eÑÔØÝ aÒd ÞeÖÓ if Øhe
×iØe ´Ü; Ýµ i× ÒÓØ eÑÔØÝº ÁÒ ÓÖdeÖ ØÓ de×cÖibe Øhe ×ØaØe Óf Øhe ×igÒaÐ× aØ ØiÑe
Ø¸ ÓÒe aÐ×Ó de¬Òe× a ØÛÓ¹×ØaØe ÚaÖiabÐe Ë´Øµ: Ë´Øµ = ½´¼µ if Øhe ×igÒaÐ i× gÖeeÒ
´Öedµ fÓÖ Øhe ÚehicÐe× ÙÒdeÖ cÓÒ×ideÖaØiÓÒº Ìhe ×Ôace¹aÚeÖage Óf Ò"´Ü; Ý; Øµ aÒd
Ò!´Ü; Ý; Øµ aÖe c!´Øµ aÒd c"´Øµ¸ Öe×ÔecØiÚeÐÝº Be×ide×¸ Øhe ØiÑe¹aÚeÖage Óf Ë´Øµ
i× ½=¾º

Ìhe ÙÔdaØiÒg ÖÙÐe× Óf Øhe BÅÄ ÑÓdeÐ Ðead ØÓ Øhe eÕÙaØiÓÒ×

Ò!´Ü; Ý; Ø · ½µ = Ò!´Ü; Ý; Øµ [Ò"´Ü · ½; Ý; Øµ · Ò!´Ü · ½; Ý; Øµ]Ë´Øµ

·Ò!´Ü  ½; Ý; Øµ [½  Ò"´Ü; Ý; Øµ  Ò!´Ü; Ý; Øµ]Ë´Øµ · Ò!´Ü; Ý; Øµ[½  Ë´Øµ]

´Áº½µ

Ìhe ¬Ö×Ø ØeÖÑ ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf eÕÙaØiÓÒ ´Áº½µ de×cÖibe× Øhe ×iØÙaØiÓÒ
ÛheÒ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe¸ Ûhich Ûa× aØ Øhe ×iØe ´Ü; Ýµ aØ ØiÑe Ø¸ ¬Òd× a
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gÖeeÒ ×igÒaÐ bÙØ caÒÒÓØ ÑÓÚe becaÙ×e Øhe ÒeÜØ ×iØe ØÓÛaÖd× ea×Ø i× ÓccÙÔied bÝ
aÒÓØheÖ ÚehicÐeº Ìhe ×ecÓÒd ØeÖÑ ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf ´Áº½µ cÓÖÖe×ÔÓÒd×
ØÓ Øhe ×iØÙaØiÓÒ ÛheÖe Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe¸ Ûhich Ûa× aØ Øhe ×iØe ´Ü  ½; Ýµ
aØ ØiÑe Ø¸ ¬Òd× a gÖeeÒ ×igÒaÐ aÒd ÑÓÚe× ØÓ Øhe ÒeÜØ ×iØe ØÓÛaÖd× ea×Ø¸ Ûhich
Ûa× eÑÔØÝº Ìhe Ða×Ø ØeÖÑ ÓÒ Øhe ÖighØ haÒd ×ide Óf eÕÙaØiÓÒ ´Áº½µ aÖi×e× fÖÓÑ
Øhe ÔÓ××ibiÐiØÝ ØhaØ Øhe ea×Ø¹bÓÙÒd ÚehicÐe¸ Ûhich Ûa× aØ ´Ü; Ýµ aØ ØiÑe Ø¸ cÓÙÐd
ÒÓØ ÑÓÚe becaÙ×e Óf a Öed ×igÒaÐ¸ iÖÖe×ÔecØiÚe Óf Øhe ×ØaØe Óf ÓccÙÔaØiÓÒ Óf Øhe
ÒeÜØ ×iØe ØÓÛaÖd× ea×Øº FÓÐÐÓÛiÒg Øhe ×iÑiÐaÖ aÖgÙÑeÒØ×¸ ÓÒe caÒ aÐ×Ó ÛÖiØe
dÓÛÒ Øhe cÓÖÖe×ÔÓÒdiÒg eÕÙaØiÓÒ fÓÖ Øhe ÒÓÖØh¹bÓÙÒd ÚehicÐe×º
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ÈÖÓÔagaØiÓÒ ´ËÔÖiÒgeÖ¸ ½979µ

[5¾] ÈºÁº ÊichaÖd×¸ ÇÔº Êe×º 4¸ 4¾ ´½956µ

[5¿] ÂºÅº BÙÖgeÖ×¸ Ìhe ÆÓÒÐiÒeaÖ Di«Ù×iÓÒ EÕÙaØiÓÒ: A×ÝÑÔØÓØic ËÓÐÙØiÓÒ× aÒd

ËØaØi×ØicaÐ ÈÖÓbÐeÑ× ´ÊeideÐ¸ BÓ×ØÓÒ¸ ½974µ

[54] Åº Äeibig¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 49¸ ½84 ´½994µ

[55] ÀºÂº ÈaÝÒe¸ iÒ: ÅaØheÑaØicaÐ ÅÓdeÐ× Óf ÈÙbÐic ËÝ×ØeÑ×¸ edº GºAº BekeÝ
´ËiÑÙÐaØiÓÒ CÓÙÒciÐ¸ Äa ÂÓÐÐa¸ ½97½µ¸ ÎÓÐº ½

[56] ÀºÂº ÈaÝÒe¸ iÒ: Êe×eaÖch DiÖecØiÓÒ× iÒ CÓÑÔÙØeÖ CÓÒØÖÓÐ Óf ÍÖbaÒ ÌÖaÆc

ËÝ×ØeÑ×¸ edº ÏºËº ÄeÚiÒe¸ Eº ÄiebeÖÑaÒ aÒd ÂºÂº FeaÖÒ×ide× ´AÑeÖicaÒ ËÓcieØÝ
Óf CiÚiÐ EÒgiÒeeÖ×¸ ÆeÛ YÓÖk¸ ½979µ

[57] ÊºDº Ã�ÙhÒe¸ iÒ: ÈÖÓcº 9Øh ÁÒØeÖÒaØiÓÒaÐ ËÝÑÔÓ×iÙÑ ÓÒ ÌÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ aÒd

ÌÖaÆc ÌheÓÖÝ¸ edº Áº ÎÓÐÑÙÐÐeÖ aÒd Êº ÀaÑeÖ×Ðag ´ÎÆÍ ËcieÒce ÈÖe××¸
ÍØÖechØ¸ ½984µ

½58



[58] ÊºDº Ã�ÙhÒe¸ iÒ: ÈÖÓcº ½¼Øh ÁÒØeÖÒaØiÓÒaÐ ËÝÑÔÓ×iÙÑ ÓÒ ÌÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ aÒd

ÌÖaÆc ÌheÓÖÝ¸ edº ÆºÀº GaÖØÒeÖ aÒd ÆºÀºÅº ÏiÐ×ÓÒ ´EÐ×eÚieÖ¸ ½987µ

[59] BºËº ÃeÖÒeÖ aÒd Èº ÃÓÒh�aÙ×eÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 48¸ Ê¾¿¿5 ´½99¿µ; 5¼¸ 54 ´½994µ;
BºËº ÃeÖÒeÖ¸ Èº ÃÓÒh�aÙ×eÖ aÒd Åº ËchiÐke¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5½¸ 6¾4¿ ´½995µ; BºËº
ÃeÖÒeÖ¸ ËºÄº ÃÐeÒÓÚ aÒd Èº ÃÓÒh�aÙ×eÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 56¸ 4¾¼¼ ´½997µº

[6¼] DºAº ÃÙÖØÞe aÒd DºCº ÀÓÒg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¾¸ ¾½8 ´½995µ; DºCº ÀÓÒg aÒd Ëº
YÙe¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ 476¿ ´½998µº

[6½] ÅºYº ChÓi aÒd ÀºYº Äee¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¾¸ 5979 ´½995µ

[6¾] ÀºYº Äee¸ Àº¹Ïº Äee aÒd Dº ÃiÑ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8½¸ ½½¿¼ ´½998µ; ÈhÝ×º
ÊeÚº E 59¸ 5½¼½ ´½999µ

[6¿] ÀºYº Äee¸ Dº ÃiÑ aÒd ÅºYº ChÓi¸ iÒ [4]¸ Ôº 4¿¿

[64] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ 4857 ´½999µ

[65] Dº ÀeÐbiÒg aÒd Åº ÌÖeibeÖ¸ ËcieÒce ¾8¾¸ ¾¼¼¾ ´½998µ

[66] Dº ÀeÐbiÒg¸ aÒd Åº ÌÖeibeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8½¸ ¿¼4¾ ´½998µ

[67] Dº ÀeÐbiÒg¸ Aº ÀeÒÒecke¸ aÒd Åº ÌÖeibeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8¾¸ 4¿6¼ ´½999µ

[68] GºFº ÆeÛeÐÐ¸ ÌÖaÒ×Ôº Êe×º Bº ¾7B´4µ¸ ¾8½ ´½99¿µ; ¾7B´4µ¸ ¾89 ´½99¿µ; ¾7B´4µ¸
¿¼5 ´½99¿µº

[69] CºFº DagaÒÞÓ¸ ÌÖaÒ×Ôº Êe×º Bº ¾8B¸ ¾69 ´½994µ; ¾9B¸ 79 ´½995µ; ¾9B¸ ¾77
´½995µº

[7¼] Áº ÈÖigÓgiÒe aÒd FºCº AÒdÖeÛ×¸ ÇÔº Êe×º 8¸ 789 ´½96¼µ

[7½] ËºÄº ÈaÚeÖi¹FÓÒØaÒa¸ ÌÖaÒ×º Êe×º 9¸ ¾¾5 ´½975µ

[7¾] Àº ÄehÑaÒÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 54¸ 6¼58 ´½996µ

[7¿] Cº ÏagÒeÖ¸ Cº ÀÓ«ÑaÒÒ¸ Êº ËÓÐÐacheÖ¸ Âº ÏageÒhÙbeÖ aÒd Bº Ëch�ÙÖÑaÒÒ¸
ÈhÝ×º ÊeÚº E 54¸ 5¼7¿ ´½996µ

[74] Cº ÏagÒeÖ¸ ÈhÝ×ica A ¾45¸ ½¾4 ´½997µ; Âº ËØaØº ÈhÝ×º 9¼¸ ½¾5½ ´½998µ

[75] Dº ÀeÐbiÒg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¿¸ ¾¿66 ´½996µ; ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ 6½76 ´½997µ; Dº
ÀeÐbiÒg aÒd Åº ÌÖeibeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8½¸ ¿¼4¾ ´½998µ

[76] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ¾¿7¸ 67 ´½997µ; Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº66¸ ½¾½9 ´½997µ

[77] Ãº ÀÙaÒg¸ ËØaØi×ØicaÐ ÅechaÒic× ´¾Òd ediØiÓÒµ ´ÂÓhÒ ÏiÐeÝ̧ ½987µ

[78] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ¾¿7¸ 67 ´½997µ

[79] Dº ÀeÐbiÒg aÒd Aº GÖeiÒeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 55¸ 5498 ´½997µ; Îº ËhÚeØ×ÓÚ aÒd Dº
ÀeÐbiÒg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ 6¿¾8 ´½999µ; Dº ÀeÐbiÒg¸ ÈhÝ×ica A ¾4¾¸ ½75 ´½997µ

[8¼] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ¿½5¼ ´½996µ

½59



[8½] ÊºÏº ÊÓØheÖÝ̧ iÒ: Æº GaÖØÒeÖ¸ CºÂº Åe××ÒeÖ¸ AºÂº ÊaØhi ´ed×ºµ¸ ÌÖaÒ×ÔÓÖØaØiÓÒ
Êe×eaÖch BÓaÖd ´ÌÊBµ ËÔeciaÐ ÊeÔÓÖØ ½65¸ "ÌÖaÆc FÐÓÛ ÌheÓÖÝ̧ " ¾Òd edº
´½998µ

[8¾] Dº ÀeÐbiÒg aÒd Bº ÌiÐch¸ ÈhÝ×º ÊeÚº 58¸ ½¿¿ ´½998µ

[8¿] Aº ÊeÙ×cheÐ¸ �Ç×ØeÖÖeichi×che× ÁÒgeÒieÙÖ¹AÖchiÚ¸ 4¸ ½9¿ ´½95¼µ; Aº ÊeÙ×cheÐ aÒd
Zº �Ç×ØeÖ¸ ÁÒgº ÙÒd AÖchº ÎeÖeiÒe×¸ 95¸ 59 ´½95¼µ

[84] ÄºAº ÈiÔe×¸ Âº AÔÔÐº ÈhÝ×º ¾4¸ ¾74 ´½95¿µ

[85] ÊºEº ChaÒdÐeÖ¸ Êº ÀeÖÑaÒ aÒd EºÏº ÅÓÒØÖÓÐÐ¸ ÇÔº Êe×º 6¸ ½65 ´½958µ

[86] DºCº GaÞi×¸ Êº ÀeÖÑaÒ aÒd ÊºBº ÈÓØØ×¸ ÇÔº Êe×º 7´4µ¸ 499 ´½959µ

[87] DºCº GaÞi×¸ Êº ÀeÖÑaÒ aÒd ÊºÏº ÊÓØheÖÝ̧ ÇÔº Êe×º 9¸ 454 ´½96½µ

[88] ÈºGº GiÔÔ×¸ ÌÖaÒ×Ôº Êe×º ½5B¸ ½¼5 ´½98½µ

[89] Åº BaÒdÓ¸ Ãº Àa×ebe¸ Aº ÆakaÝaÑa¸ Aº ËhibaØa aÒd Yº ËÙgiÝaÑa¸ ÈhÝ×º ÊeÚº
E 5½¸ ½¼¿5 ´½995µ; ÂÔÒº Âº ÁÒdº AÔÔÐº ÅaØhº ½½¸ ¾¼¾ ´½994µ

[9¼] Åº BaÒdÓ¸ Ãº Àa×ebe¸ Ãº ÆakaÒi×hi¸ Aº ÆakaÝaÑa¸ Aº ËhibaØa¸ Yº ËÙgiÝaÑa¸
Âº ÈhÝ×iÕÙe Á 5¸ ½¿89 ´½995µ

[9½] Yº ËÙgiÝaÑa aÒd Àº YaÑada¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 55¸ 7749 ´½997µ

[9¾] Yº ËÙgiÝaÑa aÒd Àº YaÑada¸ iÒ [4]¸ Ôº ¿¼½

[9¿] ÌºËº ÃÓÑaØ×Ù aÒd Ëº Ëa×a¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¾¸ 5574 ´½995µ

[94] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ¾¿¿¿ ´½996µ

[95] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ¾46¸ 46¼ ´½997µ; ¾48¸ ¿5¿ ´½998µ; ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸
4¾7½ ´½998µ

[96] Ãº ÆakaÒi×hi¸ Ãº ÁØÓh¸ Yº ÁgaÖa×hi aÒd Åº BaÒdÓ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 55¸ 65½9 ´½997µ

[97] AºDº Åa×ÓÒ aÒd AºÏº ÏÓÓd×¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 55¸ ¾¾¼¿ ´½997µ

[98] Ìº ÆagaØaÒi aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ 64½5 ´½998µ

[99] Åº ÅÙÖaÑaØ×Ù aÒd Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 6¼¸ ½8¼ ´½999µ

[½¼¼] Àº ÀaÝakaÛa aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ ¿8¿9 ´½998µ

[½¼½] Cº ÏagÒeÖ¸ ÈhÝ×ica A ¾6¼¸ ¾½8 ´½998µ

[½¼¾] Àº ÄeÒÞ¸ CºÃº ÏagÒeÖ aÒd Êº ËÓÐÐacheÖ¸ EÙÖº ÈhÝ×º Âº B 7¸ ¿¿½ ´½999µ

[½¼¿] Æº ÅiØaÖai aÒd Àº ÆakaÒi×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 68¸ ¾475 ´½999µ

[½¼4] Ìº ÆagaØaÒi¸ Ãº ÆakaÒi×hi aÒd Àº EÑÑeÖich¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ 54¿½ ´½998µ

[½¼5] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ¾65¸ ¾97 ´½999µ

[½¼6] Êº ÅahÒke aÒd Æº ÈieÖeØ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 56¸ ¾666 ´½997µ

½6¼



[½¼7] Êº ÅahÒke aÒd Âº ÃaÔÙ×Þ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ ½½7 ´½999µ

[½¼8] Ãº ÃaÒekÓ ´edºµ¸ ÌheÓÖÝ aÒd AÔÔÐicaØiÓÒ× Óf CÓÙÔÐed ÅaÔ ÄaØØice× ´ÂÓhÒ
ÏiÐeÝ aÒd ËÓÒ×¸ ½99¿µ aÒd Øhe ÖefeÖeÒce× ØheÖeiÒ

[½¼9] Ëº YÙkaÛa aÒd Åº ÃikÙchi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 64¸ ¿5 ´½995µ

[½½¼] Ëº YÙkaÛa aÒd Åº ÃikÙchi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº65¸ 9½6 ´½996µ

[½½½] Ëº YÙkaÛa aÒd Åº ÃikÙchi¸ iÒ [4]¸ Ôº ¿½9

[½½¾] Ëº Ìadaki¸ Åº ÃikÙchi¸ Yº ËÙgiÝaÑa aÒd Ëº YÙkaÛa¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº67¸
¾¾7¼ ´½998µ aÒd iÒ [4]¸ Ôº ¿7¿

[½½¿] Ãº ÆageÐ aÒd ÀºÂº ÀeÖÖÑaÒÒ¸ ÈhÝ×ica A ½99¸ ¾54 ´½99¿µ

[½½4] Gº ËaÙeÖÑaÒÒ aÒd ÀºÂº ÀeÖÖÑaÒÒ¸ iÒ [4]¸ Ôº 48½

[½½5] Ëº ÃÖaÙ××¸ Èº ÏagÒeÖ aÒd Cº GaÛÖÓÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 54¸ ¿7¼7 ´½996µ; 55¸ 5597
´½997µ

[½½6] Ëº ÃÖaÙ××¸ iÒ: [4]¸ Ôº ¾69; ×ee aÐ×Ó Ëº ÃÖaÙ××¸ ÅicÖÓ×cÓÔic ÅÓdeÐiÒg

Óf ÌÖaÆc FÐÓÛ: ÁÒÚe×ØigaØiÓÒ Óf CÓÐÐi×iÓÒ FÖee ÎehicÐe DÝÒaÑic×¸ DÄÊ¹
FÓÖ×chÙÒg×beÖichØ 98¹¼8

[½½7] ÂºGº BÖaÒkÓÚ¸ ÎºBº ÈÖieÞÞheÚ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº
ÈhÝ×º A ¾9¸ Ä¾¾9 ´½996µ

[½½8] ÈºÏº Ãa×ØeÐeÝÒ¸ Âº ÅaØhº ÈhÝ×º 4¸ ¾87 ´½96¿µ

[½½9] ÂºGº BÖaÒkÓÚ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ ¾½¿¿ ´½998µ

[½¾¼] Åº FÙkÙi aÒd Yº Á×hiba×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ½868 ´½996µ

[½¾½] Ëº ÅigÓÛ×kÝ̧ Ìº ÏaÒ×chÙÖa aÒd Èº ÊÙjaÒ¸ Zº ÈhÝ×º B 95¸ 4¼7 ´½994µ; Ìº
ÏaÒ×chÙÖa¸ Ëº ÅigÓÛ×kÝ aÒd Èº ÊÙjaÒ¸ iÒ [¿]¸ Ôº ¾½½

[½¾¾] EºFº CÓdd¸ CeÐÐÙÐaÖ AÙØÓÑaØa ´AcadeÑic ÈÖe××¸ ½968µ

[½¾¿] FÓÖ aÒ aÑÙ×iÒg iÒØÖÓdÙcØiÓÒ ×ee¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ Åº GaÖdÒeÖ¸ Ëciº AÑº ¾¾¼´4µ¸
½¾¼ ´½97¼µ

[½¾4] Dº ËØaÙ«eÖ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾4¸ 9¼9 ´½99½µ

[½¾5] Ãº ÈÖe×ØÓÒ aÒd Åº DÙ«¸ ÅÓdeÖÒ CeÐÐÙÐaÖ AÙØÓÑaØa: ÌheÓÖÝ aÒd AÔÔÐicaØiÓÒ×

´ÈÐeÒÙÑ¸ ½984µ

[½¾6] Bº ChÓÔaÖd aÒd Åº DÖÓÞ¸ CeÐÐÙÐaÖ AÙØÓÑaØa ÅÓdeÐÐiÒg Óf ÈhÝ×icaÐ ËÝ×ØeÑ×

´CaÑbÖidge ÍÒiÚeÖ×iØÝ ÈÖe××¸ ½998µ

[½¾7] Âº ÅaÖÖÓ aÒd Êº DickÑaÒ¸ ÆÓÒeÕÙiÐibÖiÙÑ Èha×e ÌÖaÒ×iØiÓÒ× iÒ ÄaØØice ÅÓdeÐ×

´CaÑbÖidge ÍÒiÚeÖ×iØÝ ÈÖe××¸ ½999µ

[½¾8] Åº CÖeÑeÖ aÒd Âº ÄÙdÛig¸ ÅaØheÑaØic× aÒd CÓÑÔÙØeÖ× iÒ ËiÑÙÐaØiÓÒ ¾8¸ ¾97
´½986µ

½6½



[½¾9] Aº AÛaÞÙ¸ ÈhÝ×º ÄeØØº A ¾6½¸ ¿¼9 ´½999µ

[½¿¼] Æº BÓccaÖa¸ Àº FÙk× aÒd Éº ZeÒg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ ¿¿¾9 ´½997µ

[½¿½] DºÏº ÀÙaÒg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ 6½67 ´½998µ

[½¿¾] Ãº ÃaÛa×aki¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ½45¸ ¾¾4 ´½966µ; ×ee aÐ×Ó iÒ: Èha×e ÌÖaÒ×iØiÓÒ× aÒd

CÖiØicaÐ ÈheÒÓÑeÒa¸ ÎÓÐº 5A¸ ed×º Cº DÓÑb aÒd ÅºËº GÖeeÒ ´AcadeÑic ÈÖe××¸
½976µ

[½¿¿] Ëº ÃaØÞ¸ ÂºÄº ÄebÓÛiØÞ aÒd Àº ËÔÓhÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº B¸ ¾8¸ ½655 ´½98¿µ; Âº ËØaØº
ÈhÝ×º ¿4¸ 497 ´½984µ

[½¿4] ÈºÅº BiÒdeÖ¸ Åº ÈacÞÙ×ki aÒd Åº BaÖÑa¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 49¸ ½½74 ´½994µ

[½¿5] Aº¹Äº BaÖaba×i aÒd ÀºEº ËØaÒÐeÝ̧ FÖacØaÐ CÓÒceÔØ× iÒ ËÙÖface GÖÓÛØh

´CaÑbÖidge ÍÒiÚeÖ×iØÝ ÈÖe××¸ ½995µ; Ìº ÀaÐÔiÒ¹ÀeaÐÝ aÒd Yº¹Cº ZhaÒg¸ ÈhÝ×º
ÊeÔº ¾54¸ ¾½5 ´½995µ

[½¿6] Âº ÃÖÙg aÒd Àº ËÔÓhÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº A ¿8¸ 4¾7½ ´½988µ; aÐ×Ó iÒ: ËÓÐid× faÖ fÖÓÑ
EÕÙiÐibÖiÙÑ: GÖÓÛØh¸ ÅÓÖÔhÓÐÓgÝ aÒd DefecØ×¸ edº Cº GÓdÖeche ´CaÑbÖidge
ÍÒiÚeÖ×iØÝ ÈÖe××¸ ½99½µ

[½¿7] Gº ÌÖiÔaØhÝ aÒd Åº BaÖÑa¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 78¸ ¿¼¿9 ´½997µ; ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸
½9½½ ´½998µ; ×ee aÐ×Ó Gº ÌÖiÔaØhÝ̧ ÈhºDº Øhe×i×¸ ÌÁFÊ»ÍÒiÚeÖ×iØÝ Óf ÅÙÑbai
´½998µ¸ ÙÒÔÙbÐi×hed

[½¿8] Ãº ÆageÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¿¸ 4655 ´½996µ

[½¿9] Åº Ëa×ÚaÖi aÒd Âº ÃeÖØe×Þ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 56¸ 4½¼4 ´½997µ

[½4¼] Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ Ãº ÆageÐ aÒd Æº ÁØÓ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5½¸
¾9¿9 ´½995µ; Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¾6¸ Ä679
´½99¿µ

[½4½] EºFº ÅÓÓÖe¸ ÈÖÓcº ËÝÑbº AÔÔÐº ÅaØhº ½4¸ ½7 ´½96¾µ

[½4¾] Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ Ä¾¾5 ´½998µ

[½4¿] Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ EÙÖº ÈhÝ×º Âº B ½¼¸ 57¿ ´½999µ

[½44] ÀºAº GÙØÓÛiØÞ¸ Dº ÎicØÓÖ aÒd BºÏº ÃÒighØ¸ ÈhÝ×ica ¾8D¸ ½8 ´½987µ

[½45] BºÀº ÏaÒg aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 66¸ ½¾¿8 ´½997µ

[½46] Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ Ä69 ´½997µº

[½47] Dº beÒ¹AÚÖahaÑ¸ iÒ [½7]

[½48] ÄºCºÉº ÎiÐaÖ aÒd AºÅºCº De ËÓÙÞa¸ ÈhÝ×ica A ¾½½¸ 84 ´½994µ

[½49] Bº Ei×eÒbÐ�aØØeÖ¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÈhÝ×º
ÊeÚº E 57¸ ½¿¼9 ´½998µ

[½5¼] Åº GeÖÛiÒ×ki aÒd Âº ÃÖÙg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 6¼¸ ½88 ´½999µ

½6¾



[½5½] Ãº ÆageÐ¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×º C 5¸ 567 ´½994µ

[½5¾] Gº C×aÒÝi aÒd Âº ÃeÖØe×Þ¸ Âº ÈhÝ×º A¾8¸ Ä4¾7 ´½995µ ´E: A¾9¸ 47½ ´½996µµ

[½5¿] Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Aº ÅajÙÑdaÖ¸ Ãº GhÓ×h¸ Ëº ËiÒha aÒd ÊºBº ËØiÒchcÓÑbe ¸
ÈhÝ×ica A ¾46¸ 47½ ´½997µº

[½54] Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Aº Èa×ÙÔaØhÝ aÒd Ëº ËiÒha¸ EÙÖº ÈhÝ×º Âº B 5¸ 78½ ´½998µ

[½55] Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ Ëº ËiÒha aÒd Aº Èa×ÙÔaØhÝ̧ Âº
ÈhÝ×º A ¿¾¸ ¿¾¾9 ´½999µ

[½56] Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ iÒ [4]¸ Ôº 4½7

[½57] Ãº GhÓ×h¸ Aº ÅajÙÑdaÖ aÒd Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ 4¼½¾ ´½998µ

[½58] Ëº CheÝbaÒi¸ Âº ÃeÖØe×Þ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ 9787 ´½998µ

[½59] Äº ÆeÙbeÖØ¸ ÀºYº Äee aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¾¸ 65½7 ´½999µ

[½6¼] Ëº Ä�Ùbeck¸ Åº ËchÖeckeÒbeÖg aÒd ÃºDº Í×adeÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ ½½7½ ´½998µ

[½6½] Äº ÊÓØeÖ×¸ Ëº Ä�Ùbeck aÒd ÃºDº Í×adeÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ ¾67¾ ´½999µ

[½6¾] Âº ÃÖÙg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 67¸ ½88¾ ´½99½µ

[½6¿] Åº ÀeÒkeÐ¸ Gº Ëch�ÙØÞ¸ ÈhÝ×ica A ¾¼6¸ ½87 ´½994µ

[½64] ÅºÊº EÚaÒ×¸ Æº ÊajeÛ×kÝ aÒd EºÊº ËÔeeÖ¸ Âº ËØaØº ÈhÝ×º 95¸ 45 ´½999µ

[½65] Âº de GieÖ aÒd Bº ÆieÒhÙi×¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ 4899 ´½999µ

[½66] Æº ÊajeÛ×kÝ̧ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ËØaØº
ÈhÝ×º 9¾¸ ½5½ ´½998µ

[½67] Bº DeÖÖida¸ ÅºÊº EÚaÒ×¸ Îº ÀakiÑ aÒd Îº Èa×ÕÙieÖ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾6¸ ½49¿ ´½99¿µ

[½68] Gº Ëch�ÙØÞ aÒd Eº DÓÑaÒÝ̧ Âº ËØaØº ÈhÝ×º7¾¸ ¾77 ´½99¿µ

[½69] Æº ÊajeÛ×kÝ̧ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ Ä¿¼5
´½996µ

[½7¼] ÂºGº BÖaÒkÓÚ¸ Æº Èe×heÚa aÒd Æº ÎaÐkÓÚ¸ ØÓ aÔÔeaÖ iÒ ÈhÝ×º ÊeÚº E; ÆºCº
Èe×heÚa¸ DºÈº DaÒeÚa aÒd ÂºGº BÖaÒkÓÚ¸ ÊeÔº ÅaØhº ÈhÝ×º 44¸ ½ ´½999µ

[½7½] Gº Ëch�ÙØÞ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 47¸ 4¾65 ´½99¿µ

[½7¾] Àº ÀiÒÖich×eÒ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ ¿659 ´½996µ

[½7¿] Aº ÀÓÒeckeÖ aÒd Áº Èe×cheÐ¸ Âº ËØaØº ÈhÝ×º 88¸ ¿½9 ´½997µ

[½74] Bº DeÖÖida¸ iÒ ËØaØÔhÝ× ½9¸ Edº ÀaÓ BaiÐiÒ ´ÏÓÖÐd ËcieÒØi¬c¸ ½996µ

[½75] AºBº ÃÓÐÓÑei×kÝ̧ Gº Ëch�ÙØÞ¸ EºBº ÃÓÐÓÑei×kÝ aÒd ÂºÈº ËØÖaÐeÝ̧ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸
69½½ ´½998µ

[½76] ÄºGº ÌiÐ×ØÖa aÒd ÅºÀº EÖÒ×Ø¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ 5¼¿¿ ´½998µ
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[½77] Îº ÈÓÔkÓÚ aÒd Gº Ëch�ÙØÞ¸ EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØº 48¸ ¾57 ´½999µ

[½78] Îº ÈÓÔkÓÚ¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Gº Ëch�ÙØÞ¸ ÔÖeÔÖiÒØ ´½999µ

[½79] Ãº ÆageÐ aÒd Åº ÈacÞÙ×ki¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5½¸ ¾9¼9 ´½995µ; ×ee aÐ×Ó Åº ÈacÞÙ×ki
aÒd Ãº ÆageÐ¸ iÒ [¿]¸ Ôº 7¿

[½8¼] Ìº ÅÙ×ha aÒd Àº ÀigÙchi¸ ÂaÔº Âº AÔÔÐº ÈhÝ×º ½5¸ ½¾7½ ´½976µ; ½7¸ 8½½ ´½978µ

[½8½] Ïº FeÐÐeÖ¸ AÒ ÁÒØÖÓdÙcØiÓÒ ØÓ ÈÖÓbabiÐiØÝ ÌheÓÖÝ aÒd ÁØ× AÔÔÐicaØiÓÒ×¸ ÎÓÐº ½
´ÏiÐeÝ̧ ½968µ

[½8¾] GºÀº Ïei××¸ A×ÔecØ× aÒd AÔÔÐicaØiÓÒ× Óf ÊaÒdÓÑ ÏaÐk ´ÆÓÖØh¹ÀÓÐÐaÒd¸ ½994µ

[½8¿] BºBº ÅaÒdeÐbÖÓØ¸ Ìhe FÖacØaÐ GeÓÑeØÖÝ Óf ÆaØÙÖe ´ÏºÀº FÖeeÑaÒ aÒd CÓº
½98¿µ

[½84] Åº ÌakaÝa×Ù aÒd Àº ÌakaÝa×Ù¸ FÖacØaÐ×¸ ½¸ 86¼ ´½99¿µ

[½85] Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ AÒÒº deÖ ÈhÝ×º 6¸ 54½ ´½997µº

[½86] Åº FÙkÙi aÒd Yº Á×hiba×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 66¸ ¿85 ´½997µ

[½87] ËºCº BeÒjaÑiÒ¸ ÆºFº ÂÓhÒ×ÓÒ aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ ¿½½9 ´½996µ

[½88] Êº BaÖÐÓÚic¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ EÙÖº ÈhÝ×º
Âº B 5¸ 79¿ ´½998µ

[½89] Êº BaÖÐÓÚic¸ DiÔÐÓÑa Ìhe×i×¸ ÍÒiÚeÖ×iØ�aØ DÙi×bÙÖg ´½998µ; Êº BaÖÐÓÚic¸ Äº
ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ iÒ ÔÖeÔaÖaØiÓÒ

[½9¼] Äº ËaÒØeÒ¸ ÆÙÑeÖicaÐ ÁÒÚe×ØigaØiÓÒ× Óf Di×cÖeØe ÅÓdeÐ× fÓÖ ÌÖaÆc FÐÓÛ¸ ÈhºDº
Øhe×i×¸ ÍÒiÚeÖ×iØ�aØ ÞÙ Ã�ÓÐÒ ´½999µ

[½9½] Àº GÖeeÒbeÖg¸ Aº DaÓÙ¸ ÇÔº Êe×º 8¸ 5¾4 ´½96¼µ

[½9¾] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º A ¾6¸ Ä78½ ´½99¿µ; ÈhÝ×ica A ¾¼¾¸ 449 ´½994µ; Âº ÈhÝ×º
ËÓcº ÂÔÒº 6¿¸ 5¾ ´½994µ; Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ 65¿½ ´½996µ

[½9¿] Åº ÊickeÖØ¸ Ãº ÆageÐ¸ Åº ËchÖeckeÒbeÖg aÒd Aº ÄaØÓÙÖ¸ ÈhÝ×ica A ¾¿½¸ 5¿4
´½996µ

[½94] Èº ÏagÒeÖ¸ Ãº ÆageÐ aÒd DºEº ÏÓÐf¸ ÈhÝ×ica A ¾¿4¸ 687 ´½997µ

[½95] Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Dº Eº ÏÓÐf aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÈhÝ×ica A ¾¿5 ¸ 4½7 ´½997µ

[½96] Ãº ÆageÐ¸ DºEº ÏÓÐf¸ Èº ÏagÒeÖ¸ aÒd Èº ËiÑÓÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ½4¾5 ´½998µ

[½97] Ïº ÃÒÓ×Ôe¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÈhÝ×ica A
¾65¸ 6½4 ´½999µ

[½98] Xº ZhaÒg aÒd Gº ÀÙ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¾¸ 4664 ´½995µ

[½99] Aº AÛaÞÙ¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂÔÒº 67¸ ½¼7½ ´½998µ
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[¾¼¼] Íº ËÔaÖÑaÒÒ¸
ËÔÙÖÛech×eÐÚÓÖg�aÒge aÙf ÞÛei×ÔÙÖigeÒ BAB¹ÊichØÙÒg×fahÖbahÒeÒº FÓÖ×chÙÒg
ËØÖaeÒbaÙ ÙÒd ËØÖaeÒÚeÖkehÖ×ØechÒik ¾6¿¸ BÙÒde×ÑiÒi×ØeÖiÙÑ f�ÙÖ ÎeÖkehÖ¸
BÓÒÒ¹Bad GÓde×beÖg¸ GeÖÑaÒÝ ´½978µ

[¾¼½] Èº ËiÑÓÒ aÒd ÀºAº GÙØÓÛiØÞ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ ¾44½ ´½998µ

[¾¼¾] ÀºÏº Äee¸ Îº ÈÓÔkÓÚ aÒd Dº ÃiÑ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ 8497 ´½997µ

[¾¼¿] ÅºEº FÓÙÐadÚaÒd aÒd Àº¹Ïº Äee¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 6¼¸ 6465 ´½999µ; ÅºEº
FÓÙÐadÚaÒd aÒd Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ iÒ ÔÖeÔaÖaØiÓÒ

[¾¼4] Dº ÃØiØaÖeÚ¸ Dº ChÓÛdhÙÖÝ aÒd DºEº ÏÓÐf¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ Ä¾¾½ ´½997µ

[¾¼5] Âº ÃÖÙg aÒd Èº Aº FeÖÖaÖi¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ Ä465 ´½996µ

[¾¼6] Åº Êº EÚaÒ×¸ EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØº ¿6¸ ½¿ ´½996µ; Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ 5669 ´½997µ

[¾¼7] Âº ÃÖÙg¸ iÒ Öefº [4]¸ Ôº ¾85

[¾¼8] Ãº ÅaÐÐick¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ 5¿75 ´½996µ

[¾¼9] Eº BeÒ¹ÆaiÑ¸ ÈºÄº ÃÖaÔiÚ×kÝ aÒd Ëº ÊedÒeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¼¸ 8¾¾ ´½994µ; Eº
BeÒ¹ÆaiÑ aÒd ÈºÄº ÃÖaÔiÚ×kÝ̧ ÈhÝ×º ÊeÚº E 56¸ 668¼ ´½997µ; Âº ÈhÝ×º A ¿½¸
8¼7¿ ´½998µ; ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ 88 ´½999µ

[¾½¼] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂÔÒº 65¸ ¿¿86 ´½996µ

[¾½½] Ìº ÆagaØaÒi¸ Àº EÑÑeÖich aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈhÝ×ica A ¾55¸ ½58 ´½998µ

[¾½¾] Dº ÀeÐbiÒg aÒd BºAº ÀÙbeÖÑaÒ¸ ÆaØÙÖe ¿96¸ 7¿8 ´½998µ

[¾½¿] ÃºÀº ChÙÒg aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¿¸ 4¿¿8 ´½994µ

[¾½4] ËºAº ÂaÒÓÛ×kÝ aÒd ÂºÄº ÄebÓÛiØÞ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº A 45¸ 6½8 ´½99¾µ; Âº ËØaØº ÈhÝ×º
77¸ ¿5 ´½994µ

[¾½5] Ëº YÙkaÛa¸ Åº ÃikÙchi aÒd Ëº Ìadaki¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¿¸ ¿6¼9 ´½994µ

[¾½6] Gº Ëch�ÙØÞ¸ Âº ËØaØº ÈhÝ×º 7½¸ 47½ ´½99¿µ

[¾½7] Àº ÀiÒÖich×eÒ aÒd Ëº ËaÒdÓÛ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ ¾745 ´½997µ

[¾½8] Ëº GÓÐd×ØeiÒ aÒd EºÊº ËÔeeÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ 4¾¾6 ´½998µ

[¾½9] Ïº ÃÒÓ×Ôe¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ iÒ [4]¸ Ôº ¿49

[¾¾¼] Zº C×ahÓk aÒd Ìº Îic×ek¸ Âº ÈhÝ×º A ¾7¸ Ä59½ ´½994µ

[¾¾½] Àº EÑÑeÖich aÒd Eº ÊaÒk¸ ÈhÝ×ica A ¾½6¸ 4¿5 ´½995µ

[¾¾¾] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 66¸ ½9¾8 ´½997µ

[¾¾¿] Gº DiedÖich¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Âº ZiØØaÖØÞ¸ ØÓ aÔÔeaÖ iÒ ÁÒØº Âº
ÅÓdº ÈhÝ×º C
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[¾¾4] BºÀº ÏaÒg¸ YºÊº ÃÛÓÒg aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 57¸ ¾568 ´½998µ; ÈhÝ×ica
A ¾54¸ ½¾¾ ´½998µ

[¾¾5] BºÀº ÏaÒg¸ Äº ÏaÒg aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 66¸ ¿68¿ ´½997µ

[¾¾6] BºÀº ÏaÒg¸ Äº ÏaÒg¸ ÈºÅº ÀÙi aÒd Bº ÀÙ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ¾876 ´½998µ

[¾¾7] Àº FÙk× aÒd Æº BÓccaÖa¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×º C 9¸ ½ ´½998µ

[¾¾8] Àº FÙk×¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 6¼¸ ½97 ´½999µ

[¾¾9] DºEº ÏÓÐf¸ ÈhÝ×ica A ¾6¿¸ 4¿8 ´½999µ

[¾¿¼] Âº ÏeÖØh¸ Ãº FÖÓe×e aÒd DºEº ÏÓÐf¸ ØÓ be ÔÙbÐi×hed

[¾¿½] Àº EÑÑeÖich aÒd Eº ÊaÒk¸ ÈhÝ×ica A ¾¿4¸ 676 ´½997µ

[¾¿¾] Äº ËaÒØeÒ aÒd Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ ÙÒÔÙbÐi×hed Öe×ÙÐØ× ´½997µ

[¾¿¿] Dº ÀeÐbiÒg aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ Ê¾5¼5 ´½999µ

[¾¿4] Äº ËaÒØeÒ aÒd Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ iÒ ÔÖeÔaÖaØiÓÒ

[¾¿5] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ¾¾¿¸ ½¿7 ´½996µ

[¾¿6] Ìº ÌÓkihiÖÓ¸ Dº Ìakaha×hi¸ Âº ÅaØ×ÙkidaiÖa aÒd Âº ËaØ×ÙÑa¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº
76¸ ¿¾47 ´½996µ

[¾¿7] Ãº Æi×hiÒaÖi aÒd Dº Ìakaha×hi¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ 54¿9 ´½998µ

[¾¿8] Ãº Æi×hiÒaÖi aÒd Dº Ìakaha×hi¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¾¸ 9¿ ´½999µ

[¾¿9] Àº EÑÑeÖich¸ Ìº ÆagaØaÒi aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈhÝ×ica A ¾54¸ 548 ´½998µ

[¾4¼] Ìº ÆagaØaÒi¸ Àº EÑÑeÖich aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈhÝ×ica A¾54¸ ½58 ´½998µ; Àº
EÑÑeÖich aÒd Bº ÃahÒg¸ ÈhÝ×ica A¾59¸ 8½ ´½998µ

[¾4½] Åº FÙkÙi aÒd Yº Á×hiba×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ½87½ ´½996µº

[¾4¾] Ëº Ìadaki¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 54¸ ¾4¼9 ´½996µ; Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 66¸ 5½4 ´½997µ

[¾4¿] Dº ËØaÙ«eÖ aÒd Aº AhaÖÓÒÝ̧ ÁÒØÖÓdÙcØiÓÒ ØÓ ÈeÖcÓÐaØiÓÒ ÌheÓÖÝ ´ÌaÝÐÓÖ aÒd
FÖaÒci×¸ ÄÓÒdÓÒ ½994µ

[¾44] Ëº Ìadaki aÒd Åº ÃikÙchi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¼¸ 4564 ´½994µ; Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº
64¸ 45¼4 ´½995µ

[¾45] ÀºËº GÙÔØa aÒd ÊºÊaÑa×ÛaÑÝ̧ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ Ä547 ´½996µ

[¾46] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¾¸ ¾5¿¿ ´½99¿µ

[¾47] Ëº ÅÙkheÖji aÒd ËºÅº BhaØØachaÖjee¸ ÈhÝ×ica A ¾45¸ 5¿4 ´½997µ

[¾48] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¾¸ ¾656´½99¿µ

[¾49] BºÀº ÏaÒg¸ YºFº ÏÓÓ aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ ÂºÈhÝ×ºA¾9¸ Ä¿½ ´½996µ
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[¾5¼] Yº Á×hiba×hi aÒd Åº FÙkÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº6¿¸ ¾88¾ ´½994µ; 65¸ ½878 ´½996µ

[¾5½] ÀºFº ChaÙ¸ ÈºÅº ÀÙi aÒd YºFº ÏÓÓ¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 64¸ ¿57¼ ´½995µ

[¾5¾] Yº Ëhi¸ adaÔ¹ÓÖg»95¼9¼¼¿

[¾5¿] ÀºFº ChaÙ¸ ÃºYº ÏaÒ aÒd ÃºÃº YaÒ¸ ÈhÝ×ica A ¾54¸ ½½7 ´½998µ

[¾54] ÀºFº ChaÙ aÒd ÃºYº ÏaÒ¸ cÓÒd¹ÑaØ»99¼5¼½4

[¾55] ÂºÅº ÅÓÐeÖa¸ FºCº ÅaÖØiÒeÞ¸ ÂºAº CÙe×Øa aÒd Êº BÖiØÓ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E¸ 5½¸ ½75
´½995µ

[¾56] Åº ÃaÙÐke aÒd Ëº ÌÖiÑÔeÖ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾8¸ 5445 ´½995µ

[¾57] Åº FÙkÙi¸ Àº ÇikaÛa aÒd Yº Á×hiba×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ¾5½4 ´½996µ

[¾58] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 48¸ ¿¾9¼ ´½99¿µ

[¾59] BºÀº ÏaÒg¸ YºFº ÏÓÓ aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ¾¿45 ´½996µº

[¾6¼] ÃºÀº ChÙÒg¸ ÈºÅº ÀÙi aÒd GºÉº GÙ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5½¸ 77¾ ´½995µ

[¾6½] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÂºÈhÝ×ºA ¾6¸ Ä½¼½5 ´½99¿µ; Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¾¸ ½¼85 ´½99¿µ

[¾6¾] GºÉº GÙ¸ ÃºÀº ChÙÒg aÒd ÈºÅº ÀÙi¸ ÈhÝ×ica A ¾½7¸ ¿¿9 ´½995µº

[¾6¿] Åº FÙkÙi aÒd Yº Á×hiba×hi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¾¸ ¿84½ ´½99¿µ

[¾64] Ìº ÆagaØaÒi¸ ÈhÝ×ica A ½98¸ ½¼8 ´½99¿µ

[¾65] ÂºAº CÙe×Øa¸ FºCº ÅaÖØiÒe×¸ ÂºÅº ÅÓÐeÖa aÒd Aº ËaÒcheÞ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 48¸
Ê4½75 ´½99¿µ; FºCº ÅaÖØiÒe×¸ ÂºAº CÙe×Øa¸ ÂºÅº ÅÓÐeÖa aÒd Êº BÖiØÓ¸ ÈhÝ×º
ÊeÚº E5½¸ Ê8¿5 ´½995µ

[¾66] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 6¿¸ ½¾¾8 ´½994µ

[¾67] Ìº ÆagaØaÒi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 64¸ ½4¾½ ´½995µ

[¾68] Ìº ÆagaØaÒi aÒd Ìº ËeÒÓ¸ ÈhÝ×ica A ¾¼7¸ 574 ´½994µ

[¾69] Yº Á×hiba×hi aÒd Åº FÙkÙi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂaÔº 65¸ ¾79¿ ´½996µ

[¾7¼] Âº Ì�ÓÖ�Ók aÒd Âº ÃeÖØe×Þ¸ ÈhÝ×ica A ¾¿½¸ 5½5 ´½996µ

[¾7½] Äº Gº BÖÙÒÒeØ aÒd Ëº GÓÒcaÐÚe×¸ ÈhÝ×ica A ¾¿7¸ 59 ´½997µ

[¾7¾] Ìº ÀÓÖigÙchi aÒd Ìº ËakakibaÖa¸ ÈhÝ×ica A ¾5¾¸ ¿88 ´½998µ

[¾7¿] Ìº ÀÓÖigÙchi aÒd Ìº ËakakibaÖa¸ ÁÒØeÖdi×cº ÁÒfº Ëcº 4¸ ¿9 ´½998µ

[¾74] Âº FÖeÙÒd aÒd Ìº È�Ó×cheÐ¸ ÈhÝ×ica A ¾½9¸ 95 ´½995µ

[¾75] Bº ChÓÔaÖd¸ ÈºÇº ÄÙØhi aÒd ÈºAº ÉÙeÐÓÞ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ ¾¿¾5 ´½996µ

[¾76] ÈºÅº ËiÑÓÒ aÒd Ãº ÆageÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ½¾86 ´½998µ

[¾77] Dº ChÓÛdhÙÖÝ aÒd Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ Ê½¿½½ ´½999µ;
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[¾78] Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Eº BÖÓckfeÐd¸ Ãº ÃÐaÙck¸ Äº ËaÒØeÒ aÒd
Âº ZiØØaÖØÞ¸ cÓÒd¹ÑaØ»99½½¿½¾; Dº ChÓÛdhÙÖÝ̧ Ãº ÃÐaÙck¸ Äº ËaÒØeÒ¸ Aº
Ëchad×chÒeideÖ aÒd Âº ZiØØaÖØÞ ´ØÓ be ÔÙbÐi×hedµ

[¾79] Âº E××eÖ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×ºC 8¸ ½¼¾5 ´½997µº

[¾8¼] Åº ÊickeÖØ aÒd Ãº ÆageÐ¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×ºC 8¸ 48¿ ´½997µ; Ãº ÆageÐ aÒd
CºÄº BaÖÖeØØ¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×º C 8¸ 5¼5 ´½997µ

[¾8½] Bº ChÓÔaÖd¸ Aº DÙÔÙi× aÒd Èº ÄÙØhi¸ iÒ Öefº [4]¸ Ôº ½5¿

[¾8¾] Ïº DieØeÖich¸ Èº FÙÐde aÒd Áº Èe×cheÐ¸ AdÚº ÈhÝ×º ¾9¸ 5¾7 ´½98¼µ

[¾8¿] Ëº ËaÒdÓÛ¸ Ëº ÌÖiÑÔeÖ aÒd Dº ÅÙkaÑeÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº B 5½¸ ¾8¼5 ´½995µ

[¾84] BºÀº ÏaÒg¸ YºÊº ÃÛÓÒg¸ ÈºÅº ÀÙi aÒd Bº ÀÙ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 6¼¸ ½49 ´½999µ

[¾85] Ëº ËaÒdÓÛ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¼¸ ¾66¼ ´½994µ; FºÀºÄº E××ÐeÖ aÒd Îº ÊiØØeÒbeÖg¸
Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ ¿¿75 ´½996µ; Ãº ÅaÐÐick aÒd Ëº ËaÒdÓÛ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ 45½¿
´½997µ; Ìº Ëa×aÑÓØÓ¸ Ëº ÅÓÖi aÒd Åº ÏadaØi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂÔÒº 65¸ ¾¼¼¼
´½996µ

[¾86] Ìº Ëa×aÑÓØÓ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¾¸ 7½¼9 ´½999µ

[¾87] Îº ÃaÖiÑiÔÓÙÖ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ ½½7 ´½999µ¸ EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØº 47¸ ¿¼4 ´½999µ;
ÅºEº FÓÙÐadÚaÒd aÒd Fº ÂafaÖÔÓÙÖ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¾¸ 5845 ´½999µ; Åº ÃhÓÖÖaÑi
aÒd Îº ÃaÖiÑiÔÓÙÖ¸ cÓÒd¹ÑaØ»99¼8¼¿7

[¾88] ÈºFº AÖÒdØ¸ Ìº ÀeiÒÞeÐ aÒd Îº ÊiØØeÒbeÖg¸ Âº ÈhÝ×º A ¿½¸ Ä45 ´½998µ; Âº ËØaØº
ÈhÝ×º 9¼¸ 78¿ ´½998µ; Âº ËØaØº ÈhÝ×º 97¸ ¿7¿ ´½999µ; ÈºFº AÖÒdØ¸ ÔÖeÔÖiÒØ ´½999µ

[¾89] ÅºÊº EÚaÒ×¸ Yº ÃafÖi¸ ÀºÅº ÃÓdÙÚeÐÝ aÒd Dº ÅÙkaÑeÐ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8¼¸
4¾5 ´½998µ; ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ¾764 ´½998µ

[¾9¼] Äº¹Àº GÛa aÒd Àº ËÔÓhÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº A 46¸ 844 ´½99¾µ

[¾9½] Àº Aº BeØhe¸ Zº ÈhÝ×º 7½¸ ¾¼5 ´½9¿½µ; fÓÖ a ÔedagÓgicaÐ iÒØÖÓdÙcØiÓÒ¸ ×ee eºgº Yº
Aº ÁÞÝÙÑÓÚ aÒd YºÆº ËkÖÝabiÒ¸ ËØaØi×ØicaÐ ÅechaÒic× Óf ÅagÒeØicaÐÐÝ ÇÖdeÖed

ËÝ×ØeÑ× ´CÓÒ×ÙÐØaÒØ× BÙÖeaÙ¸ ½988µ

[¾9¾] Dº ÃiÑ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 5¾¸ ¿5½¾ ´½995µ; Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ ¿8½7 ´½997µ; Íº BiÐ×ØeiÒ
aÒd Bº ÏehefÖiØÞ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ 49¾5 ´½997µ; Gº AÐbeÖØiÒi¸ ËºÊº DahÑeÒ aÒd
Bº ÏehefÖiØÞ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾9¸ Ä¿69´½996µ

[¾9¿] Bº DeÖÖida aÒd ÂºÄº ÄebÓÛiØÞ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº 8¼¸ ¾¼9 ´½998µ

[¾94] Cº AÔÔeÖØ aÒd Bº DeÖÖida¸ Âº ËØaØº ÈhÝ×º 94¸ ½ ´½999µ; Dº¹Ëº Äee aÒd Dº ÃiÑ¸
ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ 6476 ´½999µ

[¾95] GºÅº Ëch�ÙØÞ¸ Âº ËØaØº ÈhÝ×º 88¸ 4¾7 ´½997µ

[¾96] GºÅº Ëch�ÙØÞ¸ ÁÒØº Âº ÅÓdº ÈhÝ×º B ½½¸ ½97 ´½997µ

[¾97] ÂºÌº ÅacDÓÒaÐd¸ ÂºÀº Gibb× aÒd AºCº ÈiÔkiÒ¸ BiÓÔÓÐÝÑeÖ× 6¸ ½ ´½968µ; ÂºÌº
ÅacDÓÒaÐd aÒd ÂºÀº Gibb×¸ BiÓÔÓÐÝÑeÖ× 7¸ 7¼7 ´½969µ
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[¾98] ÀºÀº ÂaegeÖ aÒd ËºÊº ÆageÐ¸ ËcieÒce ¾55¸ ½5¾¿ ´½99¾µ; ÀºÀº ÂaegeÖ¸ ËºÊº ÆageÐ
aÒd ÊºÈº BehÖiÒgeÖ¸ ÈhÝ×º ÌÓdaÝ 4¸ ¿¾ ´½996µ; ÀºÂº ÀeÖÖÑaÒÒ¸ ÈhÝ×º ÏÓÖÐd
½½¸ ¿½ ´½997µ; ÄºÈº ÃadaÒÓ«¸ ÊeÚº ÅÓdº ÈhÝ×º 7½¸ 4¿5 ´½999µ; ÈºGº de GeÒÒe×¸
ÊeÚº ÅÓdº ÈhÝ×º 7½¸ Ë¿74 ´½999µ

[¾99] ÀºÂº ÀeÖÖÑaÒÒ¸ iÒ: ÆÓÒÐiÒeaÖ ÈhÝ×ic× Óf CÓÑÔÐeÜ ËÝ×ØeÑ×: CÙÖÖeÒØ ËØaØÙ× aÒd

FÙØÙÖe ÌÖeÒd×¸ ed×º Âº ÈaÖi×i¸ ËºCº Å�ÙÐÐeÖ aÒd Ïº ZiÑÑeÖÑaÒÒ¸ Äecº ÆÓØe× iÒ

ÈhÝ×º¸ ÎÓÐº 476¸ ¾¿ ´ËÔÖiÒgeÖ¸ ½996µ;
Àº ÀaÝakaÛa aÒd Ãº ÆakaÒi×hi¸ ÈÖÓgº ÌheÓÖº ÈhÝ×º ËÙÔÔÐº ½¿¼¸ 57 ´½998µ

[¿¼¼] ÃºÄº GaÚÖiÐÓÚ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 56¸ 486¼ ´½997µ

[¿¼½] Çº ÅÓÖiÝaÑa¸ Æº ÃÙÖÓiÛa¸ Åº ÅaØ×Ù×hiØa aÒd Àº ÀaÝakaÛa¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº
8¼¸ ¾8¿¿ ´½998µ

[¿¼¾] ÇºÂº Ç³ÄÓaÒ¸ ÅºÊº EÚaÒ× aÒd ÅºEº CaØe×¸ EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØº 4¾¸ ½¿7 ´½998µ;
ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ½4¼4 ´½998µ

[¿¼¿] Dº ChÓÛdhÙÖÝ aÒd Êº Cº De×ai¸ ØÓ aÔÔeaÖ iÒ EÙÖº ÈhÝ×º Âº B

[¿¼4] Zº ÌÓÖÓcÞkai aÒd ÊºÃºÈº Zia¸ ÈhÝ×º ÄeØØº A ¾½7¸ 97 ´½996µ; Âº ËØaØº ÈhÝ×º 87¸
545 ´½997µ

[¿¼5] Åº ÊÙbiÒ×ØeiÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº ÄeØØº¸ 59¸ ½946 ´½987µ; ÌºAºÂº DÙke¸ ÈhÝ×º ÊeÚº
ÄeØØº¸ 6¾¸ ¾877 ´½989µ

[¿¼6] FÓÖ aÒ eÐeÑeÒØaÖÝ iÒØÖÓdÙcØiÓÒ ØÓ geÐ eÐecØÖÓÔhÓÖe×i×¸ ×ee¸ fÓÖ eÜaÑÔÐe¸ ÂºÄº
ÎiÓÚÝ̧ Ìº DÙke aÒd Fº CaÖÓÒ¸ CÓÒØeÑÔº ÈhÝ×º ¿¿¸ ¾5 ´½99¾µ

[¿¼7] Áº C×abai¸ Âº ÈhÝ×º Aº ¾7¸ Ä4½7 ´½994µº

[¿¼8] Åº ÌakaÝa×Ù¸ Àº ÌakaÝa×Ù aÒd Ìº ËaØÓ¸ ÈhÝ×ica A ¾¿¿¸ 8¾4 ´½996µ; Åº
ÌakaÝa×Ù¸ Aº YÙ ÌÖeØÝakÓÚ¸ Ãº FÙkÙda aÒd Àº ÌakaÝa×Ù¸ iÒ Öefº [4]¸ Ôº 57

[¿¼9] Æº ÎaÒdeÛaÐÐe¸ Dº ËØÖiÚaÝ̧ ÀºÈº GaÖÒiÖ aÒd Åº AÙ×ÐÓÓ×¸ iÒ Öefº [4]¸ Ôº 8½

[¿½¼] Ìº ÇhiÖa aÒd Êº ËaÛaØaÖi¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 58¸ ½9¿ ´½998µ

[¿½½] Gº Äe Ca�eÖ¸ ÈhÝ×ica A½57¸ 669 ´½989µ

[¿½¾] BºAº ÀÙbeÖÑaÒ aÒd ÆºËº GÐaÒce¸ ÈÖÓcº ÆaØÐº Acadº Ëciº ÍËA 9¼¸ 77½6 ´½99¿µ

[¿½¿] ÅºYº ChÓi aÒd BºAº ÀÙbeÖÑaÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº B ¾8¸ ¾547 ´½98¿µ

[¿½4] Bº Ëch�ÓÒ¬×ch aÒd Aº de ÊÓÓ×¸ BiÓËÝ×ØeÑ× 5½¸ ½¾¿ ´½999µ

[¿½5] ÀºÂº BÐÓk aÒd Bº BeÖgeÖ×eÒ¸ ÈhÝ×º ÊeÚº E 59¸ ¿876 ´½999µ

[¿½6] Fº ËÔiØÞeÖ¸ AdÚº ÅaØhº 5¸ ¾46 ´½97¼µ

[¿½7] ÌºÅº ÄiggeØØ¸ ÁÒØeÖacØiÒg ÈaÖØicÐe ËÝ×ØeÑ×¸ ´ËÔÖiÒgeÖ¸ ½985µ

[¿½8] FºCº AÐcaÖaÞ¸ Åº DÖÓÞ¸ Åº ÀeÒkeÐ¸ Îº ÊiØØeÒbeÖg¸ AÒÒº ÈhÝ×º ¾¿¼¸ ¾5¼ ´½994µ

[¿½9] Ãº ÃÖeb× aÒd Ëº ËaÒdÓÛ¸ Âº ÈhÝ×º A ¿¼¸ ¿½65 ´½997µ
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[¿¾¼] Æº ÊajeÛ×kÝ aÒd Åº ËchÖeckeÒbeÖg¸ ÈhÝ×ica A ¾45¸ ½¿9 ´½997µ

[¿¾½] Ãº ÃÐaÙck aÒd Aº Ëchad×chÒeideÖ¸ ÈhÝ×ica A ¾7½¸ ½¼¾ ´½999µ

[¿¾¾] Aº ÃÐ�ÙÑÔeÖ¸ Aº Ëchad×chÒeideÖ aÒd Âº ZiØØaÖØÞ¸ Âº ÈhÝ×º A ¾4¸ Ä955 ´½99½µ;
Zº ÈhÝ×º B 87¸ ¾8½ ´½99¾µ; EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØ¸ ¾4 ¾9¿ ´½99¿µ

[¿¾¿] ÊºBº ËØiÒchcÓÑbe aÒd Gº Ëch�ÙØÞ¸ EÙÖÓÔhÝ×º ÄeØØº ¾9¸ 66¿ ´½995µ; ÈhÝ×º ÊeÚº
ÄeØØº 75¸ ½4¼ ´½995µ

[¿¾4] Gº Ëch�ÙØÞ¸ EÙÖº ÈhÝ×º Âº B 5¸ 589 ´½998µ

[¿¾5] Ìº Ëa×aÑÓØÓ aÒd Åº ÏadaØi¸ Âº ÈhÝ×º ËÓcº ÂÔÒº 66¸ ¾79 ´½997µ
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