Fisica Estadistica

Leccién 6: Materia y campo magnético. Introduccion a los fenémenos
criticos

e Introduccion: Diamagnetismo y paramagnetismo

e Teorema de Bohr — van Leeuwen

e Paramagnetismo: modelo de dipolos en un campo magnético
e Paramagnetismo: modelo de fermiones de Pauli

e Diamagnetismo de Landau

e Ferromagnetismo: Modelo de Ising de Campo Medio

e Introduccién a los fendmenos criticos

1. Introduccion: Diamagnetismo y paramagnetismo.

Las propiedades magnéticas de la materia tienen su origen, casi exclu-
sivamente, en los momentos magnéticos de los electrones. El niticleo
s6lo contribuye en la practica a través de su influencia en las funciones
de onda de los electrones y en la formacion de la funcion de onda del
i6on. Esto es debido a que la masa del nticleo es aproximadamente 1000
veces la electrénica, y su momento magnético es dado por i = gﬁf .

Al aplicar exteriormente un campo magnético, 7-2, el sistema responde
con una magnetizacion, M , 0 momento magnético total que presenta
una componente )M, en la direccién del campo, de modo que la sus-
ceptibilidad magnética,
_ o OM. M.

YT on H
pues suponemos linealidad de M, para H suficientemente pequeno.
Los materiales magnéticamente activos pueden presentar dos tipos
de comportamiento distinto:

— Materiales diamagnéticos.

— Materiales paramagnéticos.



Materiales diamagnéticos.

Son materiales que son repelidos por el campo magnético, esto es,
llevados a regiones en las que éste es mas débil.

La susceptibilidad es:

— negativa, xy <0
— pequena, tipicamente ~ 107° / mol

— depende poco de la temperatura (salvo a muy bajas temperaturas,
cuando los metales diamagnéticos presentan fuertes variaciones de
x con T, y violentas oscilaciones al variar un poco el valor de H.
Esto se llama efecto Haas — van Alphen)

— Materiales diamagnéticos: benceno, cloruro sédico, bismuto,...

Materiales paramagnéticos.

Los metales no—diamagnéticos son paramagnéticos: atraidos por campo
magnético.

— x > 0 y relativamente grande ~ 1072 — 1073 / mol

— x casi independiente de 7—2, salvo cuando el campo es muy intenso.

— mayor sensibilidad a la temperatura que el diamagnetismo.

Experimentalmente se encuentra que los no metales tienen una sus-

ceptibilidad:
1

T—106
que es la llamada ley de Curie—Weiss.

XT,.p ™~

A temperaturas suficientemente altas, 7' >> 6, se tiene la ley de Curie
x ~ 1/T.

Los metales tienen un comportamiento mas complicado con la tem-
peratura.

Materiales paramagnéticos:

— no—metales: las sales de transicion y las tierras raras.

— metales: aluminio, sulfato de cobre,...



Todos los materiales paramagnéticos sufren un cambio de fase a tem-
peraturas suficientemente bajas en los que el material tiene un mo-
mento magnético no nulo aiin en ausencia de campo magnético ex-
terno. Veremos que el paramagnetismo y el diamagnetismo se pueden
modelar como gases ideales de momentos magnéticos o cargas eléctricas
interaccionando con un campo magnético externo. Para modelar los
fenémenos ferromagnéticos es necesario tener en cuenta la interaccién
entre los momentos magnéticos de cada particula.

2. Teorema de Bohr — van Leeuwen.

Teorema: El magnetismo es cuantico. Un sistema clasico de particulas
cargadas en equilibrio termodinamico no puede manifestar efectos
magné-ticos.

Demostracion: La funcion de particién clasica es una integral en I':
Qv (B) :/.../dﬁl...dﬁNd@...qu e P

Un campo magnético H=VxA aplicado al electron transforma:
e -

A(g)

donde A (¢;) es el potencial vector que representa el campo.

. — N,
bj Pj B

Entonces, aplicando a cada particula la transformacion:
q—q
— € - — i
p— EA (q;) = k

se tiene la funcién de particién transformada:
QN (ﬁ) — //‘J| dEldlgqu_)ldq_)N efﬂH,(kN#]N)’

donde el jacobiano |J| de la transformacion es la unidad.

Se sigue que la funcién de particién transformada @)y (§) no tiene
dependencia explicita en el campo H (ni en A), luego
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M, = BﬁanN (5) =0.

QED



3. Paramagnetismo: modelo de dipolos en un campo magnético.

Modelamos ahora un material magnético como un sistema ideal, esto
es, H = ) . H;. Notar que el modelo sélo tendra sentido cuando los
elementos (ej, iones) magnéticamente activos estén suficientemente
separados y/o la temperatura sea lo suficientemente alta para que
la energia de interaccion dipolo-dipolo sea despreciable respecto a
la energia térmica. A bajas temperaturas se hacen importantes las
interacciones entre los dipolos y se produce el cambio de fase a esta-
dos ferro y antiferromagnéticos que no puede ser explicados con un
Hamiltoniano de elementos independientes.

Sean N dipolos magnéticos, cada uno con su momento magnético i,
tal que:

— pueden orientarse libremente,
— son independientes (no interaccionan) entre si y

— estan localizados (en los nudos de la red), esto es, son distinguibles.

—

Suponemos que, en presencia de un campo magnético externo, H,
tienden a orientarse en la direccion de éste, contribuyendo asi a la
magnetizacion total M.

No tenemos en cuenta otros efectos, asi cuando H — oo el sistema
presentara su magnetizacion maxima, M = N/i.

Para valores de H finitos, esperamos que la interacciéon de los dipolos
con el bano térmico, consecuencia de las vibraciones de la red en la
que estan localizados los dipolos, se oponga a la tendencia alineadora
del campo magnético y, por lo tanto la magnetizacion disminuira.
Cuando H = 0 los dipolos se orientaran al azar tendiéndose a M = 0.

Para construir el Hamiltoniano hemos de tener en cuenta que:

— Aparte de la agitacion térmica, los dipolos son practicamente estaticos,
de modo que H no contiene términos cinéticos.

— La energia potencial, debida a la interacciéon de los dipolos con el
campo externo es, en buena aproximacion:

N N
M=oY i = =3

i=1 =1

donde suponemos que el campo magnético define el eje z.



— El signo asegura la menor energia para dipolos paralelos a H.

La funcién de particion es:

Qv = > =% exp (BH > m(z’))

sobre estados {p:} 1=1
posibles

N
=TI 1D exp(BHu.)| =1Q1 (B (1)

=11 {n:}

donde
= Z exp (67{#2)
W

que es la funcion de particién de uno cualquiera de los dipolos.

M. = <§N: uz(i)>

10 N 0

= B@m Qn (8) = g@ln Q1 (B)

Sabemos que :

Modelo clasico de Langevin:

Consiste en suponer que todos los dipolos admiten cualquier ori-
entacién. Esto es, si p, = pcosé:

27
/ / 5u7—[cos€sen9d9d¢ Ar senh (BMH)

BuH
se sigue para el momento magnético medio por dipolo:
_ M, 10 1 1 00
c=F=c-hn S
1
= u |coth (BuH) — ———| = pL (BuH),
o coth (8pt) = | = L (B

donde L (z) = coth (z) — 1/x es la funcién de Langevin.
Noétese como la magnetizacién depende del argumento

_
~ kpT



que mide la relacién entre la energia (potencial) magnética y la energia
térmica.

Es facil ver que cuando H — oo entonces [i, — p (todos los dipolos
estdn alineados con el campo magnético externo). Si H - 00 7T —
entonces i, ~ v ~ 1/T que es la Ley de Curie observada experimen-
talmente.

Modelo cuantico:

El tratamiento original de Langevin es susceptible de incorporar el
hecho de que, en la practica, el momento magnético /i solo admite
ciertas orientaciones en el espacio, determinadas por los momentos
orbitales y de espin totales. Mas concretamente, la componente de /i
en la direccion del campo aplicado s6lo puede tomar los valores:

], = p. = gupm

es el magnetén de Bohr,

- 2m.c
s s(s+1)—0(l+1)
—g=35+ -
2§ (j+1)
— m es el nimero cuantico magnético: m=—j,—j+1,....,5— 1,7 lo que
suele interpretarse como que sélo son posibles 25 + 1 orientaciones
de ji.

En estas condiciones la funcién de particion de un dipolo es:

J

Qi(B) = ) exp(BHgupm).

m=—j
Si escribimos definimos:
v = BHgupy,
se tiene
J senh {x (1 + i)}
max 2
@ =3 () - -

m——j senh (%)



luego

LM 10 1100

Mty = N _687—11 Ql(ﬁ)_ﬁQlarH
(S A R )
:MB]'@:)a

donde

B; (z)

1 1 1 X
1+ —)eoth |z (14+—=)| = =coth [ Z
( +2j>60t H +2j)] 27 <2j>

es la funcién de Brillouin de orden j:

A

Casos particulares:

— H intenso y 7" baja (v = pH/kgT >> 1) : de acuerdo con figura,

B;(z) — 1, luego se tiende hacia i, — p = max|i|, que es un
T—00
estado de saturacion magnética.
,1. 3

—H débil y T alta (z << 1) : es cothz =1+ % -2+ . (0 < |z] < 7),

luego Bj () ~ <1 + %) (lineas discontinuas en figura) y

o ap g1 1
= - = 1 - .
He="37" 7 3kT(+] "

Si hay N, dipolos por unidad de volimen

_ Nop? 1
M. = Nyli, ~ I+~
o 3kBT< +J)H




y la susceptibilidad sigue la ley de Curie para temperaturas altas:

M, Ny 1 :
v = lim 2= Now (1+ )—CJ

Hor OH — 3kT il T
— Limite clasico: El modelo muestra una clara dependencia con j. El
limite clasico es j — oo (todas las orientaciones son posibles), para

el que tendria que recobrarse la teoria de Langevin. Este limite ha
de tomarse conjuntamente con h — 0, para que

eh

meC

MZQMBJZQQ J o< hy

permanezca constante. Se tiene

(1 + %) coth [az (1 + %)} — coth ()

1 x 1 /27 = 3 1
2] 27 2j \x 65 8-4553

x
luego se confirma lo esperado:

1
lim B, (z) = coth (z) — —

j—00 xT

L (x)
Comparacion con experimentos:

La validez de esta ley ha sido comprobada en muchos materiales. Asi

en la figura vemos 1/x versus 7T para una sal de gadolinio:
Gd(CyH;S0,)-9H,0. La linea recta es la ley de Curie.

At | | -3-

0
‘.,‘ nunits m

También se comprueba la predicciéon general del modelo, i, = pB; (z).
En la figura vemos fi./up versus H/T. Las curvas son la prediccion
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experimental. Los simbolos son datos para, de abajo hacia arriba:
(I) potassium chromium alum (j = 2,¢g = 2 ), (II) ammonia alum
(j = 32,9 =2), y (III) gadolinium sulphate octahydrate (j = I,g = 2).

4. Paramagnetismo: modelo de Fermiones de Pauli

En los modelos anteriores vimos que el ajuste con los experimentos
era bueno. Sin embargo, la predicciéon de esos modelos de saturacion
magnética cuando la temperatura tiende a cero (M, = Nuy x =0) no
es correcta. Se observa con generalidad que a temperaturas suficien-
temente bajas la susceptibilidad tiende a una constante no nula.

Pauli (1927) explicé este desacuerdo como consecuencia de que los
electrones de conduccién de los metales alcalinos son un gas de Fermi
muy degenerado. Pauli razona que como consecuencia del principio de
exclusién no puede alcanzarse la saturacion magnética a temperatura
cero: si dos electrones estan en el mismo estado es imposible que
tengan sus espines en la direccién H. Por lo tanto, ha de esperarse una
susceptibilidad limite, y(, que sera independiente de la temperatura
aunque probablemente con fuerte dependencia en la densidad del gas.

Veamos ese modelo.
Sean N fermiones libres de spin //2 y energia
2
p L~
e=——j-H

2m a
El momento magnético del electrén es proporcional a su espin que
solo puede tener dos estados: es paralelo o antiparalelo a H,. De esta

9



forma la energia de un electrén puede tener (al interaccionar con un
campo magnético externo) dos valores segiin sea su espin:
P?

e=2 +an

2m
Pauli sugiere que se estudie el paramagnetismo como una mezcla de
dos gases ideales de fermiones, una componente de la mezcla consiste
en electrones que tienen todos sus espines positivos y la otra todos
negativos.

Sea n;t el niimero de particulas con momento p' cuyo momento magnético
es paralelo (antiparalelo) al campo. La energia total del gas es

o= | (3 wm) o+ (%%M
— p—Q(n +n,) MHZ

_Zm ny+n,) —piH(NT—N7)

Al ser fermiones n* =

5 = 0,1. La funcién de particion se sigue de

> exp (—SE)

N:N‘*‘—&-N‘:Zﬁn;‘—l—zﬁn;
nF=0,1

N

que puede calcularse ﬁjando N* (que fija N~ = N — N7'), sumando
sobre todos los posibles 7, y sumando sobre N*, desde N* = 0 hasta
Nt = N, esto es,

N
2 2
— E eﬂﬁIH(QNJF*N) E efﬂ Zﬁ %”}f E efﬁ Zﬁ %Ln;
N+=0

(=) \ (o) |
=e’ “”NZ PN 7y (NF) Zy (N = N7)]

N+=0
donde ,
ZyN)= ) e P = exp[-FA0 (V)]

np==x1
(> np=N)
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representa la funcién de particién de un gas ideal de Fermi de N
particulas sin espin de masa m, y Ay (N) es la energia libre de este
sistema ficticio.

Tomando logaritmos:
1
N
1
N

N
In >~ exp [2B5HNT — BAy (N*) — BAy (N — N*)]

Nr=0 V)

(N
Las propiedades de la distribucién f(N7') nos son familiares. Apli-
cando steepest descends se tiene

1 _ 1 —
N]nZ(N) = —BuH + Nlnf (N*)
donde N+ es el valor de N* que hace f (N*) maximo.

El nimero medio de particulas con espin paralelo en el estado de
equilibrio, N, se sigue de la condiciéon de maximo,

- Nt
o — (AW [OAWN=NT |

ONT ON+ ~F
que equivale a

N+

o (NF) — o (N — NF) = 2
con g (N) el potencial quimico del sistema ficticio.

Si definimos r tal que:

:1+TN, F:1;7"N7

se puede expresar la condicion anterior como una ecuacion para r:

1+7r 1—r _
Mo( 5 N>—Mo< 5 N)ZQMH

Por tltimo, conocido N+, la magnetizacién se sigue (N~ = N — N*) de

M=p(Nt—=N-)=pNr, (0<r<1)

N+

Para H = 0, no hay direccién preferida por los espines, luego M =0y
r =0 si H es suficientemente pequeno, se puede desarrollar alrededor
de r = 0 para escribir:

N r [Oug (xN) N
“0<5>+5[a—x TR

11



ZIM} P

2 ox .
de donde podemos despejar r en funcién de H. Asi obtenemos que:
1 . oM 27i°n
= — 111Im =
X=Vabo o1 [3%(33]\7)}
ox _1

Para hacer explicito este resultado, hay que usar aqui la expresion
adecuada para el potencial quimico del sistema de particulas sin espin.

— En el cero absoluto (,LL = EF),

3N\ 23 B2
pe=or= (47TV) 2m

luego, para un sistema de z/N particulas se tiene:

3N )2/3 h2

N) = 2/3
R

2m

y para el sistema real

w1 (3NN 2
T o2 \mv) om

[auﬂ (IN)] 24/3 real

ox B ?EF

—2
y se sigue:
3 oM

X(T'=0) = 55—
21/3 €S 1

que es no-nula e independiente de 7' (pero depende de n).

— Para temperaturas bajas, sabemos que
1 7T2 ]fBT 2
~ € —— | —
=127 19 Uer

, 72213 [ kpT\?
X = Xo 19 r

y se sigue que
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5. Diamagnetismo de Landau

El diamagnetismo es consecuencia de la libertad de movimiento que
tienen los electrones en presencia de un campo. Pero como vimos,
por el Teorema de Bohr-van Leeuwen, la teoria clasica es incapaz de
explicar efectos magnéticos, luego ha de estar asociado a fenémeno
cuantico. Landau (1930) lo asocié con la cuantizacién de las 6rbitas
de las particulas cargadas en presencia de 7—2, esto es, con el hecho de
que la energia cinética de las particulas asociada con el movimiento
perpendicular a la direccion del campo magnético no puede tomar
cualquier valor. Esta circunstancia implicaba que existe una con-
tribucion adicional a la susceptibilidad paramagnética, que es cuali-
tativamente semejante a ésta, pero negativa.

Sea un gas de electrones libres, salvo que interaccionan con H, sin
espin (ya conocemos las consecuencias de este grado de libertad), y
confinado en volumen V. Con notacion usual, el hamiltoniano es

1
H= ( - —A) ) |
5 (P + ¢ (7)
donde A = ( gH, 2”,0) Resolviendo la ecuacion de Schrodinger, sus
valores propios son
, ehH 1 P2 ,
L) = = =0,1,2,... 2
€(f,p:) = (J+2>+2m j (2)
Cada nivel energético j tiene una degeneracién
eH
=L, L,—
Y he

Esto es, g niveles € (p,, p,,p.) cuando H = 0 se transforman en un solo
€(j,p.) cuando H # 0. Esta degeneracion se estima de la siguiente

forma:
L.L
// dn, dnyp::;jnTy // dp, dpy

en un circulo eh ; px-i-[)y ehTL (i1 1)
me J— 2m —mc -]

(integrando en coordenadas polares)

L.L ehH . . H
— h2y7r [2m {(]+1)—j}] L,L,— T

que es una medida de la libertad que tiene la particula para acomodar
el centro de su drbita en el area L,L, del espacio fisico.

mc
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La Funcion de Particion Macrocanonica es

In=Z = Zln (1 + ze_ﬁe) = zoo: Zgln [1 + Ze—ﬁe(ﬁpz)}

Jj=0 p.
:/ dp. Zln[l—l—ze “’2)]
VeH ;
— —Be(J,p=
o _Oodngln [1+ze Up)} (3)

y se tiene para el nimero de electrones en equilibrio:

0 V —pe
N=|z—1InZ 67_[ pz °C
0z HVT 1 Itze 1+ ze Pe
1
z-lefe 41

Implicaciones:

— Temperaturas altas: Si suponemos que la densidad es suficien-
temente baja, entonces 2z < 1, asi desarrollando las expresiones
anteriores tenemos:

e.¢]

14 00
S ~ ];’if _oodpzjz:;zexp —Be (4,p-)]
2VeH [ = r: chit (1
_ d . . z _
Sl o2 (2)
VeH [ eh?—l !
= 75 _oodpexp< )ZGXP[ <]+§)]
integraféaumana serie ge:metrica .
integral serie
zVe?—[r 2mm 1/27 ehH -
_ 2 senh
h2c ( B > [ sen (62mc>]
_V oz
~ A3senhz’

donde
r = PupH (up = magnetén de Bohr)
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M = % (@m:) = —upNL(x)

1
donde L (z) = cothx — — es la funcién de Langevin que ya aparecié

antes. De hecho, estg resultado coincide con el paramagnético,
salvo que ahora es M < 0 independientemente del signo de la
carga elétrica de la particula como se observa en situaciones dia-
magnéticas.

— Temperaturas altas, n < 1 y campos magnéticos débiles: Entonces
upH < kgT — xzﬁ<<1 luego:

X ,LLB,)L[
M~ —upsN= = —N
MBS epT
y 2
Yoo = — npp
> 3kgT

que es el equivalente magnético de la ley de Curie.

— kT < ep (gas ideal muy degenerado) y H débil: En este caso
tenemos: y ~ep {1 — 1 (kBT> ]

_ M _ €F
Z = exp (—kBT> = exp <kBT + - > > 1.

Si, ademas el sabemos que upH < kT, puede aproximarse la suma
sobre j de la funcién de particion por una integral utilizando la
formula de Euler:

Zf(]+> | s@ans 5o o)

obteniendo después de un pequeno calculo:

1

X0 = —571#23/6}77

otra vez independiente de la carga y del mismo orden que el efecto
paramagnético cuando i es del orden de magnitud de up.

— Efecto Haas-van Alphen (1930): para temperaturas muy por de-
bajo de la de Fermi y campos relativamente fuertes, esto es,

kT =~ ,LLB% L €p
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la Funcion de Particion Macrocandnica tiene una parte oscilatoria
de la forma:

I m
> -1 ¢ cos (EEF_Z>
(I0Z) gy o (usH)* (63/2) 7
—1 senh (%kaT>

de donde se sigue una susceptibilidad oscilatoria,

1 0 n=
osc — a7 \ aq 1= .
Xose ZBVH\OH ) e

Es notable el coseno del numerador, que predice violentas oscila-
ciones con 1/H :

* Las oscilaciones son despreciables para upH < kg1, como conse-
cuencia de la funcion hiperbdlica en el denominador, y se tienen
propiedades suaves como predice el diamagnetismo de Landau

* Estos términos oscilatorios serdan apreciables si upH ~ 72kgT), lo
que corresponde a H ~ 10°T Oersted. Luego han de ser observ-
ables para campos suficientemente intensos a muy bajas tem-
peraturas, lo que explica oscilaciones descritas por primera vez
en 1930, conocidas como efecto Haas-van Alphen.

% Parte de su importancia radica en que el periodo de la oscilacion
es funcién de ¢r. Lo que permite conocer experimentalmente ¢j.

6. Ferromagnetismo: Modelo de Ising de Campo Medio

Ya hemos dicho que todo material paramagnético se convierte en fer-
rromagnético a bajas temperaturas. Para explicar ese cambio de fase
hemos de abandonar los modelos de gas ideal de dipolos magnéticos
e introducir modelos donde exista interaccién entre los momentos
magnéticos de las particulas que componen el s6lido. Uno de los mod-
elos mas sencillos que explica el cambio de fase para-ferromagnético
es el modelo de Ising resuelto exactamente en dos dimensiones por
Onsager en 1944. Veamos una version simplificada del mismo.

— Sea un conjunto de N particulas con espin s; = +1 que interaccio-
nan entre si por medio del Hamiltoniano

g NN N
Hy(s) = N Z Z SiSj — Z B;s; (4)
i=1 j=1 i=1
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donde J > 0 y B; son campos magnéticos locales que actiian sobre
los espines.

— Nos interesa conocer las propiedades termodinamicas del sistema.
Para ello calculamos la funcién de particién:

P DD IEED I

S1= ==+1 So= SN—= +1

= Zexp B_]\}](ZSZ) —i—BZBZSZ (5)

S =1

— Utilizamos la igualdad

e = \/% /72 dy exp [—y; 4 ﬁay] (6)

para convertir el término cuadratico en ) s; en un término lineal.
Sustituyendo obtenemos:

1 29 /2]
Iy = E/dye v/ Zexp [ZSZ (ﬁBﬂr %y)]

S =1

_ \/12_7T/dyexp ——-I—Zln <2cosh (63 +ﬁ ))]

donde ya hemos realizado la suma explicita sobre todas las config-
uraciones de espines.

— Para realizar la integral hemos de darnos cuenta que realizando el
cambio de variables x = y/v/ N podemos escribirla:

N
Inv =+ — | dze NG@) 7
" VQ?T/R . ")
2

Gz %—%i [2cosh<\/267Jx+ﬁBi)} (8)

— Podemos extraer el comportamiento de la integral cuando N — oo.
Para ello buscamos el valor de z* que hace extremal a la funcion

G(x):

donde

~0 9)




y desarrollamos la funcién G alrededor de dicho valor:

N N d*G
Iy =)~ NG - D
N 27T/Rda:exp[ G(z") 5 I

Si realizamos el cambio de variable: z = v/N(z — 2*) obtenemos:

. 1d°G
Zy = (2m) 712 NG@)/d —-—
N = (2m) /e ; 2eXp | =5 -

(—2")2+ NO(z — x*)3]

r=x*

22+ O(Nl/Q)]

— De esta forma la energia libre de Helmholtz es:

kgT
f = —ianN —~ kBTG( )
N
— kT [2 cosh (\/2@]3:* v 532«)] (10)
donde z* es solucion de la ecuacion:
dG(x) . \/25
| Zt [ 28] +BB] (11)

— Caso homogéneo (B; = B): En este caso la energia libre se escribe:

— log [2 cosh (\/257Jx* + 63)}] (12)

donde z* es solucion ahora de la ecuacion:

%2

f=kyT [‘"’32

*

:L. k
g = tanh {\/QBJ:U + 53} (13)

En este caso podemos interpretar fisicamente al parametro z*:

26m , m={(s;) (14)
donde (...) = Z—lNZQe_BH@ ... y podemos escribir la energia libre
como: .

f=Jm*+kgT [5 In (1 —m?) —In 2] (15)

donde m es la magnetizacién promedio que es solucién de
m = tanh [2J8m + $B] (16)

— Propiedades termodinamicas:
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Mean field Ising model (3=1/2, k;=1)

— B=0.1
— B=0.01

B=0.001 -
— B=0

08—

0,6

041

02+

* Ecuacion de estado: m = m(7,B) Observamos que el sistema
presenta un cambio de fase de segundo orden para B = (0. Para
T>T.=2J/kg m=0y paraT <T. m # 0. En el punto critico
la magnetizacion es continua pero no derivable. Puesto que la
energia libre de Helmholtz depende de m esta singularidad se
reflejara en todas las magnitudes termodinamicas.

T T T T
L PR L
[

* Punto critico: Para B = (0 sabemos que m es soluciéon de la

ecuacion:
m = tanh [26Jm)] (17)

cuando 7' < T, m # 0 pero en las cercanias de 7. m ~ 0 asi que
podemos desarrollar esa expresion para m pequenas:

m = 28.Jm — é (28.7m)* + O(m?) (18)

despejando m obtenemos:
m? = 5
@8Iy

(26 — 1) +0(28J — 1)* (19)
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luego si 23J > 1 las soluciones son:

31/2 »
El punto critico es el valor de T, para el que la magnetizacién

se hace cero: 57
26, =1 =1T,=— (21)
kp
* Exponentes criticos: Desarrollando los observables termodinamicos
alrededor de la Temperatura critica obtenemos sus compor-

tamientos criticos:

~ A = B3=1/2
~ Aje

~ Ay=a=0

~ Azel=q=1

~ ABY3=§=3

S 2 o = 3

donde € = (T'—1T.)/T.. Observar que se cumple la igualdad entre
exponentes: « + 25 + v = 2 (igualdad de Rushbrooke) asi como
la igualdad de Griffiths: o + §(1 +§) = 2.

— Fluctuaciones: Podemos calcular la probabilidad de encontrar un
valor m de la magnetizacion:

Py(m)=>_Zy e "5(m — ~ Z 5;) (22)

Se puede demostrar que:

Py (m) = exp[=NB (f(m) — f(1meg))] (23)
donde
1 1-— 1
f(m) = —Jm? + — (1—m)ln( m)+(1+m)1n m (24)
23 2 2
donde m,, es el valor de equilibrio. Observamos que m,, es solucién
- 01 (m)
m
= 2
om — 0 (25)

Observar que la funciéon f(m) es analitica en m. Sin embargo sus
extremales tienen un comportamiento no trivial con la temper-
atura.
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Free energy functional

02 ! .

[T
R R R

NROSO6O
oo

f(m)+T In2

I I i . . |
1 -

Por ultimo resaltar el concepto de ruptura expontanea de la simetria
del sistema. Dado un sistema inicialmente con m = 0, si lo colo-

camos a temperaturas menores que la critica, éste elegira uno de

los dos estados posibles de equilibrio y el sistema perdera (para

esa realizacion) su simetria +. La eleccién de uno u otro maximo

vendra determinada por las fluctuaciones microscoépicas del sis-

tema y no se necesita de ningin agente externo para que ocurra

el fenémeno.

7. Introduccion a los fendmenos criticos

— Definiciéon de Punto Critico: Es un punto en el que acaba una
curva de coexistencia.

P . Liquid
Fusion ___ oy
Pl curve )
/
Solid “
~—Vapour
Sublimati pressure curve
ou _—
curveléma ron Gas
Triple point
. T
(a) Fluid

— Un punto critico esta asociado a un cambio de fase de segundo
orden

— Experimentalmente se encuentra que no sélo las segundas derivadas
son discontinuas, sino que en muchos casos son divergentes:
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F1a. 1.16. Specific heat of *He as a function of T' — T in K. Notice that the shape of the
specific heat curve is rather like tho Greok letter ), whenoo tho origin of the term ‘-
transition’. The fact that the specific heat is only about ten times its ‘normal’ value even
at only a few mi from T, is h the fact that the
critical-point exponent is extremely small (in fact, « is probsbly , corresponding to &
logarithmic divergence). The width of the small line just above the origin indi-

cates the portion of the diagram that is expanded in width in the curve directly to the

right. After Buckingham and Fairl bank (1965).

— Las divergencias (en un fluido monocomponente) estan asociadas
a que en el punto critico coinciden los puntos de inestabilidad de
ambas fases con los de coexistencia y, por lo tanto es un punto de
inflexién de la ecuacion de estado P = P(v,T).

(a) Fluid
P4 T>T,

y

\(oex tence
Two-phase \CUrve
reglon \\

b I

— Luego un punto critico es soluciéon de las ecuaciones:

8P(UC,TC)_0 0?P(v,, T, )_

ov. ov? (26)

donde P(v,T) es la ecuaciéon de estado del sistema para temperat-
uras por encima del punto critico (donde no hay coexistencia de
fases).

— Los puntos criticos tienen propiedades muy interesantes que son
comunes a otras disciplinas en fisica como el estudio de las particulas
elementales (Teoria Cuantica de Campos). Entre otras podemos
destacar:

1. Exponentes criticos: Muchas magnitudes son SINGULARES
(divergentes o con derivadas discontinuas) en el punto critico.
Por ejemplo, sea f = f(¢) un observable que diverge en el punto
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critico (e = (T —1T,)/T,), esto es
f(e) = Ae™?

A se denomina exponente critico.

100

’ T T T T T
|
- lp=pe| _ To— T\o3ss -
| U
g{ 1
I = '
al
ey !
b+ |
g 10-1k rorof —
5 [— T
.§ Iﬁ}*— o Vapour .
E [ & Liquid
| T.=51888 K pe= 00690 g cm-3
|
|
l |
ol ! ! L 1 1 s
10 10-4 103 10-2 10-t
7 -7

Reduced temperature

T

Summary of definitions of critical-point exponents for fluid systems. Here

e=T|T, -1
Expo- Definition Conditions Quantity
nent € P—P, p—p,
o Cy ~ (—e)~% <0 0 0 specific heat at constant
volume V = V¥,
@ Oy ~ €@ >0 0 0
B L — pa ~ (—e€f <0 0 $#0 liquid-gas density dif-
ference (or shape of
coexistence curve)
1 Kp~ (—€)" <0 0 #0 isothermal compressibility
¥ Ky~ e€? >0 0 0
) P - P, 0 #0 #0 critical isotherm
~ |pL = pa|’sgn (p = pa)
v E~(—eY <0 0  #0 correlation length
E~e? >0 0 0
) Q(r) ~ |r|-@-3+m 0 0 0 pair correlation function
(d = dimensionality)
A} ?fP% = Q¥ ~ (—e) %GV <0 0 0 succ_:essive pressure deriva-
2 tives of the Gibbs poten-
tial (T, P)
Agy -:?;?G = QO ~ UHQ3-D 50 0 0

. Existen conjuntos de sistemas cuyas magnitudes termodinamicas
se comportan de igual forma cerca de sus puntos criticos (reescal-
adas con respecto a sus respectivos puntos criticos), esto es,
tienen el mismo conjunto de exponentes criticos. A cada grupo

se le denomina clase de universalidad.

NOTAR: la Termodinamica relaciona los distintos observables
macroscopicos luego si TODOS los observables reescalados de
diversas substancias que pertenecen a la misma clase de univer-
salidad se comportan de manera idéntica esto implica que todos
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esas substancias son indistinguibles cerca del punto critico. Esta
propiedad se denomina Universalidad.

Por ejemplo: Cerca del punto critico TODAS LAS CURVAS DE
COEXISTENCIA para distintas subs-tancias son idénticas (nor-
malizadas a sus respectivas temperaturas y densidades criticas)

100} Wﬁ*ﬁﬂ J
£ B2 |
095 - 3 J
: I
0-90+ 1
? H
o085+ 1 A j
T/T, !
080} + ]
+Ne aN,
075} e A v 0, (
" Kr ©00 |
070 x Xe o CH, “‘
|
0-65 1
0-60
Al
0-55. 1 L L L ' L ) 1 L 1 A
00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20 22 24 26

o/p.

Fra. 1.8. Measurements on eight fluids of the coexistence curve (a reflection of the PpT'
surface in the pT' plane analogous to Fig. 1.3). The solid curve corresponds to a fit to a
cubic equation, i.e. to the choice B = }, where p — p, ~ (—€)*. From Guggenheim (1945).

3. Invariancia de escala: en el punto critico la morfologia observada
en la substancia no depende de la escala de observacion.

— Algunas de las preguntas que nos interesa responder son:
* ; Como sistemas diferentes pueden comportarse de igual forma
cerca de un punto critico’
* ;Como se diferencian sistemas que pertenecen a distintas clases
de universalidad?
* ;Cuantas clases de universalidad existen?

— Las propiedades criticas se explican utilizando la Mecanica Es-
tadistica y el Grupo de Renormalizacion.
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